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SULLE FUNZIONI SIMMETRICHE COMPLETE 



Non è, né può essere, scopo di questa Nota un'ampia trattazione 
delle proprietà di queste funzioni, alle quali valenti Autori hanno 
dedicato più d'una Memoria. Ciò che qui si trova è soltanto una 
elementare introduzione allo studio dell'importante argomento, la 
quale è svolta con semplicità di metodo, e forma il compimento pro- 
messo a quanto da me è stato esposto, in questo Periodico, (') sulla 
divisione dei polinomi interi. 

1. 

Essendo 

iy»-) = af — bt af-^ — — ftr-i a? — 6r 

due polinomi interi, è stato dimostrato che i coefficienti del quo- 
ziente Q e del resto i?, della divisione di P^"^ per ZK'"^ si possono com- 
porre mediante n — r coefficienti simbolici 6^ , &^ , . . . . ìy^^^. Questi, 
come dipendenti razionalmente dai coefficienti di IP^^ sono esprimi- 
bili per funzioni simmetriche delle radici dell'equazione IP^ = 0, e 
precisamente per quelle conosciute sotto il nome di funzioni omo- 
genee o simmetriche complete. 

Se con V^ indichiamo la funzione simmetrica completa del grado 
7W, relativa agli elementi a, p, y, . . . . p, vale a dire, se per m = 0, 
1, 2, 3, 4, .... si ha: 

7o=l 

Fs^SaPY + SaP^ + Sa'^ 

(•) Anno VII, p«g. 127-18S « p«g. 178-185. 
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potremo porre, in generale: 

estendendo il primo segno 2 ^^ sistemi di valori pc»5itivi, interi o 
nulli delle X, che verificano l'equazione 

Aj I Aj ' I Aj I • • . . ■ I A|^ ^^^ */l 

colla condizione, già posta in chiaro dalle espressioni di Fi, T',, ì\ e 
F4, che ogni soluzione, comprendente un deterìninaio numero 
delle X, sia considerata una volta sola^ e in maniera che i valori 
delle X differenti da zero si succedano in ordine di grandezza ere- 
scentCy cominciando sempre da X^ . 

2. 

Si dimostra facilmente il teorema: 

Se il polinomio D 'M il prodotto di k polinomi interi Xi, Xj, 
. . . . Xit , dei gradi ri , r^ , . . . r^ , respettiramente, rapporto alla x, 
^ ^e Qi è il quoziente di P^"^ diviso per Xi , Q, è il quozicìite di Qi 
diviso per Xj, ecCy e infine Qk è il quoziente di Qk—i diviso per 
Xfc , sarà Qk il quoziente di P"^^ diviso per D^'\ 

Infatti, posto 

(1) P(»)=XiQi4-i?i, Q, = .Y,Q, + i?,, 0,=:X3Q,H-/?5, 

.... Q» — 1 = Xit Qt H~ ffk 

se ne deduce, moltiplicando la seconda eirnaglianza per X^, la terza 
per Xi Xj, ecc., la ft**'"* per A\ X^ X»_i, sommando e riducendo: 

(2) P»=A\J,....X,0,+ 

\ JLi JCf • • • • -àVjk ^1 Yijk "T" Jlj -\j % • • . Ajt f /l jt 1 "T" .... "T" -Aj /ij ~T~ -/li) 

e per T ipotosi fatta sui gradi dei polinomi Xi, Xj, . . . . X», è mani- 
festo che il grado del pmdotto Xi X^ . — Xt^iRjt sarà, al più, 
eguaio a 

ri -H r, + 4- r,t-i •+- K — 1) 

e quindi minoro dol grado del divisoiv ZX''\ E poiché, evidentemente, 
il termino considerato ha il maggior grado tra tutti quelli che com- 
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pongono il polinomio in parentesi, ne segue che, indicando con Q il 
quoziente e con R il resto della divisione di P^"^ per 2/''^ sarà 

/t -Aj JL% .... JLj^ __ j^ xljfc "^ Jlj Jl2 • • • • -^Jk S •^'t — 1 "• • • • • "T" ^1 Jtt j "T" /tj» 

Adunque, per la prima di queste uguaglianze, il quoziente Q potrà 
essere trovato, coinè nell'Aritmetica, anche col mezzo delle divisioni 
indicate dal sistema delle (1), e. d. d.. 
Le condizioni 

Ri ^= 0, R^ = 0, . . . . /?j = 

sono necessarie e sufficienti affinchè il polinomio P^"^ sia divisibile 
per D^*-). (•) 

3. 

Siano ora 

(3) a* P» T' ^» H"> p 

le r radici dell'equazione If^^ = 0, dimodoché si abbia identicamente 

!)(••) = (a? — a) (a? — P) {x — y) .... (x — X) (a? — fx) .... (oc — p). 

Sussisterà in tal caso il seguente teorema : 

Determinando il quoziente della divisione di x" per Jfi^ col 
prendere successivamente per divisori, com'è indicato dalle (1), i 

fattori X — a, X — % x — p, i coefficienti del quoziente stesso 

sono le funzioni simmetriche complete di grado 0, 1, 2, 3, ... . 
(n — r) delle quantità a, p, y, . . . . p. 

!*) Se si iuppone 

1 e * 

e ^reiò 

la (2) diviene 

dalla quale apparisce ohe, se si dà all' esponente k un valore tale che 2 sia di grado sape - 

riore ad n, o se, ciò che è lo itetso, nel sUftenaa delle (1), s'intendono ora proseguite le divisioni, 

'nS 
finché il polinomio Qj^ resolta di grado inferiore al Z, si può trasformare P ^ in un polinomio 

ordinato per le potenze di Z, moltipllcate per altrettanti polinomi Qj, ^t. .... fi R digrado 

*» * > l » 1 

m/eriore a qaello di Z. 

Jn particolare poi, per Z «=> a; — a^ si trova 
p'"> = :»- a)** <?^ ^(x-a*~* fi^ + (a: — a)"~* fi^__j+ ...-^ {x--a) B^ -^ B^ 
con Qn » fi„ f • • • * ^ 9 ^ t indipendenti dalla x. 
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Infatti, supposto che rispetto ad una parte delle radici (3) 

a, p, y, X 

sia soddisfatta la proprietà analoga dai coefficienti 

1 1 ^1 > Vii r 8 , . . . . 

del quoziente ottenuto dopo aver diviso per x — a, ce — p, . . . . 
X — X, si sa che, dividendo questo quoziente per co — jx, i coeffi- 
cienti del nuovo quoziente sono : 

e si vede chiaramente che, coU'ipotesi fatta, le forme di questi coeffi- 
cienti convengono alle funzioni simmetriche complete di grado 0, 1 , 
2, 3, ... . degli elementi 

a, p, Y, .... X, [A. 

Dopo ciò, basta ricordare che dividendo a?" per x — a si hanno per 
coefficienti del quoziente 

1, oc, oc, oc,.... 

che possono riguardarsi come le funzioni simmetriche complete di 
grado 0, 1, 2, 3, ... . dell'elemento a, per ritenere che il teorema 
è dimostrato in generale. 

In forza di esso, il quoziente q^ della divisione di x^ per IK'') è 
della forma 



?» = 


= aj" 


'H- ViOi^- 


-"-'+ 7,05»- 


_,_» 


+ 


• • . . 1^ 


Vn 


r ia:+V„. 


-r« 


Ma 


si ha 


pure 
















?« = 


= /»"-'■+ &!«;»-'' 


-1+ J<'>a;"-'- 


-» + 


. .. • 


+ b^r~ 


«)-«+*;--'-» 






e dal confronto di queste espressioni si traggono le relazioni 
(4) V, = b,, V, = b^\ V, = b^l\.... 

che collegano appunto ognuna delle b^ colla funzione simmetrica 
completa delle radici del divisore, della quale rappresenta il valore 
espresso mediante i coefficienti. 



(•) V. Periodico, Anno Vn, pag. 178. 
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Se rammentiamo ora che : 

(5) b^^^ = hb'^-''^-hb,b[^''^ + hb^^''^+..^^ 
ovvero 

Jf) _ J, JC*-') _ ft,èf-») _ J, Jf-') _ .... _ b,b^ = h + ^ 

si conclude altresì, per le (4), che deve aversi 

(6) F,+i - b^Vj, - J,n^i - 637,., - .... - b,V^= i, + i 

e quindi, dando ad A i valori 0, 1, 2, . . . . 

V, = b, 

Avuto poi riguardo all'origine dell'equazione (5), la (6), che n'è 
una conseguenza, non subisce, nel caso che sia A H- 1 > r, altra 
modificazione che quella resultante dal porre uguali a zero tutte 
le b, in cui l'indice s è maggiore di r. 

Per tutte queste considerazioni non può passare inosservata la 
perfetta analogia che v'ha tra le (7) e le formule di Newton che 
servono al calcolo delle funzioni simmetriche semplici 5p = 2 ^^• 
Esse, per l'equazione Z)^*"^ = 0, sono, com' è noto : 

Si = bi 

Sf biSi=:2 &3 

^8 biSi 63 ^1 =:: 3 &3 



e ne consegue che le funzioni simmetriche semplici e quelle com- 
plete sono legate da equazioni della forma 

^ft+i — • • • • &A-2*8 — h^iSi — b^Sl 
= (A -h 1) (y,4 1 - . . . . - b,^,V, - b,^,V, - bnV,) 



{•) V. Periodico, Anno VH, pag. IM. 
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per tTini ì valori *ii A + 1 ^ r, mentre per fn = r'hd^ si ha 

o:L^e:i.p>raneamenie : 

F. — *i r,^, — — — *«-*-2'V|.» — &•-<-! l 'rf+i — *«-^Frf= 0. 

4. 

Dall'essere b'^" = F., resulta che si potrà ricorrere alla 
t^^ria delle fuiizit.»m simmetriche, per stabilire la forma letterale 
di b^" \ cioè l'espressione ili \\ mediante i coefficienti di D*"'. 

Si sa appimto, da quella teoria, che dovrà aversi : 

1 -*— f 19 m 

dove C:"~ e tm coefficiente numerico, e «i, ot,, at» sono le 

s«:iluzìoni positive, intere o nulle delle equazioni : 

Xj H- z^ -+- Xj -+- .... -+- x^ = A (A = 1 , 2, 3, ... . tìì) 
Xi H- 2 x^ -H 3 X3 -K .... -4- wi 0%, ;= tn 

o. com'è facile a vedere, le soluzioni positive, intere o nuUe dei- 
Tunica equazione 

Zi-h2a^-h3a3 + ....-+-»ix^ = m. 

Cosi, ad esempio, pei- m = 2, 3, 4,5, si trovano le forme: 



e - 


&: ,1 










»',"- 


cPK 




^ 


+ ci* 


*, 


*1 


cTK 


+ c;7»; 


*, 


+c 


^*» 


*1 — 


^1 ^1 


+ c;*>j| 


^ 


+ < 


*!*, 


^6 


*.*. + C*5 













nelle quali restano da determinare i soli coefficienti numerici, ciò 
che può farsi con vari metixli. 

Osserviamo, per ultimo, che V uguaglianza tra il nmiiero dei 
termini che compariscono in b^^\ b^^\ b^^ e il numero dello dif- 
ferenti funzioni simmetriche (semplici e composte) che costituiscono 



^•; Cfr. Ptriodicoj Anno VII, p«g. 184. 
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le corrispondenti funzioni simmetriche complete V2 , Vg , V4 ('), non 
è fortuita, ma dipende dal fatto che, l'equazione 

aj -f- 2 aj + 3 aj -f- . . . . -f- m a^ = m 
e reqicazione 

Aj -+- Ag -}- A3 •+- .... -+- A^ =: m, 

colla limitazione impostale nel n!" i, hanno lo stesso numero di 

soluzioni. 

Elcia Sadun. 



SULL'ASSIOMA DELLE PARALLELE. 

.SULLA DEFINIZIONE DEL PIANO 
E sull'uguaglianza DELLE FIGURE 



Non è il caso per me di parlare delle definizioni di piano proposte 
prima della pubblicazione dei Fondamenti di Geometria del Prof. Ve- 
ronese, essendo esse minutamente discusse nell'Appendice che chiude 
l'importante lavoro del chiaro Autore. La definizione che si legge alla 
pag. 299 dei Fondamenti di Geometria, irreprensibile dal punto 
di vista scientifico, perde, a parer mio, alquanto del suo pregio, 
quando l' A. si studia di adattarla alle esigenze dell' insegnamento 
secondario (pag. 299 XLI), specialmente perchè essa riposa sopra 
una definizione troppo artificiale di rette parallele (**), per la quale 
il concetto di parallela, che nella sua origine dipende unicamente 
da un'idea di posizione, viene subordinato a quello dell'uguaglianza 
delle figure (**'). Ora a me sembra che potrebbesi ottenere un certo 
vantaggio, dal punto di vista didattico, seguendo la via che qui mi 
studierò di tracciare. 

i*) In «eeordo ooU* forma troraU della funzione ^, , si ha pnre 

(**) La definizione perle rette parallele proposta dal Prof. Veronese [Fon<{., nota XVI, p.SfiS], 
la esprimeremo, affinchè riesca più chiara a chi non ha aott'occhlo 11 libro in discorso, in qaesto 
modo: Data nna coppia di rette a, "b tagllantisi In Af se prendiamo a partire da A in due versi 
opposti due segmenti {AB)^{AB') sulla a ed altri due (AC) ZK-A-O') sulla &, i terzi lati BC, 
B'O' dei dne triangoli ugnali ABCy AB'C che cosi si ottengono, si dicono paralleli. 

(***) Credo doveroso di osservare che il Veronese (pag. 210, nota I) nelle note romane eon 
le quali accompagna il suo lavoro intende solo di mostrare la possibilità di seguire 1 suoi prin- 
cipi In nn trattato elementare, senza voler stabilire un ordine determinato specialmente nel 
principio. 
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1. Ammetto i seguenti assiomi del Prof. Veronese: V «Esistono 
punti distinti. - Tutti i punti sono identici» (pag. 210); 2^ «Due 
punti distinti qualunque determinano un sistema identico nella posi- 
zione delle sue parti e continuo, che li contiene, e si chiama retta. - 
Esistono punti fuori della retta > (pag. 216, nota IV), ed ammetto 
pure le proprietà che TA. ne deduce relativamente alla geometria 
della retta in sé stessa. A questa parte della geometria è naturale 
di far seguire uno studio di relazione fra le rette, ed, ammetteremo 
anche noi l'assioma : « Se due rette qualunque hanno un punto co- 
mune i4, ad un segmento (AB) dell'una è identico un segmento 

(.4 B) dell'altra y^ 
■ con l'importante 
conseguenza : 
« Due rette qua- 
lunque sono iden- 
tiche» (pag. 221). 
Una continua- 
zione naturale di 
questo studio di 
relazione fra le 
rette consiste nel- 
la ricerca delle 
condizioni d'intera 
secabilità delle medesime, a fondamento della quale porremo il 
seguente (') 

Assioma ("). Date due rette a, b che si tagliano in un punto A, 
ed un punto N, fuori di esse, di una loro comuìie segante {che non 
passi per A), tutte le rette passanti per N e seganti una delle rette 
date, AD ECCEZIONE DI UNA, tagliano anche Valtra, Quell'unica retta 
che passando per N taglia p. e. & e non a, la chiameremo parallela 
ad a rispetto a b passante per N, e per risparmio di spazio la indi- 
cherò col simbolo (a, b, N), 




Fig. 1-. 



(*) Per brerftà tralaaclo quelle eonsideraslont d'indole purAmente dldaUica che potrebbero 
far meglio comprendere ad nn principiante 11 legame del presente aaiiloma eoi precedenti. 

(**) Le retto e 1 punti che nominerò saranno sempre quelli segnati nel}a figura 1*, fino a che 
non si rimanderà il lettore ad altra figura. 
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Oss. Segue dnlla definizione che la (a, &, N) taglia necessaria- 
mente 6 e quindi le (a, 6, iV), (5, a, iV) sono due rette distinte. 

Cor, Se f è la (a, b, N), viceversa a è te (p, e. A), essendo e wwa 
qtuxlunqtce delle comuni seganti di di, b passanti per N. Difatti 
e, p, A sono nelle condizioni poste dairassioma, quindi tutte le rette 
che congiungono A coi punti di e tagliano p, tranne la (p, e, i4), e 
questa dunque è a. 

Abbiamo dunque che ogni retta b^ (diversii da a) uscente da A e 
segante e taglia p (la quale perciò è anche la (a, &i , iV)), e ogni ftj 
uscente da -4 e segante p taglia e, a meno che e non sia la (&2 , &, iV), 
e di più se una &s, uscente da ^, e la (e, p, -4) o la (e, fi, ^) (essendo 
Ci un'altra comune segante di a^ b per iV), dovendo essa tagliare o p, 
o Ci (v. oss.) si comporta come una b% o una &i . Per la (6, a, iV) si 
può ripetere quanto si è detto per p, ed abbiamo cosi il 

Teor. I. Le comuni seganti di a, b passanti per N assieme delle 
(a, b, N), (b, a, N) formano un sistema tale^ che ogni retta uscente 
da A (comprese le a, b) ed appoggiantesi ad una di esse, o che sia 
la parallela ad una di esse rispetto ad un'altra delle medesime 
passante per A, è tagliata da tutte le altre, m£no che dalla paral- 
lela a quella retta rispetto ah {o ad a) passante per N ; e te paral- 
lela» passante per N, ad a rispetto ad una qualunque delle nostre 
rette per A è sempre la p. 

Teor. II. Nessuna retta che passa per N senza essere comune 
segante di a, b oppure (a, b, N) o (b, a, N) taglia una bi (o una b^ , 
una ba) [a meno che questa non passi per N). Difatti se una tal 
retta m taglia bi in un punto 0, allora, siccome a, bx, N sono nelle 
condizioni poste dairassioma, la NOz=^ m o taglia a o è la (a, &i , N), 
cioè (teor. I) la (a» b, N) ; lo stosso dicasi per b. 

Teor. III. La parallela ad a rispetto a b passante per un punto 
M di p è la p stessa. Sia e una delle comuni seganti di a, b per N 
che vengono tagliate da bì^mAM (teor. I) ; allora essendo a, e, M 
nelle condizioni volute dall'assicma, si ha fja, e, M) ^ p, perciò MR 
taglia a od è cosi comune segante di a, b per M, quindi si ha 
{a, by M) = p. 

2. a) Sia d una retta che taglia a, b rispettivamente in S, T. 

2 
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Tiriamo per S una d* (non pa8sante per N) che tagli b in un punto R 
diverso da bp, per cui e ^ NR taglia a in un punto Q ed è quindi 
comune secante di a, d' per N, perciò d\ tranne la {d\ a, N), taglia 
(ass.) tutte le rette che uniscono N coi punti di a (comuni secanti di 
a, b per iV e (&, a, N)). E siccome a ò la (p, e, i4) (n. 1 cor.), e 
quindi la (p, e, S) (n. 1 teor. Ili), cosi la d' che congiunge 4S con un 
punto i? di e deve tagliare p (ass. applicato a e, p, S), sicché p 
è anche la (a, d', iV). Ora d è una retta che congiunge S con un 
punto di N T, la quale è una comune secante di a, d' per N (v. sopra) 
la {a, d, N)E^p (se è Ti^bp) o la (d', a, iV), per cui tiiglia, 
tranne una, (n. 1, teor. I applicato ad a, d', N) tutte le comuni secanti 
di a, d' per N e taglia pure la (a, d', iV) ^ p e Ja (d\ a, JV), cioè 
incontra tutte le comuni secanti di a, b per N (tranne una che è la 
(d, a, iV), od anche per analoga ragione la (d, b, N) ), e sega pure la 
p e per analoga ragione la (&, a, N). Di più è chiaro che si ha 
{a, d, N)=p. 

b) Sia ora d ^ di ^ (&, a, ?7), essendo ?7 un punto che con a, & 
si trova nelle condizioni volute dalFassioma. Allora prendendo U come 
punto iV e la c^QR come retta d, si vede che e (v. (a) ) taglia di , 
la quale dunque (ass. applicato ad a, di , N) è tagliata da tutte le se- 
canti di a per N (comuni secanti di a, b per N e {b, a, N) ), tranne 
dalla (di , a, N). Di più UQ taglia & (ass.), e quindi (v. (a) prendendo 
UQ come retta d) anche p. Dunque e, p ammettono la comune tra- 
sversale UQ per U; perciò tutte le rette che uniscono U coi punti 
di e, tranne una, tagliano p, dunque anche di taglia p, a meno che 
non sia di ^ (p, e, U) ^ (p, &, (7) (v. {a) applicato alle rette p, e 
ed alla trasversale b), ciò che è impossibile, perchè altrimenti di 
taglierebbe 6 (n. 1 , oss.) contro V ipotesi. È chiaro inoltre che la 
(a, di , iNT) è ancora la p. Possiamo dunque concludere : 

Teor. I. Le rette per N del sistema considerato nel teor. I del 
n. 1 sono tali, che ogni retta d che sia comune trasversale di a, b 
parallela a b, rispetto ad a, le taglia tutte ad eccezione della 
(d, a, N) ; e la (a, d, N) è sempre p. - Le stesse cose potrebbero ri- 
petersi prendendo b in luogo di a. 

Cor. Due rette, che si appoggiarne entrambe a dice rette che si 
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segano, o si tagliano o sono l'una parallela all'altra rispetto ad 
una qualunque delle due rette a cui si appoggiano (v. anche n. 1 
cor. e teor. III). 

Teor. il Preso un punto N estemo ad una retta a, esiste la 
parallela ad a passante per N yispetto ad ogni retta b che si appoggi 
ad di e ad una qualunque delle rette che uniscono N coi punti di a, 
parallela che rimane la stessa rispetto a qualunque retta b. 

Che la parallela ad a rispetto ad ognuna delle rette b in discorso 
esista, lo dice l'assioma. Fissiamo ora una delle nostre rette b che 
tagli a in un punto A^ e consideriamo la {a, &, iV). Che questa paral- 
lela rimanga la stessa prendendo invece di b una bi che passando per 
A si appoggi ad una retta e che unisce N con un punto di a (la quale 
e adunque (ass.) o sega anche 6 o è la (ft, a, N) ) lo dice il teor. I 
del n. 1. Prendiamo ora una retta d non passante per A e che si ap- 
poggi ad a e ad una secante e di a per N (sostituendo a b una bt 
(n. 1 teor. I) nel caso clie sia e ^ (6, a, N))\ allora (n. 2 cor. appli- 
cato alle rette a, e) o d taglia b (o 6i) o è parallela a & (o a bi) 
rispetto ad a, e perciò il teor. I di questo numero ci dice che la paral- 
lela ed a rispetto a d coincide con la parallela ad a rispetto a b 
(o a &i). 

3. Per la definizione di parallela data al n. 1 risulta che data una 
retta a ed un punto N fuori di essa, non si può parlare di parallela 
ad a passante per N se non rispetto a rette che si appoggiano ad a 
ed a una segante di a per iV, per cui ora per il teorema precedente e 
per il teor. III del n. 1 possiamo dire: 

Dep. I. Data una retta a ed un punto N fuori di essa, esiste 
una ed una sola retta che essendo tagliata da tutte le rette che si 
appoggiarlo ad b, e ad una qualunque segante di a per N, non 
faglia a, e questa retta si chiama la parallela addi passante per N, 
ed ha la proprietà di essere anche la parallela ad a rispetto ad 
ogni altro dei suoi punti. Ed ora il teor. III n. I si può enunciare : 

Teor. I. Se una retta p è parallela ad una retta a, viceversa a 
è parallela a p. 

Teor. IL Date due rette a, p parallele fra loro, se una paral- 
lela Ti ad 'à taglia una loro comune secante e, essa è anche parai- 
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lela a p. Preso in x un punto P qualunque (diverso da ex), condotta 
una retta q che tagli e, questa taglia (def.) anche a e perciò (idem) 
anche p. Quindi Ja x (n. 2 cor. applicato alle e, q) o ^ parallela a p 
o taglia p in un punto F, la quale ultima ipotesi è impossibile, altri- 
menti per V passerebbero due parallele ad a. 

Teor. III. La figura formata dalle rette che congiungono i 
punti di una data retta a con un punto N ad essa estemo e dalla 
parallela p ad a passante per N è tale, che ogni retta che unisce 
due suoi punti qualunque taglia tutte le rette per N ora conside- 
rate, tranne una, che è la parallela per N a quella retta, e non 
taglia [a meno che non passi per N) nessun altra retta per N. 

Se la retta x taglia due delle nostre rette e, Ci , essa (n. 2 cor.) 
taglia a o è parallela ad a rispetto a e. Se taglia a deve tagliare p 
(n. 3 def.) ed ogni c^ per N tagliando a, e o taglia x o è parallela 
ad X (n. 2 cor. applicato alle rette a, Cj). Se a? è parallela ad a, viene 
tagliata da ogni c^ (n. 3 def.) e la p è la parallela ad x per N (n. 3 
teor. II e 1). Se poi x si appoggia a p e a e deve tagliare a (n. 3 def.), 
e siamo cosi ricondotti al primo caso. C^ni retta poi per iVche tagli x 
in un punto X, se x taglia a, o taglia a o ò parallela ad a per N 
(n. 2 cor. applicato alle rette x, e), cioè è una e o p, e se a? è 
parallela ad a la N X taglia sempre a (n. 3 def.), cioè è una e. Resta 
cosi dimostrata anche la seconda parte del teorema. 

Deb\ II. La figura formata dalle inette che congiimgono i punti 
di una data r^etta a co7i un punto ad essa estemo N e dalla paral- 
lela ad a per N si chiam/z fascio di rette, fascio di raggi, piano, a 
seconda che si considera come elemento la retta, il roggio, il punto. 
La a si chiama direttrice, N il centro, le rette per N formanti la 
figura generatrici. 

Dall'ultima parte della dimostrazione deirultimo teorema risulta 
che ogni punto X di una retta x che congiunge due punti di due ge- 
neratrici (se i due punti sono sopra una medesima generatrice o sulla 
direttrice, la x è una retta della figura), appartiene ad una genera- 
trice, di qui il 

Teor. IV. Ogni retta che congiunge due punti di un piano ha 
tutti i suoi punti nel piano. 
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Cor. Un piano si può generare prendendo uno qualunque dei 
suoi punti come centro ed una qualunque delle sue rette come di- 
rettrice. Ecc. ecc. 

4. Un altro importante argomento che nell'opera del Veronese 
trovasi svolto con nuove vedute è quello della teoria dell'uguaglianza 
delle figure, che TAutore fonda sul seguente assioma (*) : « Se in due 
coppie di raggi (") qualunque AB, AC ; MÉy A'C scelto due coppie 
di punti B, C; B", C tali che {AB) ze {A'B^)\ {AC) ^ (A'C), il 
segmento (B C) sia identico a {B>C), le due coppie di raggi sono 
identiche » . 

Senza fermarci qui a discutere sulla necessità di un assioma spe- 
ciale per la teoria dell'uguaglianza delle figure, e sull'opportunità 
della scelta del medesimo nel caso che esso sia necessario, ci limite- 
remo a dimostrare che quello proposto dal Veronese si può sostituire 
con quest'altro molto più semplice: 

Assioma. Date due coppie qu^lunqtce di raggi a, b ; a', b' di 
vertici A, A', se il segmento che unisce due punti E, F di a, b è 
uguale al segmento che unisce i dtie punti corrispondenti E', F' di 
a', b' {prendendo come origini A, A' {v. sotto)), lo stesso avviene 
per due qualunque segmenti che congiungono E, E' rispettivaynente 
con due punti corrispondenti di b, b'. (Dati due raggi qualunque 
a, a e fissati su essi due punii qualunque A, A' chiameremo punti 
corrispondenti sui due raggi, rispetto alle origini A, A\ gli estremi 
diversi da A, A' di ogni coppia di segmenti uguali con un estremo 
rispettivamente in ^, A' e con gli altri estremi tutt' e due nel verso 
dei due raggi o nel verso opposto rispetto ad A, A' . 

Teor. 1. Date due coppie qualunque di raggi a, b ; a', b' di ver- 
tici A, A', se il segmento che unisce due punti E, F di a, b é uguale 
al segìnento che unisce i due puliti corrispondenti E', F' di a', V, 
lo stesso avviene per due seginenti determinati da due altre coppie 



l*) Per comodità del lettore riporto la seguente doflnlzione che U Veronese, affine di evitare 
rintrodazione del trasporto senza deforma stone, che conduco ad nna petizione di principio, pro- 
pone, per un trattato elementare, per le figure U}.nall: < Due figure si dicono u(i:uaU se si può 
staoillre fra i loro punti nna corriaponden/.a tale, ohe i segmenti rettilinei del punti corrispon- 
denti siano ordinatamente uguali > (pag. 834, nota XII).- Per /pura rettilinea di un sistema o di 
più sistemi distinti di punti a^intende (pag. 221, n. 9) « quella Individuata dal segmenti che hanno 
per estremi i punti dati, e dal segmenti determinati dal punti dei segmenti suddetti e cosi via ». 

(**) Notiamo che per raggio va intesa Pintera retta considerata in un dato verso. 
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Fig. 2\ 



qualunque di punti corrispondenti [prendendo sempre per origini 
A, A'). Siano (v. fig. 2) {BC), (B'C) questi due altri segmenti. 
Allora applicando successivamente l'assioma si ha: {EC)^f^{E'C\ 
[CB) = {C'ff). 

Mediante un ragionamento analogo a quello che il Veronese ado- 
pera per il teor. II della pag. 238, e che per brevità non staremo qui 
a ripetere, il teor. precedente si estende alle due coppie di raggi 

opposte al vertice alle date e 
quindi alle coppie di rette, per 
cui potremo concludere: 

Teor. II. Se due triangoli 
AEF, A'E'F' hanno i lati ri- 
spettivamente uguali, i seg- 
p' menti determinati da due qua- 
lunque coppie omologhe di 
punti delle rette cui i lati 
appartengono, sono uguali. 
Teor. III. Date due coppie di rette a, b ; a', b' di vertici A. A', 
se, scelte due coppie di punti E, F ; E', F' tali che (A E) ^ (A' E'), 
(AF) = (A'F), è (EF) = (E'F'), le due coppie di rette sono identi- 
che. Sopra due segmenti corrispondenti {EF) = {E'F), (BC)^{B'C) 
(fig. 2) si prendano le coppie di punti corrispondenti M, N; M\ N' 
tali che {EM)n^(E'M), {BN) = (B'N). Allora si ha (teor. II ap- 
plicato ai triangoli ABC, A'B'C') {NE) = (iV'£'), {NF) = {N'F'), 
e perciò (teor. II applicato ai triangoli ENF, E'N'F) {NM) = {N'M). 
Cosi continuando si vede che fra i punti delle nostre figure si può 
stabilire una corrispondenza tale, che i segmenti rettilinei dei punti 
corrispondenti siano ordinatamente uguali. 

Abbiamo cosi dimostrata la proposizione che il Veronese assume 
come assioma, basandoci sopra ima proposizione che è una delle parti 
semplici in cui quell'assioma può scindersi. 

Veneiia, 1898. 

Prof. Palatini Francesco. 
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1. Consideriamo un solido il quale sia limitato da due figure in 
piani paralleli (basi)y di aree Bqj Bi, alla distanza h = 1 (altezza) 
e da una superficie poliedrica o curva, e, tale che V area d' una 
sezione qualsiasi fatta in esso da un piano parallelo alle basi ad una 
distanza x da una delle medesime (dalla base inferiore Bq), sia una 
funzione razionale intera f{x) del 2° o 3° grado della x ("), e 
proponiamoci di trovare il volume di questo solido nella ipotesi che 
siano soddisfatte le due condizioni seguenti : 

V che se Bq > Bi le aree delle singoli sezioni vadano diminuendo 
col crescere di x ; 

2° che il volume di ogni tronco del solido limitato da due piani 
paralleli alle basi sia compreso fra i volumi dei due prismi o ci- 
lindri aventi per basi le sezioni fatte da questi piani e per altezza 
la loro distanza (**'). 

2. Sia f{x) = ax^-i-bX'+- e. Si avrà in questo caso 

Bo = r{0) = c, /-(I :2) = Jl/ = -^ + y + c, B, = a + b + c, 

dove ad M si darà il nome di sezione mediana. 

Si divida l'altezza 1 in w parti uguali e per gli n — 1 punti 
di divisione si conducano dei piani paralleli alle basi, a tagliare il 



(*) La formola a cai ti aUnde è già nota al lettori del Periodico ed è riportata dal Prof. Loria 
nella ina reoeniione della OenetiteÌM Stereometrie yon H. Hbiszb [Per., II, 1887, pp. 27-31], opera 
da riguardarsi, nella Bua parte principale, come nn^ esposizione delle applicazioni offerte dalla 
formola stessa alla cubatura di classi svarlatlsslme di solidi. Del resto oltre al libro delPHelnze 
dovuto alle cure del Sig. P. Lucke, è stato pubblicato, con fine didattico, da questi un altro libro, 
inspirato agli stessi prlneipi e di alloga tessitura [Luckb (F.) : Leit/aden der Stereometrie fUr den 
Schulunterrieht, Leipzig, Teubner, IstK)], non esente da quei difetti che il Prof. Loria giustamente 
lamentava nell'opera dell' Helnze. 

Però anche in Francia, e diversi anni prima che apparissero le opere menzionate, il Signor 
E. Sergent si era fatto caldo propagatore della stessa formola [Cfr. Sbrgeht (E.): Tratte eomplet 
de tona les meeuragee, métragee^ jaugeagt»- de tou» lee oorps, applique auie art4y aux métieret, ecc. 
Paris, 1874]. 

Pare a me che la seguente trattazione inspirata a concetti semplici e rigorosi, e sopratutto 
assai succinta, possa giovare a diffondere la conoscenza ulteriore della formola in parola, renden- 
done possibile 1* introduzione nell' insegnamento secondarlo. 

(**) V. le note in fine pel caso di f{x) funzione razionale intera del grado m e per altre 
eonslderasioni d'Indole meno elementare. 

(***) 81 vedrà in seguito come si potrebbe fare a meno di introdurre queste Ipotesi, dando 
alla trattaslone un carattere di maggiore generalità. 
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solido. Le aree delle singole sezioni, comprese le basi, sono espresse 
da 

^-^j = a.^^^^-&.^.— + c (« = 0, 1, 2 n), 

e il solido si potrà considerare costituito da n tronchi limitati dalla 

base inferiore e dalla prima sezione, da questa e dalla seconda sezione 

e cosi di seguito, infine dall' (n — ly^^^ sezione e dalla base superiore. 

Immaginiamo ora le due serie di prismi o cilindri aventi per 

comune altezza — e per basi la base inferiore e le singole sezioni 
dalla prima air (n — ly^^^^ Iq successive sezioni dalla prima alla 
(n — 1 )"^"^ e la base superiore e indichiamo con Vq , ^'i , . . . '^'n - 1 ♦ 
rispettivamente, i volumi dei prismi o cilindri della prima serie e 
con Vi , 1^2 > • • • t'n quelli dei prismi o cilindri della seconda serie, 
finalmente con (po, <pi,...<Pn— i i volumi dei tronchi in cui il solido 
rimane diviso dai piani seganti. 
E chiaro intanto che si avrà: 

^•< = ^i (/ = 1 , 2, (n — 1) ), 

Vo=^ a . 0* . —r -h b . .—r- -h e . — » 



n^ n"^ n 



Vi z= Vi=^ a . i^ . -Y -h b . i . —r -^ c . — (z = 1 , 2, . . . (n — 1 ) ), 



n^ ' ' n' n 



e, per le due ipotesi fatte sussisteranno le relazioni : 

f[^]>f \nl (* = ^' ^' ^' ••• (^ ~ ^) )' ^^ ^^^^ ^^S^^ ^'* > ^*» + i 

e 

U > 9.- > "^i^i (i = 0, 1, 2, ... . (n — 1)). 

Chiamando V il volume dtl solido, onde V = 2?» potremo quindi 
scrivere 

1 

e queste diseguaglianze varranno qualunque sia n. Ma 

2^ Vi = a . r •+- . -+- e 
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e per n = oo si ha (*) 

lim 2 ^%- = lim 2 ^'< = ^ • "3" + ^ • "2" "^ ^' 
dunque, per un noto principio sui limiti, sarà ancora 

V=a .'^'hb.-l- + cC), 

e poiché J9oH--Si + 4ilf=c-4-flfH-6-f-c-+-aH-26-+-4c = 

CI, avremo finahnente F = -r- (60 -t- J5i -h 4 M) 



3 ' 2 ^ "/' "'-^— ""' — ' b 

e cambiando l'unità lineare 1 in h risulterà la formola importante, 

oggetto di questa nota : 

T= A(BoH-Bi-h4M) [1] 

3. Del resto nel caso che si tratti di un solido poliedrico S e limi- 
tatamente al caso considerato, che è il più importante, che ogni 
sezione fatta nel solido con un piano parallelo alle basi, alla di- 
stanza a? dalla base inferiore, sia una funzione di 2° grado della 
X, senza introdurre speciali ipotesi circa la forma del solido, si può 
dare della formola [I] una dimostrazione ancor più elementare della 
precedente, accennata dal Sig. A. de Saint-Germain (V. la nota: Sur 
une formule generale de la mesure des volumes. Nou. Ann. de 
Math., 1893, p. 291) nei seguenti termini: 

< Immaginiamo un prisma T, le cui basi siano situate nei piani 
delle basi Bq, Bi di S e due piramidi T^ T^ aventi, Tuna la sua 
base, l'altra il suo vertice nel piano di Bq e inversamente nel piano 
di J9i ; è facile determinare le basi di Ty Ti , T^ in modo che la 
somma (algebrica) delle aree delle sezioni fatte nei tre solidi da qual- 
sivoglia piano parallelo al piano di B^ sia eguale all'area della sezione 
fatta in S. Il volume di 4S sarà eguale alla somma dei volumi di T, 

14.2-1-. ..+„ 1*4-22^ _|^^2 

(*) Per la detenalnazione dei limiti per n = oo dei quozienti « » « 

n n 

!« 4.2"* + ... + n~ 

ofr. Per., VII, pp. 27-28; per quella, più generale, di Um «Xi ved. le opere 

ti = 00 n ~ 

ivi citate ed anehe Bbllacchi (G.) : Lezioni di Algebra elementare^ Voi II, p. 2So, teor. 1^. 

r 

(**) Del resto ehe aia lim 2 ^i = ^^ 2 ^t P°^ dednrsl anehe da conalderaslonl geome* 

n = oo n^Qo 

triehe onerTando ebe al ha 2 ^| "^ 2 ^^ ^= ^n ~~ ^^t differenza che per n = oo ooarerge a aero. 
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7\, Tj, e siccome la formola [1] è evidente per il prisma e la pira- 
mide, essa sarà ugualmente vera per S » . 

Si chiamino invero t, t^, /g 1® basi a determinarsi dei tre solidi, 
/', t'iy ti e f{x) = ax^'+-bx + c le aree delle sezioni fatte nei 
medesimi q in S mediante il piano segante, si ha subito 

t = t', tx\ ^i = h^ : a?*, /, : /i = h? : [h — xf, 

donde 

ti _ -^» h — j^t 

e 

L*eguaglianza a cui devesi soddisfare è per conseguenza 

e questa fornisce, per la determinazione delle basi di T, Ti, Tj,, 
le tre equazioni lineari simultanee, indipendenti fra loro: 

bh 



2 » 

dalle quali le basi stesse restano univocamente determinate. 

é* Passiamo ora a considerare il caso in cui, stando ferme tutte 
le premesse relative al caso precedente, la sezione /'(a?) sia una 
funzione razionale intera di 3® grado a^H-ft^*-+-ca?4-d della ce. 
In questo caso si avrà : 

** n* n' n* n 

« 1 r • 1 1 j 1 

" n* n' n* n 

t?<=i;;=a.?.-p-|-6.t».-^-|-c.t.--ì+d.-- (1 = 1,2... (n — 1)). 



n' n* n' n 

y Vi^a z ho i -+c = ha 

» , 114.23-f ... + n» , ,l«+2« + ... + n« 1+2 + .. .4-n , _ 
X t?|=»a i ho 5 he i ha, 

ma, com* è noto, si ha in generale 

0*+.l*4....4-(n-ir |. r+.2*4-... + n~ 1 

Illa ir+-i =iim -^, = ;;rrì' 
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onde risulta 

lìm^Vi = ìim ^ l'i = a. -r- -+-0 .-K- -+- e -"o" + d = V. 

Ma 5o = rf, Bi = a-hb + C'+'dj M=a.-^ + b .-^ 
e . -s- H- rf, sicché y = -^ (fio + ^1 -t- 4 Af ) come precedentemente. 
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Per questo caso serve adunque alla determinazione del volume del 

solido d'altezza qualunque h ancora la formula [1]. 

5. Il procedimento dei precedenti paragrafi, con una modificazione 
ovvia, conduce poi al seguente enunciato : 

Il volume d'un solido limitato da due figure parallele ad un 
piano fìsso P, una delle quali può ridursi anche ad un punto, 
e da una superficie laterale poliedrica o curva^ tale che ogni 
sezione fatta nel medesimo da un piano parallelo a P sia una 
funzione del secondo o terzo grado della distanza di questi due 
piani, è equivalente ad un cono avente per altezza Valtezza del 
solido e per base la semisomma delle basi, aumentata del doppio 
della sezione mediana, dietro le ipotesi r che le aree delle singole 
sezioni, se disuguali, vadano diminuendo col crescere della di- 
stanza dal piano P, 2^ che il volume del tronco limitato da due 
piani paralleli a P sia compreso fra i volumi dei dice prismi o 
cilindri aventi per basi le sezioni fatte da questi piani e per 
altezza la loro distanza. 

(Continua). A. LuGLI. 
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SULLA EQUIVALENZA DEI POLIGONI 

« 

E noto ai lettori del Periodico di Matematica il tentativo fatto 
dal Prof. Faifofer (*) per restituire alla teorica della equivalenza 
la primitiva semplicità, pur mantenendo la definizione € Due figure si 
dicono equivalenti se possono essere tagliate in parti rispettivamente 
eguali » ; e sono anche note le obbiezioni mossegli dall'illustre e 
compianto De Paolis nello stesso volume del Periodico (pag. 44). 

(♦) Voi. I., p«g. 18. 
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A sostegno della nuova teorica della equivalenza, introdotta per la 
prima volta in Italia dal Faifofer, rimase dunque la proposizione 
< Se un poligono è diviso in parti in un modo qualunque, non è 
possibile, trascurando alcuna di esse, disporre le rimanenti in 
modo da ricoprire interamente il poligono », che credette di poter 
dimostrare il Prof. De Zolt (*), e che il De Paolis, trovando, come 
egli stesso dichiara (**), che la dimostrazione di De Zolt « non 
andava esente da obbiezioni » adottava, in una forma più generale, 
come postulato nei suoi Elementi di Geometria. 

In una nuova edizione degli Elementi di Euclide (***), il pro- 
fessore Gremigni pretende di evitare il postulato della equivalenza, 
dimostrando i due teoremi (Prop. E, F.): 

1 .° Se due poligoni sono uguali ed hanno una parte comune, 
la rimanente parte dell'uno è equivalente alla rimanente parte del- 
l'altro. 

2.° Se un poligono è parte di un altro poligono, essi non sa- 
ranno equivalenti. 

Disgraziatamente le dimostrazioni sommarie, che l'autore dà di 
queste proposizioni, sono erronee, come osservò il prof. Lazzeri in 
due articoli inserti nella Rivista di Matematica (****), e le due 
risposte dell'autore (*****) sono ben lontane dal demolire le critiche 
fattegli. Riguardo al primo teorema, osserverò poi che, oltre al 
difetto imputatogli dal Lazzeri che cioè si possa andare incontro 
ad infinite operazioni, la qual cosa avviene realmente, come dimo- 
strerò più innanzi, è anche inesatta l'asserzione < allora si potrà 
ripetere per ognuna di esse (parti) .... ciò che sopra abbiamo visto 
avverarsi per la intera parte comune y » ; poiché, mentre la parte y 
era comune ai due poligoni primitivi a, p, le nuove parti y'» y" ^^^^ 
comuni, runa ad a e a y, l'altra a p e a y» 

Nella dimostrazione poi del secondo, Terrore è anche più grave, 
poiché dice: « Allora le parti di ^ potranno avere le loro corri- 

(*) Principii della egiuiglianMa dei poligoni — Milano, 1881. 

(•*) Periodico di Matematiea. — Voi. I., pag. 44. 

{—) Qli Elementi di Euclide, — Libro primo — Firenze, 1893. 

(*•»♦) Voi. II , pag 189 e Voi. III., pag. 121. 

(***'*) A propoeito del poetuXato deWeguivalenaa e di altre questioni geometriche, — Rio. di 
Mai. Voi. III. , pag 64. — Ancora a propoeito del postulato delVequivaUmta e di altre questioni 
geometriche — Seconda risposta al prof, Lazzeri. — Firenze, Stab. tip. Fiorentino, 1898. 
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spondenti, nel poligono oc, o internamente a ^ stesso, o esternamente. 
Se consideriamo quelle che hanno le loro corrispondenti interna- 
mente, alcune di esse saranno sovrapposte, in totalità o in parte; 
altre no. Rispetto a quelle sovrapposte in parte» sappiamo dal teo- 
rema precedente che, facendo astrazione dalle parti comuni, le ri- 
manenti parti sono equivalenti. » Ora sieno t^, v, . . . le parti di ^ 
che hanno le loro corrispondenti k-', v', . . . internamente a ^ stesso ; 
affinchè il ragionamento del Sig. Gremigni potesse camminare, con- 
verrebbe ammettere che [a si sovrapponesse proprio a [a^, v a v', ecc.; 
cioè ciascuna alla sua corrispondente. E come andrebbe invece se (a 
si sovrapponesse a v', o v a ji'? 

Se il Sig. Gremigni, imitando Euclide, del quale si è fatto edi- 
tore, invece di accennare succintamente ài modo, onde credeva che le 
sue proposizioni si potessero dimostrare, avesse cercato di dimostrarle 
accuratamente, si sarebbe accorto che la sovrapposizione di parti non 
corrispondenti costituisce la maggior difficoltà che si oppone alla 
dimostrazione del suo primo teorema, qualora la parte comune ai 
due poligoni eguali non sia convessa; difficoltà che persiste anche 
se, nella definizione di poligoni equivalenti, si toglie la limitazione 
che il numero delle parti .sia finito. 

In una sola cosa il Gremigni potrebbe aver ragione, quando cioè 
scrive (*): « allora quello che si renderà necessario di fare, sarà di 
estendere il concetto di equivalenza » ; ma non insiste su questo 
concetto, poiché vuole difendere la sua dimostrazione anche per il 
caso che il numero delle operazioni possa essere infinito, caso che 
egli poi nega recisamente, contro il vero. 

Una nuova soluzione della quistione fu recentemente proposta 
dal Sig. Schur in una nota, della quale fu pubblicata una traduzione 
nel Periodico di Matematica (voi. Vili pag. 153) col titolo « Sul- 
l'area delle figure piane limitate da linee rette » . Egli cerca di far 
corrispondere univocamente ad ogni poligono un rettangolo equivalente 
che abbia un lato dato, partendo dalle due proposizioni : 

1.® Ad ogni triangolo si può associare un rettangolo equiva- 
lente avente un lato dato. 

(*) Seconda rùpotia al prof. Louutri, pag. 9. 
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2.^ Ogni poligono può in un modo determinato venire decom- 
posto in triangoli. 

Per la prima l'autore asserisce che v*è bisogno di poche spiega- 
zioni, ma non mi pare che abbia ragione ; poiché un triangolo si può 
scomporre in infiniti modi in parti, e senza il postulato ammesso da 
De Paolis, può rimanere il dubbio che, ommettendo alcune delle parti 
derivanti da una divisione qualunque, si possa colle rimanenti rico- 
struire il triangolo, e allora, se ad ogni parte facciamo corrispondere 
un rettangolo equivalente che abbia un lato dato, il triangolo potrebbe 
equivalere a due somme diverse, ossia a due rettangpli diversi. 

Per la seconda proposizione, egli ricorre alla scomposizione usata 
da Mobius, nella quale i triangoli hanno per basi i lati del poligono 
e per vertice comune un punto del suo piano, e forse per evitare la 
regola dei segni, v'introduce la limitazione che il punto debba essere 
scelto neir interno del poligono, o sul suo contorno. 

Egli dice poi : « In tal modo, per ogni posizione del vertice 
è associato al poligono un rettangolo determinato che nasce riu- 
nendo i rettangoli equivalenti ai triangoli corrispondenti ed aventi 
per un lato un dato segmento, ed è agevole dimostrare che il ret- 
tangolo ottenuto ha un'area indipendente dalla posizione assunta per 
il vertice » . Ora mi sembra che anche quest'ultima asserzione abbia 
bisogno di conferma ; poiché, se è evidente che la somma di quei trian- 
goli è costante, per la ragione, e per essa sola, che tale somma è 
sempre il poligono, la qual cosa d'altronde sussisterebbe per ogni altra 
scomposizione, non credo che sia mai stato dimostrato, dietro la 
nuova definizione di poligoni equivalenti, che sia costante la somma 
dei rettangoli equivalenti, che hanno un lato dato; e dubito assai che 
tal cosa si possa dimostrare in avvenire. 

Non conosco la polemica dei Signori M. Rethy di Budapest e 
H. Dobriner di Francoforte, contenuta nell'ultimo fascicolo dei Ma- 
thematische Annalen (Bd. XLII, pag. 275-296), sulla proposizione 
« Se due superficie piane eguali hanno una parte comune, le parti 
non comuni sono equivalenti » ; ma a quanto ne dice il Prof. Lazzeri 
in una nota alla sua « Risposta al Prof. Gremigni » (*), sembra che 



(•} BivUta di Matematica. Voi. IH, pag. 18i. 
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rultima conclusione, cui sarebbe giunto il Sig. Rethy, non sia indi- 
pendente dal postulato ammesso dal De Paolis. 

Al punto, al quale sono arrivati gli studi sulla nuova teorica 
della equivalenza dei poligoni, pare dunque che questa non si possa 
reggere senza il postulato di cui sì è fatto parola. Ora, se questo 
postulato è pure soddisfacente per lo svolgimento formale della teo- 
rica, può dirsi altrettanto per la sua ammissibilità ? 

È senza dubbio arbitrario il porre dei postulati i quali esprimano 
proprietà di enti che stiamo per introdurre nella scienza; ma è forse 
permesso ammetterne altri che esprimano proprietà nuove per enti 
già prima introdotti, senza verificare se le nuove proprietà sieno, o 
no, in contraddizione con quelle che sono state anteriormente accet- 
tate? No certamente. 

Quanto non si è fatto e studiato per evitare l'assioma delle pa- 
rallele, il quale era appunto in queste circostanze ! E la teorica delle 
parallele non si potè dire rigorosa, finché non furono stabilili tutti 
i casi possibili, fra i quali fosse libera la scelta. 

D'altronde il postulato della equivalenza è negativo, e perciò non 
si può chiamare in suo soccorso l'esperienza, alla quale non è dato 
di giudicare in una infinità di casi. 

Per esempio non ripugnava il postulato sperimentale, che era posto 
a fondamento della teorica delle parallele, nella prima edizione italiana 
degli Elementi del Baltzer; poiché, con esso, non si ammetteva già 
che la somma degli angoli di qualxmque triangolo fosse di due retti, 
ma solo che esistesse uno di questi triangoli, e si dimostrava che, 
ove la somma degli angoli fosse eguale a due retti in un solo trian- 
golo, tale dovrebbe essere in tutti. 

Né mi si dirà che il postulato debba ammettersi per la sua evi- 
denza, poiché questa non deriva dalla proprietà dei poligoni di essere 
equivalenti, quando si possono scomporre in uno stesso numero di 
parti rispettivamente eguali ; anzi vedremo che, a priori, esso potrebbe 
essere in contraddizione con questa proprietà. La sua evidenza non 
può derivare se non dal concetto di grandezza intuitivamente attri- 
buito alle aree dei poligoni, quale fu presupposto da Euclide, e dalle 
proprietà che si ammettono per le grandezze. 
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Studiando le conseguenze che discendono dall' ammettere il po- 
stulato, troviamo che, per esso, di due poligoni dati, uno deve essere 
necessariamente, o maggiore (prevalente), o equivalente, o minore (suv- 
valente) dell'altro; e, in forza della teorica delle grandezze equivalenti, 
se a due poligoni eguali si aggiungono due poligoni non equivalenti, la 
somma che si ottiene, aggiungendo il maggiore, deve superare quella 
che si ottiene, aggiungendo il minore. Ne risulta, che se da due pO' 
tigoni eguali od equivalenti^ si toglie una parte eguale ad un terzo 
poligono^ le parti restanti devono essere equivalenti, cioè tali da 
potersi scomporre in uno stesso numero finito di parti rispettiva- 
mente eguali. 

Cerchiamo di dimostrare direttamente il caso più semplice di 
questa proposizione; ossia il teorema. 
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Fig. \\ Fig. 2». 

Se due poligoni congruenti hanno una parte convessa comune y 
e una soltanto^ le loro parti non comuni sono equivalenti. 

Ammetteremo dimostrate le due proposizioni: 

1 .* Due poligoni convessi non possono avere più d'una parte 
comune^ la qtmle è necessariamente convessa, 

2.* Se a poligoni equivalenti si aggiungono poligoni equivalenti^ 
le somme sono equivalenti. 

Siene Ay Ai ì due poligoni, JBi la parte convessa comune (fig. 1*, 
2», 3», 4», 5»). 

Consideriamo prima Bx come annessa alla figura A^ e costruiamo 
la B ad essa corrispondente nella congruenza, e annessa alla figura A ; 
similmente, considerata B^ annessa alla -4i, si trovi la sua corrispon- 
dente jBj nella A^. 

Poiché, nella congruenza, ad A, B, Bi corrispondono ordinata- 
mente Al, Bi, Bi, la parte di A esterna ai poligoni B, Bi sarà con- 
gruente alla parte di Ai esterna a Bi, B%, 



25 — 



Supponiamo ora (flg. 1*) che B, Bi e, per conseguenza, neanche 
B^, Bi non abbiano alcuna parte comune; allora le parti non comuni 
dei poligoni A, Ai saranno composte ciascuna di due parti, e le parti 
dell'una saranno congruenti a quelle dell'altra ; cioè la parte di A 
estema a JB, Bi alla parte di At estema a fi,, JB, e il poligono B al 
poligono jBj ; le accennate parti non comuni saranno dunque equiva- 
lenti, come si doveva dimostrare. 

Se invece la B ha una parte comxme Ci, necessariamente convessa, 
colla i?i, anche i?, avrà con questa una parte convessa comune Cj, con- 
gruente alla Ci. 

Per dimostrare il teorema in questo caso, basterà provare che la 
parte della B esterna a Ci è equivalente alla parte di B^ esterna a Ct ; 








Fig. 3* 
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poiché, se ciò è vero, le parti dei poligoni A, Ai esterne a Bi sono 
composte di due parti equivalenti ; cioè la parte di A esterna a B, Bi 
è congruente alla parte di -4i esterna a JBi, £2, come si è già dimostrato ; 
e la parte di B esterna alla jBi, ciò che è lo stesso, a C,, è equiva- 
lente alla parte di JBj esterna alla stessa B^ ossia a Cj, come si deve 
provare. 

Ora osserviamo che fi. Ci corrispondono, nella congruenza, a Bi, C^; 
e perciò la parte di B esterna a Ci è congruente alla parte di fii esterna 
a Cj ; basterà dunque provare che sono equivalenti le parti di fii, B^ 
esteme a Cj ; ossia che nei nuovi poligoni fii, £2, che si corrispondono 
nella congruenza primitiva e hanno in comune Tunica parte convessa C2, 
le parti non comuni sono equivalenti. Siamo cosi ricondotti al teorema 
stesso che si deve dimostrare, essendosi solo cambiati i due poligoni 
congruenti. 

Similmente da questo caso potremo passare all'altro, in cui si 

4 
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devono dimostrare equivalenti le parti non comuni di Cj e di un 
nuovo poligono Cz ad esso congruente, poi quelle di due nuovi poli- 
goni congruenti Ds, D^; e cosi di seguito. 

L'osservazione precedente ci permette di semplificare la figura ; 
poiché, per essa, possiamo dispensarci dal costruire le figure B, Ci, 
2)2, .... ; anzi, poiché le figure JBi, Ca, A, . . . - risultano dalle pre- 
cedenti, come parti comuni, le sole figure che 
si dovranno costruire, dopo A, Ai, saranno 

i>2, Cs, 2^4, .... 

Possiamo ancora osservare che invece delle 
figure Bfy Cs, 2)4, . . . possiamo costruire le fi- 
, ^ gure A2, A^f Aiy . . . . (fig. 5*) congruenti ai 

Fig. 5 . 

poligoni primitivi, in modo che, nella serie di 
poligoni Af Al, A2, A^, Ai,,... ciascuno corrisponda al successivo 

nella primitiva congruenza. I poligoni Bi, C2 , Db > saranno allora 

le parti comuni ai due primi poligoni della serie, ai tre primi, ai 
quattro primi, ecc. 

{Continua). G. BlASI. 

PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE 




Sulla quistione 145. — La quist. 145 (') si può risolvere in modo assai 
più rapido osservando che alla relazione che definisce i numeri a^, a^, ^3 , . . , cioè 

2an = an — 1 + an-2 (I) 

si può, aggiungendo On^i ai due membri, dar la forma 

2a»-f-an-i = 2an-i -han-« = 2&4-a .... (2). 
Il limite dì an per n infinito, se esiste, ha dunque il valore 

2&4-a 
lim Ofl = i7- — • 

Per dimostrare poi che il detto limite esiste, basta osservare che i numeri a^, 
a^, a^,... vanno crescendo, restando inferiori a b, mentre a,, a^, a^, ... 
decrescono, restando superiori ad a. I limiti di On, per n pari e per n dispari, 
non possono differire tra' loro, perchè, scritta la (1) sotto la forma 2an — On^s = 
On — 1, si vede che il primo membro tende ad uno dei predetti limiti, ed il se- 

(*) Periodico di Matematica, 1893, pp 76, 187. — Y. anehe Obsàbo c Corto di analiei algehriea » 
p. 109. 
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condo membro tende airaltro limite. Finalmente, se si vuole Tespressione di a» , 
8i scriva l'eguaglianza (2) sotto la forma 

26 + a 



On — 



1 / 26 4-a\ 



3 
Se ne deduce subito 



«^i 



2» r- -3-) =(-')" -3:2^ 

E. Gesàbo. 



TEMI DI MATEMÀTICA DATI PER L'ESAME DI MATURITÀ 

IN GINNASI E SCUOLE REALI SUPERIORI DELL' AUSTRIA-UNGHERIA 

alla fine degli anni scolastici 1891-92 e 1892-93 Q 

Gàpooistria: i, r. Ginnasio — 1) Quali numeri hanno la proprietà di di- 
ventare divisibili per 1 i se vengono di una unità aumentati, e per 25 se di 
una unità diminuiti? Si determini la somma dei primi 10 sumeri aventi questa 
proprietà. 

2) 11 perimetro d'un pentagono regolare è = 372,9 dm.. Qual' è il volume 
d'un prisma retto che ha per base questo pentagono e per altezza la diagonale 
del medesimo ? 

3) Trovare l'equazione del cerchio che passa per i punti (x^ = 12, y^ =0), 
(«j = 4, yj = — 6) e per l'origine delle coordinate ? 

Gorizia : t. r. Ginnasio — a) La somma di tre numeri, in progressione 
geometrica, è uguale a 28 ; il prodotto di quello medio per la somma dei due 
estremi è eguale a 160 : trovare i tre numeri. 

b) Calcolare il raggio della base di un cono retto la cui superficie totale 
è m«. 2,4, e il cui angolo al vertice è 67* 13' 36". 

e) Le coordinate dei vertici di un quadrilatero sono : A (a7| = 2, i/^ = 5), 
B (a?, z= 4, y, = 3), C(x^=ì 0, y^ = 6), D (x^ = 6, y ^ = 1 2). Calcolarne 
i lati, gli angoli e Tarea. 

Rovereto : i. r. Ginnasio — I. Nella compera d' una casa vennero pagati 
fiorini 9000 al momento, e fio. 1800 per cinque anni consecutivi alla fine di 
ogni anno. Quale ne fu il prezzo calcolando l'interesse composto del 4 ^/^ ? 

II. Un prisma retto ed una piramide retta di eguale altezza hanno per base 
un triangolo equilatero di lato a. Dovendo la superficie laterale del prisma 
essere uguale a quella della piramide, si domanda qual'è la comune altezza dei 
due corpi. 

III. Dati tre punti determinare l'altezza della perpendicolare calata dal terzo 
alla retta che passa pei due primi 

A(-l, -5) , ^(2,5) , C(7,2). 



(*) È bene ohe il lettore sappia come, nei Ginnasi, i candidati siano tenuti a risolvere almeno 
dne problemi sni tre da cui ciasouno dei temi è eostitnito. Il tempo concesso è, ordinariamente, 
di 4 ore. 

I temi qni riportati si riferiscono, per 1 Ginnasi, alPanno seolastleo 1881-92, per le Scuole 
reali all'anno 1892-98. 



— 28 — 
Trento: i, r. Ginnasio — a) Risolvere le equazioni 



y 



1 . y Il 1 65 

y 2 ^1/4 



b) Il lato di un tronco di cono è lungo 3,26 m. ed è inclinato verso la 
base di 73® 27' 1 9". Qual' è il volume del cono supplementare se quello del 
tronco di cono è di m^. 372,486 ? 

e) Per calcolare l'altezza di un oggetto AB, che si trova sopra un pendio, 
si traccia dal piede A lungo il pendìo una retta A C, che si misura, e da C 
si determina l'angolo visuale ACBy poi si prolunga la retta AC di un tratto 
CB^ che si misura, e da D si determina parimenti l'angolo visuale A DB. 
I risultati delle misurazioni sono : AC =z 7 fi m., = 6 m., ang. A CB = 
49° 37' 21", ang. A D B = 34° 32' 34". Qual' è V altezza deir oggetto A B ? 

Trento : t. r. Ginnasio (Sezione tedesca) — 1 ) Una rendita di 800 fiorini 
la quale scade per 25 anni alla fine d'ogni anno, deve venir sostituita da 
un'altra che, soltanto dalla fine del 4^ anno in poi, viene riferita a 10 anni, 
qual* è il valore di questa (al 4 ®/^) ? 

2) In un tronco di cono retto è nota la differenza dei raggi delle basi, il 
lato e il volume. Si cercano i raggi e l'angolo d' inclinazione fra il lato e la 
base 

a) generalizzare b) per d^zSm , ^ = 5m, r=: 2000 w'. 

3) Un cerchio il cui centro cade neir origine d' un sistema di coordinate 
ortogonali, passa per il punto M (4,3), trovare i punti di sezione del medesimo 

3 

con la retta y = — a?4-3 e le tangenti al cerchio in questi punti. 

Trieste : Ginnasio comunale — a) Si risolvano le seguenti equazioni : 

^72 4-a7--h4 2/«-h 4a?y — a74-2j/-4-2 



Vx-^l -f- f^i/4-2 = yx + y-hj/eo'-^isoy^S. 

b) Un tale possiede un capitale di fiorini 5634, il quale è impiegato al 4 %, 
e lo aumenta annualmente, al principio di ciascun anno, non soltanto degli in- 
teressi, ma ben anche di fio. 840. Quale sarà il suo capitale dopo 8 anni ? 

e) In un triangolo rettangolo V ipotenusa sia eguale alla distanza del punto 
Jlfj (07, ^0, j/j = 0) dalla retta y = a? ^48 ■+- 56, ed un angolo acuto del 
medesimo sia eguale a 35® 20' 5". Si risolva il triangolo. 

Trieste : i. r. Ginnasio — a) Una persona che dovrebbe pagare alla fine 
d'ogni anno, per venti anni consecutivi, una stessa somma, soddisfa al suo de- 
bito pagando al principio del ventennio fiorini 5100. Qual' è quella somma, se 
si computano gli interessi composti annui al 5 ^/^ ? 

b) In un triangolo sono dati : il Iato a = 1 8, V angolo ad esso opposto 
a = 60» 40' 16" e la somma degli altri due lati ft 4- e z= 30. Calcolare i 
raggi del circolo inscritto e del circolo circoscritto. 

e) Calcolare l'angolo delle tangenti condotte dal punto A (5,6) al circolo 
07* + 1/^ = 16, e l'area del triangolo limitato da quelle tangenti e dalla corda 
che unisce i punti di contatto. 
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Vienna: t. r. Scuola reale sttp. nel I Circ. 

X 4 (t/ — y^) 5 y — OH 

2. Sì determini Tarea del triangolo che è limitato dall'asse delle ao e dalle 
due tangenti condotte alle curve a?' 4- 4 a? ■+- y' = 9 ed y* :=: 4 a; in uno dei 
loro punti d'intersezione. 

3. Un triangolo col lato a ed i due angoli adiacenti p e y ruota attorno 
al lato a; quanto importano volume e superficie del corpo di rotazione? 
(a = 59,9cm., p = 710 59' 45", y = 60M'25"). 

4. Al primo maggio la declinazione del sole è 15^ 7'; a che ora leva il sole 
a Vienna in questo dì e che altezza raggiunge alle 10 di questo giorno? La 
rat. geogr. di Vienna è 48* 12' 36". 

Vienna: t. r. Scuola reale sup, nel ITI Circ. — 1. Le lunghezze dei due 
cateti di un triangolo rettangolo sono numeri intieri. Se si diminuisce il cateto 
maggiore di 14 m. e si aumenta il minore di 8 m., si ottiene un triangolo ret- 
tangolo, la cui ipotenusa è eguale a quella dell'originario. Che lati ha questo ? 

2. Si calcolino i lati ed i due angoli incogniti di quel triangolo, nel quale 
il rapporto di due lati è 14 : 13, l'angolo compreso da questi 112^37' 11" ed 
il raggio del cerchio circoscritto è =: 24,375 cm.. 

3. Si conosce la somma <S = 93,75 cm.* delle due basi di un tronco di pi- 
ramide retta rettangolare, la somma dei perimetri s ^ 59,5 cm., il rapporto di 
due lati omologhi delle due basi p : ^ = 4 : 3, e la lunghezza di uno spigolo 
laterale / = 4,225 cm.. Calcolarne il volume. 

4. Scrivere l'equazione del cerchio che tocca la retta 5i/4- 12^9=: 338 nel 
punto che ha l'ascissa =24, e passa per il punto (7, — 7). 

Vienna : i. r. Scuola reale sup, nel VII Circondario — 1 . In una progres- 
sione aritmetica di numero pari di termini, la somma dei termini di posto dis- 
pari ò 70, e quella dei termini di posto pari è 85; il prodotto del primo e del- 
l'ultimo termine è 58. Qual'è la progressione e il numero dei suoi termini? 

2. A due circoli coi raggi 22:=: 15 cm. ed r = 5cm. e la centrale c:= 25 cm., 
sono condotte le tangenti comuni interne. Si domanda la superficie ed il volume 
di quel corpo che nasce dalla rotazione della figura compresa fra le tangenti e 
gli archi da esse abbracciati, intorno alla centrale. 

3. In un luogo che ha la lat. geogr. 48° 12' 54" si trova avanti mezzo- 
giorno la vera altezza del centro del sole a 53^ 17' 42" e l'azimut dello stesso, 
misurato da sud per est, 37^ 12' 18". Si deve calcolare la declinazione del sole 
ed il tempo medio del luogo al momento dell'osservazione, se l'equazione del 
tempo è — 3 m, 27,5 s.. 

4. Trovare l'equazione del luogo geometrico del centro del cerchio che passa 
per il punto dato M (a?, = 6, y^ = 8) e tocca il circolo a* -H y* ^ 36, e discuterla. 

Vienna: ù r. Scuola reale sup. nel XV Circ, — l.Un tale ha da pagare 
un debito e = 15000 f. in n = 12 rate posticipate, col 4 ^/^ d' interesse. Dopo 
pagate a ^ 6 rate, desidera pagare il resto in n = 12 rate posticipate. Quanto 

importa ognuna di queste, se per esse viene calcolato il 4 -^ Vo ^' interesse ? 
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2. Sotto quale azimut deve partire da Lisbona (lat. N. 38^ 42' 24'', 
long. Or. 8® 33' 30") una nave, che, navigando lungo un cìrcolo massimo, voglia 

arrivare a Rio Janeiro (lat. S. 22«53'51", long. Oc. 25« 23' 15")? 

8 

3. Per il punto (a?i ^ 1^ , y^:^0) si deve condurre una segante alla 

parabola t/* =: 4 27, così che Tangolo formato dalle tangenti condotte per i punti 
d*intersezioné sia eguale airangolo d'inclinazione della segante coll'asse delle 
ascisse. Si devono dare le equazioni di queste tangenti, e sì deve calcolare il loro 
angolo. 

4. Risolvere le equazioni: 

5 a7« — 6 07 1/ 4- 5 1/' — 10 (a? — 2/)^ = 0, 

37 

Vienna: i. r. Scuola reale sup. nel XVIII Circondario — 1. In un trian- 
golo, che ha la base di 12 m. e l'altezza di 8 m., si deve condurre una retta 
parallela alla base, così che Tarea del triangolo separato stia all'area del tra- 
pezio come 7 : 9. A che distanza dalla base devesi condurre la parallela e che 
lunghezza avrà ? 

2. Si calcoli la distanza fra Parigi e Pietroburgo, date le coordinate geo- 
grafiche dei due luoghi: 

„ . . ( Z, =20« . [ L =47058' 12" 

^"-''^'l r. = 48«50'll",2' Pietroburgo] ^^^ ^ 590 56' 29",7. 

3. In tre progressioni geometriche, i primi termini formano pure una pro- 
gressione geometrica col quoziente 2 ; i quozienti delle tre progressioni formano 
una progressione aritmetica colia differenza 1 ; la somma dei secondi termini delle 
tre progressioni è 24, e la somma dei tre primi termini della terza è 84. Quali 
sono le tre progressioni? 

4. Si determini il volume di quel corpo che si ha dalla rotazione della parte 
comune ai due circoli a;' 4- t/* = 16, a?' + 1/' — 1 4 a: 4- 24 = intorno alla 
linea dei centri. 

Wiener Neustadt: Scuola reale sup. provinciale — 1. Gli angoli di un 
triangolo sono a = 660 55' 16", p = 60'^ 12' 38" e la differenza dei segmenti 
in cui viene diviso dalla sua altezza il lato opposto al terzo angolo è d^zz 12 cm.. 
Si calcolino quest'altezza ed i tre lati. 

2. Risolvere l'equazione a?** — 0,76839 x — 2,4635 =: trigonometrica- 
mente. 

3. Una sfera ha la superficie 5=24,576 cm'.. Si deve trasformarla in un 
cilindro retto dì volume e superficie laterale uguale a quella della sfera. Calco- 
lare l'altezza ed il raggio del cilindro. 

4. Si determini la differenza fra la distanza sferica e la distanza rettilinea 
dei due luoghi : Vienna (lat. 34© 2'42", long. 48« 12' 35") e Berlino (lat. 3^ 3' 30", 
long. 52» 30' 47"), posto il raggio della terra a?= 6377,5 kil.. 

(Continua), 
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SOLUZIONI DELLE QUISTÌONI 
159, 164*, 165**, 166*, 167* e 168** 

159. Se dagli estremi di un segmento che scorre sopra una tangente di 
un cerchio (in generale di una conica qualunque) si conducono le coppie di 
tangenti alla curva, i loro punti d*incontro descrivono una conica, avente un 
contatto quadripunto col cerchio dato. Al variare deUa lunghezza del conside^ 
rato segmento, le coniche corrispondenti formano un fascio, cui appartiene il 
cerchio dato e la tangente a questo (contata due volte) nel punto opposto al 
punto di contatto con la tangente data. 

Applicazione. Dato un triangolo vi sono quattro coppie di tangenti (non 
necessariamente tutte reali) al cerchio inscritto, ognuna delle quali sega sui tre 
lati tre segmenti uguali. (F. Palatini). 

Dimostrazione del Sig. Prof. S. Catania a Catania (*). 

Sia K una conica a centro 0, f una sua tangente, P il relativo punto dì 
contatto, i4 A' un segmento di t eguale al segmento dato. Da A ed A' oltre la t 
si potranno condurre a JST due tangenti a ed a\ una per ciascun punto. Facendo 
scorrere A A' su t, ì punti A ed A' generano due punteggiate (A) ed (A') diret- 
tamente eguali, e quindi proiettive fra loro, e perciò le tangenti a ed a' generano 
due serie (a) ed (a') di tangenti a K rispettivamente proiettive alle punteggiate 
(A) ed (AO) e quindi proiettive fra di loro. 11 luogo del punto M comune a due 
tangenti corrispondenti a ed a' è perciò una conica L, 

Detto Q il punto di K diametralmente opposto a P, a mano a mano che A 
(e quindi anche A') tende verso il punto air infinito di t, M tenderà verso Q, 
che sarà perciò un punto di L. Sia PB =zPB' zzz metà del dato segmento, 
e si guidino dsi B e B' le rimanenti tangenti alla K, delle quali B^ , B\ sieno 
i punti di contatto ed /il punto comune; il punto I apparterrà manifestamente 
ad X. Nel triangolo circoscritto BB'I le rette BB\, B'B^, IP concorrono in 
un punto; e siccome P ò il punto medio di BB\ la retta B, B'^ risulterà pa- 
rallela alla tangente B B\ Ora la retta B^ B'j indica la direzione coniugata al 
diametro 10, il quale perciò si confonderà col diametro P Q, 

Si tiri QB^^ e si dica C il punto in cui QB^ taglia t. La polare di B 
rispetto a f è PB, , onde la polare del punto airinfìnito di PB^ è la retta BO. 
Ma il diametro coniugato alla direzione PB^ è parallelo alla retta QB^, quindi 
BO è parallela a QB^, e per conseguenza PB = BC, e C è un punto' di L. 
Similmente si dimostra che se B'D^PB\ sarà D un punto di L, 

Si consideri il quadrangolo completo PlCBy Un suo punto diagonale è B, 
un altro è Q, e il terzo si indichi con R, Siccome B è il punto medio di P C, 
sarà la retta QR^=: s parallela a PC z= t. 



(*) La parte principale di questa qnlstlone si trova svolta nella G€o. anàlUiaa del Saliior 
[Eb. 6«, pp. SOS, 200 della 4* ris. delVed ital.]> crediamo perciò di eslmeroi dal pubblicare due 
dimostrazioni analitiche inviate dal Sigg. £. dt Vito e F, Mariantoni, studenti nella R. UuiversitA 
di Boma. [N, d. Séd.]. 
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Si assumano come centro ed s come asse d*una omologia, in cui P ed / 
sieno punti comspondenti. In questa omologia, per quanto ora è stato concluso, 
alla conica K corrisponderà la conica L (*), la quale passando pel centro Q 
d*omologia, sarà tangente in Q alla conica E^ ed s è la tangente comune. 

Ora se due coniche K ed L hanno un contatto bipunto Q, e si conducono 
per Q una retta QPI & segare K ed L in P ed /rispettivamente, e una retta 
QB^C a. tagliare le medesime coniche in B^ e C, la retta PB^, I C si taglie- 
ranno in un punto R, che si troverà nella retta in cui stanno gli altri due 
punti comuni alle coniche date; e se questa retta è la tangente comune alle 
due coniche medesime, allora queste avranno nel punto di contatto, un contatto 
quadripunto (**). E siccome nella retta s giace, oltre JR, il punto analogo, comune 
alle rette P B\ , ID, realmente la retta che contiene gli altri due punti comuni 
alle iC ed £r è la 5, e perciò le dette coniche hanno in Q un contatto qua- 
dripunto. 

Tutte le coniche L, che si ottengono considerando gli infiniti segmenti di t 
avendo un contatto quadripunto in Q, formano un fascio (ed anche una schiera). 
Per ottenere quella conica del fascio, che passa per un punto M^ basterà con- 
durre da M le tangenti alla conica data, e queste taglieranno dalla t un segmento, 
la cui conica corrispondente è la cercata. 

La conica data appartiene al fascio, ed è la conica corrispondente ai segmenti 
nulli di t. La tangente in Q contata due volte, rappresenta una conica degenere 
del fÌBiscio, e corrisponde ai segmenti infiniti di t. 

Se la conica data è una parabola, i ragionamenti precedenti non subiscono 
che leggiere modificazioni, dovendosi sostituire al diametro P Q^ il diametro 
della parabola uscente da P. Le coniche L in questo caso risultano tutte parabole, 
che hanno un contatto quadripunto con la parabola data nel suo punto airinfinito. 

Applicazione, — Si consideri ora un triangolo circoscritto a un dato cerchio. 
A tutti i segmenti d' un lato corrispondono, come si è dimostrato, le coniche 
d*un fascio F; a tutti i segmenti d'un altro Iato le coniche d'un secondo fascio F'. 
Se fra le coniche di questi due fasci si stabilisce una corrispondenza univoca, 
in modo che siano corrispondenti quelle coniche dei due fasci che corrispondono 
a segmenti eguali dei due lati considerati, i due fasci saranno proiettivi, e il 
luogo dei punti comuni a due coniche corrispondenti sarà una quartica piana. 
E siccome il cerchio dato è comune ai due fasci, e corrisponde a se mede- 
simo, quella quartica si spezza in due coniche, cioè nel cerchio dato ed in una 
conica Y' In niodo analogo si genera una «onica y\ considerando i fasci corri- 
spondenti a uno dei lati sopra indicati e al rimanente lato del triangolo. Le 
coniche f e Y hanno, in generale, quattro punti comuni, ed è chiaro che uno 
qualunque di tali punti è tale che per esso guidando le tangenti al cerchio 
iscritto, queste taglieranno *dai lati del triangolo segmenti eguali tra loro. 

S. Catania. 



(•) Neil» indicata omologia ai plinti P, B, , B'j , Q di jff corrispondono /, O, D, Q di L, e 
alla tangente 9 di K nel ponto Q, la itessa tangente « di £ nel ponto medealmo Q. Goii L è de- 
terminata da quattro pnntl e dalla tangente in uno di omI. 

(••) 81 regga, p. ei. N. 8. Duo - Geom. proieti., pag. 217. 
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164*. Nella serie Xj , Xr , . . . . Xn , .... si ha per n > 2 

Xn = hxn — 1 -h 1. 

Dato il valore Sr di Xr esprimere Xn per mezzo di h, 1, n, ar . 

(A. Tagiuri). 

Risposta dal Sig. R, Scozzari licenziato dal R. Istituto tecnico di Girgenti. 
Consideriamo le successive relazioni 

x^ = hoc^ '\- l y (o^ = h x^ -^ l i »^ = A a?3 -4- / , «r = A a'r — i -h ^ , 

dico che da esse si ricava 

Xr = A'-* a;, 4- i . — ^- j- - • [1] 

A« — 1 

Si ha intanto x^ =^ h (h x^ -h l) -h l = h* x^ -h l -r r- : supponiamo ora 

ffi ~~~ i 

vera la [I] nel caso in cui r ha un valore determinato r e dimostriamo che è 
pur vera quando si cambia r in r-f- 1. Segue infatti 

h""-^ — 1 hr^] 

a?r + 1 = hxr -^ l = A»" flpj -h A / — - ■ y- l = h^ x^ -^ l. , ^ , > 

e poichò la formola stessa è stata verificata pel caso di r = 3, essa è vera sempre. 
Avremo per ciò pei due indici r -h s ^ r e r — ^ ^ ^ 

j, . ^ j h — ] ^ ^_j h — 1 

a?r + # = ^ a?! -f- ? . ^— , a?r— t = ^ a?j -t- i . — ^ , — 

e sostituendo quivi il valore di x^ tratto dalla [1], in cui si ponga Xr = ar : 

h' ~ 1 ^^^ A-*— 1 

Xr + 9—h*ar+l' ^ , , «r— # = ^ ffr + i . —^_^r~ * 

Facendo in queste formole r4-s = n ed r — 5 = n, rispettivamente, donde 
5 = n — r e s==r — n, le medesime possono raccogliersi nella formola unica 



/»— 1 

che è l*espressione cercata. 

165". Dimostrare che il prodotto di tutti i quozienti completi della frazione 

^^ ,^ ... ^,,„, .^ ,«^. ^ . ^. , P. 

(A. Tagiuri). 

Dimostrazioni analoghe dai Sigg. Prof. V. Sferra ; V. Columbo^ studente 
nella R. Università di Na[.oli ; M. Piattelli^ alunno del R. Liceo di Bari e 
R. Scozzariy licenziato dal R. Istituto tecnico dì Girgenti (*). 

I quozienti completi siano : • %' 

fli-r-TTf «j'T-'V» Ow—iH-v^^ , an-r-r^ , V„-.i. 

W "l 'tii^S 'II — 1 

(*) Ua*altrA dimoatrAsione venae faiylata dalla Sig.* Ved.* F. Primt a Bruxelles. 

5 



— Si- 
li loro prodotto sarà: 

(g, Q + VQ (a, V, + ^o) (On-l Vn-l 4- Vn^l) (On Vn-1 + 1) Vn^l 

Q.y, Vn-2 V^»-l 

ma 

a^Q+ V^ = P, a^V^ 4- V, = 0, . ... 

per cui, sostituendo e riducendo, risulta che il prodotto stesso è = P, e. d. d.. 

^ST^it^i*»-/' f ^9 166*. Descrivere im cerchio che passi per due punii dati e sia diviso dia' 

metralmente da un cerchio dato, (P. Morino). 

Soluzione del Sig. G. Pucciano, alunno del R. Liceo di Cosenza. 

Siano A e B i punti dati ed il cerchio dato. Si descriva Tasse del seg- 
mento A B il quale tagli il cerchio in F e D, quindi pei tre punti D, F, A 
si conduca un cerchio il cui centro sia G. * Su G A come diametro si descriva 
un nuovo cerchio e sia H uno dei punti di sua intersezione con DF; il cerchio 
di centro H e raggio HA sarà quello cercato. 

Infatti poiché l'angolo G HA è retto, perchè inscritto in un mezzo cerchio, 
la corda AHL del primo cerchio ausiliario sarà divisa in H per metà dalla 
corda DF e si avrà AH = DH,HF e se per H si traccia pur anche la 
corda MN del cerchio perpendicolare ad OH, quindi dimezzata da iT, si avrà 
pure Uh* = H'N^ = BH.HF, perciò AH= BH= MH = HN, ossia il 
cerchio di centro H e raggio HA passa per B e per i punti Af ed iV allineati 
col centro e perciò resta diviso diametralmente dal cerchio dato. 

Òalla reciproca posizione del cerchio di diametro AG e della retta D F 
dipende il numero delle soluzioni del problema le quali saranno due, una o 

nessuna secondochè BF sega, è tangente, od è esterna al cerchio. 

* 

Soluzione del Sig. Af. Piattelli^ alunno del R. Liceo di Bari. 

Siano A, B i punti dati, il cerchio dato. Si tiri la retta AB, e dal 
punto medio del segmento AB s'innalzi la perpendicolare MX, Si tracci poi 
un cerchio, con centro in un punto di MX^ che passi per A e B q tagli quello 
dato in JR, S; si tiri RS fino ad incontrare la retta AB in J e quindi con 
diametro IZO \xn secondo cerchio che tagli MX in A', iV'; unendo / con N 
od N\ e chiamando H, K ì punti in cui IN oà IJS' incontra il cerchio 0, 
sarà HK il diametro del cerchio cercato. 

Infatti considerando le secanti BA, SR del cerchio (/, si ha: lA ,IB =^ 
IS.IR e considerando le seganti SR, HK del cerchio 0, si ha: IS.IR = 
IH.IK, quindi IA,IB = IH.IK^ cosicché i quattro punti A, B, X, H 
appartengono ad un medesimo cerchio il quale ha per centro evidentemente il 
punto N od iV' in cui MX incontra HK q per diametro HK, 

Le soluzioni sono due, una o nessuna a seconda che il cerchio Z taglia, 
tocca ed é esterno ad Af X (*). 

(*) Come il lettore potrà rlconoseere facilmente, qneatA solaslone pooo dlfbrlioe dalla prece» 
dente, ma ba il rantaggio di dar Inme la quella che segue la quale è aatal Utrutttya pel gIo7anl 
Molari. 
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li Sìg. V, Co^umbOf studente a Napoli, ad una soluzione analoga alla pre- 
cedente, aggiunge la trattazione del caso in cui la perpendicolare condotta pel 
punto medio L dì AB passa per 0, e quindi il punto / va all'infinito. Indi- 
cando con R il raggio di e designando con 0' il centro del cerchio cercato, 
inoltre ponendo AL = LB = a, LO = b, LO^ ■= x, O'O =^ y^ per risolvere 
il problema egli giunge facilmente al sistema d'equazioni 

a?* -H y' = i2* — «* » x •;^y ^=^ b ^ 
dopo di che osserva che a? ed i/ possono considerarsi come i cateti d*un trian- 
golo rettangolo di cui l'ipotenusa è nota ed = J^B^ — a* e la somma o dif- 
ferenza di questi cateti è il segmento ò. Costruisce un tale triangolo e mostra 
che questo nuovo problema può ammettere due, una o nessuna soluzione e quindi 
altrettante la quistione proposta anche in questo caso. 

Risposta della Sig.* F. Prime a Bruxelles. 

Siano A, B ì punti dati e C il centro della circonferenza nota. Si sa che 
le corde comuni alla circonfei*enza C ed alle circonferenze tracciate per A e B 
incontrano AB in un punto fisso D. Sia il centro della circonferenza cer- 
cata ; un primo luogo del punto è V asse di A £, un secondo luogo ò la 
circonferenza descritta- su DC come diametro. 

Osservando poi ' che D è punto d'egual potenza rispetto alle circonferenze 
e C, si ha DC^ — OÀ* = D(f ^ R\ indicando con R il raggio della cir- 
conferenza C. Ma WÓ^ = 5C* — C~C^, si dovrà quindi avere C~C^ •+• 0A*= i2«, 

ciò che mostra come il punto appartenga ancora alla circonferenza il cui 

R* 
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centro è il punto medio M di CA e il cui raggio è dato da 3fO = "o ^^ • 

Un altro luogo infine per è la circonferenza descritta con centro nel punto 

— Ri — j 
medio N di CB e con un raggio NO tale che sia iVO = -^ CN . 

Questi valori trovati per MO eà NO mostrano che il problema non sempre 
è possibile. Una prima condizione di possibilità è che i punti A, B siano con- 
tenuti nella circonferenza di centro C e di raggio jR f^2. Ma questa condizione 
non è sofficiente : la distanza dei punti A, B non può essere qualunque ; oc- 
corre altresì, perchè le circonferenze MO, NO si taglino, che sia 

\MO-^NO\ < ^ < MO-hNO, 

167*. Dimostrare che il limite della somma delle successive ed infinite parti 
auree della parte aurea di un segmento è uguale al segmento stesso aumentato 
della sua parte aurea. (G. Pucciano). 

Dimostrazione dei Sigg. G. Tirella^ licenziato dal R. Liceo di Modica e 
y. ColumbOy studente a Napoli. 

Siano a il segmento dato, a^ la parte aurea di a, a, la parte aurea di a^ 
e cosi di seguito. Si avrà : 

^5—1 j/ò-^ì /^5— 1\* /f^S-l\" 
a, = a ~ , aj = o, -— ^ = a^ — ^—j , . . . tf « = a ^ g ] , • • • 
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cosicché, le quantità a^ , a, , . . . . On . . . . sono in progressione geometrica di 

^5* i _ 

ragione q = — — ^ . Questa ragione è poi minore dell'unità poiché ^5^3 

e quindi y^b — 1-^2, per modo che la progressione è decrescente. 11 limite 
della somma dei suoi termini, uguale ad a^ : (1 — q)y sarà perciò 

v^-\ /, y^-}\ y^-^ (;/5-i)(3+ ;/5) 

a r : 1 1 = a . -^ = a . = 

2 \ 2 / 3— f/5 4 

f/5 -4- 1 |/5 — 1 
a . — = a . r h a = ttj -4- a (ed. d.). 

Dimostrazione del Sig. Prof. U. Ceretti a Rieti ('). 

Dalla proprietà nota che la parte aurea della parte aurea di un segmento 
è uguale alla parte minore del segmento diviso in media ed estrema ragione, 
risulta la seguente costruzione per trovare le successive parti auree di un seg- 
mento AB e delle parti auree che se ne deducono quali sono considerate 
neirenuncìato. 

Si divida il B in media ed estrema ragione in 0^ , con AO^ '^ O^B e si 
prenda a pai*tire da A un segmento A 0, = O^B : sarà A 0^ la parte aurea 
di AO^, Si prenda su A B un segmento AO^ = 0^0^: sarà A 0^ la parte 
aurea di AO^, e si prosegua nello stesso modo. 

Il limite della somma della parte aurea di A B e delle successive ed infinite 
parti auree di questa parte aurea, sarà così il valore della somma 

[1] A Oj 4- A Oj 4- A O3 -4- A 0^ 4- . . . . 4- A 0„ 4- = 

AOj 4- B Oj 4- Oj O5 4- 0, O3 4- ; . . . 4- On-2 

e per rispondere alla quistione basterà mostrare che il punto 0» s'avvicina ad 
A in modo da distarne meno d'un segmento piccolo a piacere. A questo fine si 
osservi che, essendo AO^ ^ O^B, 0, cadi'à fra A e il centro Aj di AB, cosi 
pure essendo A O3 ^ 0^ 0^ , 0^ cadrà fra A e il centro di AO^^ quindi a 
fortiori fra A| e il centro A, di AA^. In modo analogo si prova che 0^ cade 
fra A e il centro A3 di AA^ e iu generale Os» fra A e il centro A» di AAn-i. 
Per ciò che riguarda i punti con indice dispari, si può osservare che O3 si 
trova neir interno del segmento A 0^ , quindi cade fra A ed A, ; O5 si trova 
nell'interno del segmento AO^^ quindi cade fra A ed A, ; in generale Osn + i* 
che si trova internamente ad AO^m cadrà fra A e A^ . Ora siccome i punti 
Aj, Aj, A3, . . . . , come può dimostrarsi geometricamente, finiscono, per n ab- 
bastanza grande, a distare da A meno d'un segmento piccolo a piacere, altret- 
tanto avverrà pei punti 0, cosicché la somma [1] diventa al limite uguale 
ad A B 4- Oj A ossia al segmento dato aumentato della sua parte aurea. 



(*) SI dà posto a qnetta dlmostrasione, quantunque non ila di uno scolaro^ perchè la lola 
Ifeometrica perrenuta e per Tlnterene ehe presenta In un argomento in cui gli esempi non sono 
frequenti. (2f. d. £.). 



4- On— 2 ^»— 1 4" • • • • » 
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168**. Dimostrare che Vespressione 

|(?)-^^e)+3g)4-....4-nOj:j.+©4-©+....-^©; 
è un numero intero se n è pari, (V. Correnti). 

Dimostrazioni completamente analoghe dalla Sig.* F. Prime a Bruxelles e 
dai Sigg. y. Columbo, studente nella R. Università di Napoli ; E. de Vtto e 
F, Mariantoni, studenti della R. Università di Roma ; R. Scozzari, licenziato 
dal R. Istituto tecnico di Girgenti e G, Tirella^ licenziato dal R. Liceo di Modica. 

E noto che si ha: 

.-,f;)^g)^....+c)=2. e *(;;)=«(rl). 

cosicché 

+ ^")-»-'(3)+-+»C)- 

.|.-h("7V("i')+--C=1)ì-^"-- 

L'espressione data si riduce quindi a — ^— — = — , che è un intero se n è pari. 



QUISTIONI PROPOSTE O 



:**. Se a, bj c] ao , 6© » ^o sono due terne di numeri reali tali 
ohe OqC -+- acQ — 2 66o = ^» ® se inoltre è òj — ^o^^o ^ 0, sarà 
V — ac > 0. Se è, invece, òj — u^Cq ]> 0, sarà ò* — ac =^ 0. 

A. Del Re. 
18B**. Dedurre dalla relazione 

AB-h BC -h CA = 0, 
dove A, B^ C sono punti di una retta, l'altra 

(abcò)-+-(acbò) = l, 

dove a, b, e, ò sono quattro elementi qualunque di una forma fonda- 
mentale di 1' specie (**). 

A. Del Re. 



(*) Le questioni oontrassegnate con semplice asterisco sono indirizzate agli alunni delle «onole 
secondarie, quelle dtstlMe con due asterìsohi sono dirette in partioolar modo agli studenti delle 
scuole superiori, senza escludere qualsiasi altro studioso. 

{**) Va Inteso cbe, in questa questione, non devesl far uso della relaziono 

AB . CD -{- BO , AD -^ OA . BD = 0. 
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^**. Di una conica sono noti la posizione degli assi, due rette 
reciproche ortogonali ed un punto (una tangente). Si domanda la co- 
struzione della conica. 

A. Del Re. 

IS*?**. Di una conica è noto un punto con la relativa tangente, 
sono note due rette reciproche ortogonali e la posizione di un asse ; 
si domanda di costruire la conica. Diii;catere inoltre il problema. 

A. Del Re. 



\**. Date due rette ortogonali OX^ OY, per un punto P di 
una circonferenza descritta col raggio OP si tira uua trasversale 
parallela ad una retta fissa ed un'altra ad essa perpeudicolare se- 
ganti le JSl, y, nei punti AI, M\ iV, W] la somma dei quadrati 

delle corde MM\ NN' è costante. 

G. Bellocchi. 



). Stando ferme le condizioni relative alla questione prece- 
dente se bi descrive un' iperbole equilatera avente per assintoti le 
rette X^ OY^ dimostrare che la somma dei quadrati delle corde 
che le rette MAI\ NN^ determinano in essa è costante, indipen- 
dente dall'asse trasverso e dalla loro direzione. 

Dedurne poi il teorema di Mannheim : Un^ iperbole equilatera in- 
tercetta corde uguali sui lati di un angolo retto circoscritto alla 
ellisse omofocale. 

G. Bellacchi. 

lOO. Date tre tangenti a, 7), e alla parabola ed il punto Me di 
contatto suir una e, determinare analiticamente, il fuoco e la gran- 
dézza del parametro. 

Applicazione. Cercare il luogo geometrico dei fuochi delle para- 
bole tangenti a due rette fisse e ad una circonferenza iscritta nel- 
l'angolo di queste rette. 

G. Bellacchi. 

181. Se w è divisibile per 1, 2, 3, ?i, il minimo multiplo 

comune ai numeri m, ??i -4- 1, . . . . {vi -+- ìì) è dato da 

??i (r?i -h 1) (»w H- 2) {m -f- n) 

U. SCARPIS. 



I**. Il luogo dei punti di Lemolne dei triangoli inscritti in 

un cerchio ed aventi un lato comune AB h un'ellisse, interna al 
cerchio e tangente ad esso nei punti A e B, il centro della quale è 
equidistante da ^ e 2^. 
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Chiamando co l'angolo opposto s^à AB nel triangolo variabile, r il 
raggio del cerchio e posto tan <}/=-— sen w, dimostrare che i semi- 

ó 

assi di quest'ellisse sono 2rsen^, 2rsen*'j'. Costruire l'angolo ^ sup- 
posto noto co. Ricavare il teorema duale. 

F. Mariantoni. 

193**. Risolvere il sistema d'equazioni 

a? -h y = a -h 6, x^f — a^) = a" (6* — a*) 

A. Lugli. 

* 



. Un cono circolare ha il suo vertice in una sfera di raggio 
r e il suo asse passante pel centro. Indicando con a il semi-angolo 
al vertice del cono, dimostrare che il volume della parte di sfera 



4ic 
esterna al cono è dato da -^r- t^ cos*a. 



A. Lugli. 



105*. Un cilindro circolare di raggio p taglia una sfera di raggio 
r (r ^ p) il cui centro cade nell'asse del cilindro, dimostrare che il 

volume della parte di sfera esterna al cilindro è dato da — (r* — p*) * . 

A. Lugli. 

IO©*. Dimostrare che 



f^23,5 H- 10,5.f^5 H- /^23,5 — 10,5.^^5 = 3. 

A. Lugli. 

18*7*. Eliminare x dal sistema d'equazioni 

ax — b yr^~s^~= 2 e (2 x^ — 1) 
aj/l — a?*-|-6a? = 4ca?f^l — x'^ 

S. Catania. 

188*. Costruire il triangolo equilatero d'area massima i cui lati 
passano per tre punti dati non situati in linea retta. 

G. Candido. 

/ 188**. Determinare l'ennagono regolare d'area massima di cui 
ciascun lato passa per uno degli n punti dati sopra una circonferenza. 

G. Candido. 

SOO*. Dato un triangolo equilatero AB G ài centro e d'al- 
tezza h ed un punto 0' del suo piano, tale che il segmento 0' sia 
uguale a A, esprimere in funzione di A e A l'area del triangolo DE F 
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che ha per vertici i piedi delle perpendicolari condotte da 0' ai tre 
lati e dimostrare" che il triangolo DEF è i — del triangolo -AB (7 
pei punti della circonferenza inscritta in questo triangolo (*). 

G. Tirella. 

801*. AB e CD sono una corda e un diametro perpendicolare 
d*una circonferenza data ; le rette con giungenti i punti C, jD alle 
estremità jB, F d'un diametro qualunque della circonferenza descritta 
9U. AB come diametro si taglirno in un punto M, 

1^ Qual' è il luogo del punto M? 

2° Dimostrare che le rette MD, MA^ MG, MB formano un 
fascio isogonale. 

V.^ F. Prime. 
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G. ARZELÀ e G. INORAMI. — Aritmetica razionale, Bologna, Zanichelli, 
1894. L. 3. 

In questo libro al concetto di unità e di numero tengon dietro i sistemi di 
numerazione, fondati sul postulato : possiamo immaginare due conteggi in modo 
che ad ogni unità contata nelVuno corrispondano contate nelValtro alcune unità. 
E dalla operazione semplice del contare hanno orìgine inoltre la somma, il pro- 
dotto, le potenze e i multipli; a proposito dei quali gli A A., con intento logico 
e con procedimento affatto nuovo, espongono completamente la teorica del 
m. e. m., dopo averne stabilita, non molto rigorosamente, l'esistenza. 

Dalla operazione inversa, il retrocontare, nascono la differenza, il quoto e 
i divisori. Il libro contiene, oltre le solite nozioni intorno ai numeri primi as- 
soluti e relativi e ai numeri frazionari, la teoria delle proporzioni, svolta geo- 
metricamente, ed una appendice di 600 esercizi, bene ordinati ed opportuna- 
mente scelti. 

Gli egregi AA. sono riusciti a dare alla loro opera una fìsonomia tutta 
propria, cosicché, sia pei postulati, che per le dimostrazioni di molti teoremi e 
per la disposizione della materia, essa ha un raro sapore di originalità. Spesso, 
per maggior rigore ed efficacia della dimostrazione, fanno uso del metodo di 
induzione, e si può deplorare che non Tabbiano applicato anche alla dimostra- 
zione della formola (a 4- &)"* =r Aa -f- 6"*. 



(*; QuMta propoBlElone, neUft sua parte pi-incipale, non è ohe nn caso particolare deUa qui- 
atione &, trattata a pag. 50 e 80 del voi. V, 1890, di qaesto Periodico. {N. d. Red,). 
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Scopo degli A A. era di non favorire V inerzia intellettuale e nemmeno stor- 
cere la mente a fallaci raziocina^ né affaticarla sotto il peso di soverchio ri- 
gore scientifico, e lo scopo fu raggiunto. 

Qualche neo, a volere essere meticolosi, si può riscontrare qua e là, oltre 
a quelli accennati ; p. e. : la regola per la ricerca dei divisori d'un numero 
non è sufficientemente spiegata ; là dove dicesi che esiste sempre il quoziente 
di due fìrazioni ed è quel numero frazionario ecc., dovevasi omettere Tappel- 
lativo frazionario : superflua la dimostrazione del lemma precedente la teoria 
delle proporzioni; molti gli errori di stampa. 

Riguardo poi alla adattabilità del libro alla scuola, osserverò che è uno dei 
migliori ; poiché la materia è esposta in modo che chi ha pochi e buoni scolari 
può dare al suo insegnamento notevole ampiezza e razionale svolgimento, e chi 
ne ha molti e, per giunta, non buoni, può omettere molte cose e fare un in- 
segnamento assai modesto, perchè il testo si presta bene a numerose amputa- 
zioni che non danneggiano il logico succedersi delle varie teoriche. 

Roma, gennaio 1894. 

Alfredo Massa 
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VARIETÀ 



L'Intermédiaire dea Mathématiciens. 

Con questo titolo è apparso coir anno un nuovo periodico di matematica 
diretto dai Sigg. G.-A. Laisant ed E. Lemoine, stampato a Parigi dal Gauthier- 
Villars. 

11 fine che la pubblicazione si propone di raggiungere è nettamente indicato 
dai seguenti periodi stralciati dalla prefozione dei Redattori. 

< Notre but essentiel est de fournir aux personnes qui cultivent habituelle- 
ment les Mathématiques, ou qui s' y intéressent, des renseignements sur des 
sujets se rapportant à leurs études, des solutions à des questions posées, ou des 
indications bibliographiques. 

Tout le monde sait combien est devenu grand aujoui*d'hui le nombre des 
personnes qui s^occupent de Mathématiques, soit par profession, soit par goùt. 
Tout le monde sait aussi combien la Science mathématique s'est subdivisée en 
branches multiples et s*est enrichie de résultats. 

De cotte extréme diversité, est résultée Tobligation, pour la plupart de 
ceux qui Tétudient, de se specialiser; consequemment on ignoro souvent ce qui 
se passe et ce qui se fait dans une branche voisine de celie dont on s' occupo 
particulièrement; aussi une question, de la solution de laquelle on aurait besoin, 
peut étre très difficile pour colui qui désire cotte solution, ou* bien exigerait de 
sa part de longues recherches et une grande porte de temps, alors qu'une autre 
personne la considére, et avec raison à son point de vue, comme tout à fait 
aimple. 
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Mettre en rapport les deux personnes dont il 8*agit, c'est dono rendre service 
à la Science et contribuer à ses progrès eiì économisant dea efforts inutiles. 

C'est ce róle d' Intermédiaire qua noos voulons prendre. Dans ce bat, nous 
donnerons accès à toutes les questiona qui nous seront poaées, se rapportant aux 
Sciences mathématiques, depuis les plus élémentaires jusqu*aux plus élevées. il 
arriverà souvent que ces questione consisteront en de simplea demandes de ren- 
seignements bibliographiques, ou auront trait à de simples resultata de calculs 
faciles mais longs. » 

« La seconde Partie de notre Recueil sera consacrée aux réponses. Tantòt ces 
réponses seront dea solutions plus ou moina développées, ne 8*éloignant jamais 
de la question correspondante ; tantòt ellea se réduiront à des renaeignements 
tout à fait sommaires. Mais, dana aucun caa, nona ne aortirona de ce cadre; et 
nona ne publierona ni articlea, ni mémoires, ni méme de simples notes sur des 
Bujets étrangers aux questiona. Ce aerait, en effet, un doublé emploi avec Tun 
ou Fautre des excellenta journaux mathématiques qui existent en très grand 
nombre > 

Ai vantaggi che V Intermediario offrirà senza dubbio agli studiosi, accennati 
nei periodi riportati, ci pare sia da aggiungere che il medesimo potrà fornire 
ai giovani che seguono i corsi di matematica nelle Università utili indicazioni 
sui limiti dello sviluppo raggiunto da tale o tal altro argomento ad eventual- 
mente dei soggetti per le loro tesi di laurea. 

Siamo persuasi che scolari e docenti ci saranno grati del presente avviso. 



Problemi curiosi e paradossi matematici (*)• 

a Lea matières de Ooomótrie soni ai BÓrteasea 

d'elles-mèmea, qa'il est avantageux ^*il i*o£Fre 

quelq[ae occafllon poar les rendre più divertia- 

santae. " 

(Pascal). 

1. Una cordicella ha 30 m. di lunghezza; ogni giorno, con un colpo di for- 
bici, se ne taglia un metro. In quanti giorni si sarà finito? 

2. Una lumaca, strisciando lungo un palo di 12 m., fa 3 m. il giorno, e 
scende 2 m. la notte. Dopo quanti giorni e notti avrà essa raggiunto la som- 
mità del palo ? 

3. Vinti dai Romani, quaranta ebrei e lo storico Giuseppe si rifugiarono in 
una caverna, decisi ad uccidersi piuttosto che arrendersi. Essi si disposero in una 
sola fila, si contarono tre per tre, ed uccisero ogni volta il terzo. Si domanda 
qual posto scelse Giuseppe per sfuggire al massacro. 

4. Il 27 maggio 1876, Tetà di Luigi era i r-r dell'età del fratello Giovanni. 



(*) La maggior parte dnl problemi e del paradossi riportati è tolta dalla 2* ed. dell'opera : 
MathématiquM et Jliathématieientf Pensées et Curlosités recnellHes par A. Rxbièbb. Paris, 189S - 
un libro assai dilettevole In argomunto di tanta serietà e la cui lettura è da consigliarsi a coloro 
che per gnsto o per professione si occupano delle matematiche. 

Nelle note in fine a questa raccolta verrà indicato quali quistioni sono tolte da questa o da 
altra opera e si daranno inoltre le risposte alle medesime quasi nella loro totalità. [2r. d. Bed,]. 
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7 
Il 26 luglio successivo, essa non era più che i -q. Trovare la data della na- 
scita di ciascuno di essi. 

5. Una pecora, un agnello e due conigli mangierebbero Terba di un recinto, 
la prima in 30 giorni, il secondo in 45 giorni, e i due ultimi in 90 giorni, se 
quest*erba non crescesse ; ma Terba si rinnova in 60 giorni. In quanti giorni 
Terba del recinto sarà esaurita ? 

6. 18 buoi hanno mangiato, in 5 giorni. Torba contenuta in 55 are di ter- 
reno, più l'erba che vi è cresciuta durante questi 5 giorni. 15 buoi hanno man- 
giato, in 8 giorni, Terba contenuta in 70 are di terreno, più l'erba che vi è 
cresciuta in questi 8 giorni. Quanti buoi occorreranno per mangiare in 20 giorni 
l'erba contenuta in 385 are di prato, più l'erba che vi crescerebbe nel corso di 
questi 20 giorni ? (Newton). 

7. Un arabo lascia, ai suoi tre figli, 17 cammelli. Il primo deve averne la 
metà, il secondo un terzo, e l'ultimo un nono. Come distribuire i 17 cammelli? 

8. Sulla cima di una riviera si trovano un lupo, una capra ed un cavolo ; 
non vi è che un battello tanto piccolo, che non vi possono stare che il battel- 
liere soltanto ed uno di loro. Si tratta di passarli tutti tre, in modo che il lupo 
non mangi la capra, né la capra il cavolo, nell'assenza del battelliere (*). 

9. Un tale ha un vaso di 12 litri, pieno di vino: esso vuol farne un re- 
galo di 6 litri, ossia della metà ; ma non ha, per misurare i 6 litri, che due 
vasi, uno di 8 litri, l'altro di 5. Come fare per mettere i 6 litri nel vaso di 8 ? 

10. Due orologi, A e B, suonano l'ora contemporaneamente: A avanza di 3 se- 
condi rispetto & B. l colpi dell'orologio A si succedono a 5 secondi d' intervallo, 
quelli di B a 4 secondi ; inoltre, quando l' intervallo che separa due colpi non 
supera un secondo, l'orecchio non percepisce che un suono. Si sono intesi, in 
totale, 1 4 colpi ; che ora è ? 

11. Una mercantessa di ciliegie ha perduto i pesi della sua bilancia; arri- 
vata al mercato, essa trova una pietra di 40 libbre, la divide in quattro pezzi, 
e vende al dettaglio la merce. Quali sono i pesi dei quattro pezzi della pietra, 
che servono alle pesate fra 1 e 40 libbre ? 

12. Trovare m numeri interi consecutivi, ciascuno dei quali non sia primo. 

13. 1 numeri 49, 4-9, 44-89, 444-889, ecc , ottenuti inserendo 48 in 
mezzo al precedente, sono quadrati perfetti. 

14. Trovare un numero intero x, tale che la somma dei primi a? numeri 
interi, consti di tre cifre uguali. 

15. Impiantare un'addizione servendosi di tutte le nove prime cifre, senza ripe- 
terle e senza impiegare lo zero, in modo che il totale sia 100. 

16. (Da una vecchia aritmetica cinese). Viene indicato che tre barili, conte- 
nenti ciascuno la stessa quantità di riso, furono in gran parte vuotati dai ladri. 
Non si sapeva quanto riso si trovasse in ciascuno, però meno di 1000 Ho (pic- 
cola misura cinese) ; d' altra parte risultò che, dopo il furto, nel primo barile 



(**) Questo problema di Bachet ha forse dato luogo alla loeuzlone: € Salvare capra e cavolo », 
a meuo che non sia stato Inspirato da 
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rimase 1 Ho di riso, nel secondo 1 1 Ho e nel terzo ancora 1 Ho. Dopo che i 
ladri furono presi, confessò A che col riso del primo barile colmò parecchie 
volte una pala di legno, vuotandola in un sacco, B che, nella fretta, s* impa- 
dronì d*un zoccolo di legno e con questo più volte tolse riso dal secondo barile, 
finalmente C che, afierrata una scodella, levò dal terzo barile ripetutamente il 
riso contenuto in esso. Questi tre strumenti di cui si servirono i ladri restarono 
sul luogo e risultò che la pala conteneva 11 Ho, il zoccolo 17 Ho e la sco- 
della 12 Ho. Quanto riso sì trovava in ciascun barile? 

17. Di quanti gradini si compone una scala, se, montandola di due in due, 
ne resta uno ; di tre in tre, ne restano due ; di quattro in quattro, ne restano 
tre; di cinque in cinque, ne restano quattro; di sei in sei, ne restano cinque; 
e di sette in sette, non ne resta alcuno ? 

18. n' uomini sono posti in fila; si fa uscire di fila il primo, r(n 4- l)«»"»o, 
il (2n -h l)^''"^... il [(n — 1) n -h l]*'^^ ; poi si fa serrare ia fila, e si rico- 
mincia cosi finché non rimangano che n — 1 uomini. Quali sono gli n — 1 uo- 
mini rimasti ? (Problema detto di Caligola), 

19. In seguito agli art. 744 e 815 del Codice civile, il diritto del figlio 
naturale è la metà della quota ereditaria che gli sarebbe spettata se fosso nato 
legittimo. Dividere in conseguenza la successione d*una pei'sona che lascia l figli 
legittimi ed n naturali. 

20. Ecco un grazioso giuoco col quale s* indovina una carta pensata. 
Si prendano a caso 21 carte e si distribuiscano in 3 pacchetti di 7 carte, 

collocandone prima tre accanto Tuna airaltra, poi le tre carte seguenti succes- 
sivamente sulle tre prime e così di seguito. Si domanda ad una persona di pen- 
sare una delle carte che vede raggruppare in tal modo, e, in quale pacchetto si 
trovi la carta pensata. Si mettono allora i tre pacchetti Tuno sulPaltro, avendo 
cura di porre in mezzo quello contenente la carta pensata. Si dispongono di 
nuovo le tre carte in 3 pacchetti di 7 carte operando come antecedentemente, 
si domanda ancora in quale pacchetto si trova la carta pensata, si colloca questo 
pacchetto fra gli altri due e si ricomincia per la terza volta V operazione. 
Finalmente la carta pensata è Tundicesima! 

21. Un barile contiene cinquanta litri di vino puro ; ne vengono tolti due 
litri che si sostituiscono con dell'acqua ; dal miscuglio ne sono levati ancora 
due litri, rimpiazzati con acqua ; e similmente viene operato una terza volta. 
Si domanda la composizione in vino ed acqua del miscuglio finale. 

22. Un levriero raggiunge un lepre che aveva 77 salti di vantaggio. Si sa 
che 12 salti del levriero equivalgono a 17 del lepre e che nel tempo in cui 
il levriero farebbe tanti salti quanti ne fa il lepre quest'ultimo ne avrebbe fatti 
216 di più. Quanti salti aveva fatto il lepre prima d'essere raggiunto? 

(Contintia), 



Finita la redazione il di 20 gennaio 1894. 
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DI ALCUNE APPLICAZIONI GEOMETRICHE 

NELLO STUDIO ELEMENTARE DELLA MECCANICA. 

Nota del Doti. Riccardo Malagoll 



1. — L'insegnamento elementare della meccanica offre argo- 
mento a molte ricerche tendenti a volte a mettere maggior rigore 
nel metodo, a volte ad analizzare delle questioni che sembrano inac- 
cessibili senza l'aiuto del calcolo superiore. 

Ecco una di quest'ultima specie : 

€ Componendo un sistema di forze parallele ed ugualmente dirette 
« prese in un ordine determinato, si sa facilmente trovarne il centro 0. 
< Prendendo le stesse forze in un ordine diverso come può dimo- 
« strarsi che il centro è ancora ? » 

Non conoscendo alcuna dimostrazione elementare di questo prin- 
cipio mi sembra utile far conoscere una via per giungere a questo 
risultato ; tanto più che la stessa dimostrazione offre occasione ad 
alcune interpretazioni geometriche relative al quadrilatero piano o 
gobbo che mi sono parse di qualche interesse per gli studiosi di 
geometria pura. 

2. — Sono noti nella geometria del triangolo i seguenti teoremi, 
il primo dei quali è dovuto a Ceva : 

I. — Se dai vertici A, B, C, di un triangolo partono tre rette 
« che determinano sui lati opposti 1 punti A\ B, C rispettivamente e 
«si pone: AE=bi, BC=:b ; CA'=a^, A'B^a^\ BCz=zCi, 
« CA = C2 e si verifica la relazione : 

* «1 &! Cj = Oj &j Cg , 

« le rette AA\ Bff, CC hann .comune un punto e viceversa » . 
« IL — Il punto divide queste rette in parti tali che posto : 
«0^ = a,, OA'=oL^\ 0B = ^^, OB = %;OC—yt, OC^y^y 
« si verificano le relazioni : 



«i 



= .^i^l«. h—2i^^. Ki = ?^+^3,. 



a, &2 e, p, e, a, ' Y2 «2 ^1 

6 
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Si hanno cosi quattro relazioni fra i rapporti dei segmenti de- 
terminati su uno stesso lato od una medesima trasversale. 

Se quindi in un triangolo si fissa un punto su un lato e sulla 
congiungente di questo punto col vertice opposto si stabilisce un 

punto 0, verranno ad essere noti due rapporti come ~ , — e allora 

dalle equazioni precedenti verranno determinati i rapporti dei seg- 
menti in cui il punto proiettato dai restanti vertici decompone 
i lati opposti, nonché quelli dei segmenti determinati da sui raggi 
proiettanti. 

Eseguendo si ottiene infatti : 

\ («I 4- ««) S ' e, a, aj ' 

3. — Ciò posto sieno A, B, C tre punti e p, q, r tre numeri po- 
sitivi qualunque che attribuisco rispettivamente ai punti. Dividasi A C 
in jB' in parti inversamente proporzionali a p ed r, CB m A' in parti 
inversamente proporzionali ad r e g', infine BA in C" in parti inver- 
samente proporzionali a q^ ed r. Chiamando a, &, e i lati CB, ACy BA 
del triangolo ABC, si ha: 

-<4. = , = «1 ; C il = — ; — = 02, e B = — ; — = Ci . 

Ora è facile notare che : 

B^A . A'C. C'B = B^C. A'B . CA , 

cosicché (teor. I) le rette A A\ BS, CC hanno un punto comune. 
Si ha poi (teor. II) : 

OA C'A , B'A a, g4-r 

ossia -^ = 1 

oc, p 



OA' 


CB 


'■ ffC 


e analogamente: 






. 


P. _ 
P, 


p + r 
9 



Il — P + g 

Yf ^ 
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Da tuttociò risulta che se p, q, r sono le intensità di tre forze 
parallele ugualmente dirette applicate rispettivamente nei punti A^ 
B, C, in qualunque ordine si compia la composizione si giunge sem- 
pre ad imo stesso punto 0, mentre l'intensità p -j- g -|- r della ri- 
sultante non muta. 

4. — Supponiamo ora che un'altra forza di intensità s paral- 
lela e di egual direzione delle forze date, sia applicata ad un punto D, 
rigidamente collegato con A, B, C. Si unisca con D, e si divida 
OD in parti : OC/ == d^, C/D = di che stieno fra loro come s a 
p -h q + r. Voglio dimostrare che ff è il centro delle quattro forze 
qualunque sia l'or- 
dine col quale si pro- 
cede nella composi- 
zione. 

Risulta intanto 
dal n.° precedente 
che mantenendo ul- 
tima componente la 
forza s, si può va- 
riare a piacere l'or- 
dino delle altre e la risultante passa sempre per (/, 

Consideriamo poi il triangolo AA'D nel quale è dato il punto 
sopra AA\ e (/ sopra OD. Proiettando (7 dai vertici A e A' nei 
punti A'\ A\ dei lati opposti, e ponendo : 

AtA = X2, A'iD = (ti, A" A' = d'i , A''D = ag , 
aA'=ei, aA[ = e,, O'A = f^, 0'A''=r2. 

dalle formolo del n° 2, quando si faccia j- = ky ;;;^ = Aj, si ricava per 
il caso attuale : 

h. — Q^^^i 3^ ^ i 

Oj' (a, + a,) d^ 1 -f- Aj 




«, 



'2 



// 



(ai + gy) df 1 



= ir(H-Ai), 



Ai 



II, __ 0^1 ^1 -4- g, d^ + g^ d^ 

fi __ g, dy + g, d, 4- S rfg j[ 

/j g, dj ~ k 



(14- Al), 



A, 



A A, 
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e osservando che si è trovato : 






con facili calcoli risulta : 



f .. .. it 



Con questi risultati, una semplice ispezione alla figura ci assicura 
che comunque si compongano le forze p, q -h r, s, si arriva sem- 
pre alla stessa risultante applicata in 0\ 

Se invece si considerasse il triangolo DBB' si concluderebbe 
che è affatto arbitrario l'ordine con cui si compongono le forze 
g, p H- r, Sy e la risultante passa sempre per 0\ Proiettando al- 
lora C da 0' in G\ risulterebbe analogamente : 

C '^ _ i_ . ^L£L — ^ + ^ 

Considerando infine il triangolo DCC, ed applicando ad esso le 
stesse considerazioni degli altri due, si conclude che la risultante delle 
forze p -^^ (i, r^ 5, passa ancora per 0' qualunque sia l'ordine con 
cui esse si sommano. Inoltre se sia JS" la proiezione di S' da (X su 
B D, sarà : 



B"' B _ s_ 0^ _p'\-r 

tì' B~ q ' Wl^ ~ fT^ 



(Contintta), 



SULLA EQUIVALENZA DEI POLIGONI 

{ContintMzione e fine : V, pag, Ì9), 

Per poter ora stabilire a quali conclusioni ci porti il procedimento 
(la noi indicato, è necessario distinguere i vari modi, onde i due poli- 
goni dati possono essere congruenti. 

Come è noto, basterà considerare i quattro casi seguenti: 
1.° Le retto che uniscono i punti corrispondenti sono parallele, e 
le due figure sono direttamente congruenti ; una figura può allora es- 
sere portata a coincidere coU'altra mediante una traslazione (fig. 1% 2»). 
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2.° Le due figure sono inversamente congruenti ; possono allora es- 
sere simmetriche rispetto a un asse, nel quale caso le parti non co- 
muni sono, non solo equivalenti, ma ancora congruenti. Nel caso con- 
trario, alle due figure si può annettere una retta unita; una delle figure 
può allora, scorrendo lungo quella retta, diventare simmetrica all'al- 
tra (flg. 3*). 

3*. Una delle due figure si può portare a coincidenza coli' altra 
mediante una rotazione intorno a un centro esterno alle figure me- 
desime (fig. 4*). 

' 4°. La coincidenza stessa si può ottenere con una rotazione in- 
torno a un centro interno alle due figure (flg. 5*). 

Nei primi tre casi, le dimostrazioni non differiscono essenzialmente. 

Si considerino le rette che passano per i vari punti delle figure 
e, nel primo caso sono perpendicolari a quelle che uniscono i punti 
corrispondenti ; nel secondo sono perpendicolari alla retta unita, e pas- 
sano, nel terzo, per il centro di rotazione. Esisteranno evidentemente 
per ciascun poligono due rette estreme, tali cioè che tutta la figura 
sia contenuta nella striscia (o in uno degli angoli) da esse formati; 
diremo che la striscia (o angolo) delimita la figura contenuta, od anche 
che questa è delimitata dalle due rette estreme. 

Siene p q, Pi q^ le strisele (od angoli) che delimitano A, Ai ; la 
parte comune Bx sarà allora delimitata da pi g, o da p gj ; supponiamo 
da Pi q (fig. 2*, 3*, 4*), e denotiamo con a la grandezza della striscia 

(od angolo) Pi q. 

La grandezza della traslazione (o rotazione) necessaria per por- 
tare un poligono a coincidere coU'altro, o ad essere simmetrico al- 
l'altro, sarà quella delle striscio (od angoli) eguali p pi, q qx, e l'indi- 
cheremo con T. 

Si costruisca la figura fi|, e sia r, la retta che la delimita 
insieme colla q^. 

Se è <x ^ T, ossia r^qi^=^Piq ^qqi (fig. 1*), i poligoni fii, jB, 
non possono avere alcuna parte comune, e per questo caso il teo- 
rema è stato già dimostrato. 

Se invece è a > t (fig. 2*, 3*, 4*), esisterà la parte comune Cj, 
la quale sarà delimitata da r» 5 = rj 5^, — g gì = a — t- 
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Per i poligoni JJi, Bf rimane dunque ancora la traslazione (o ro- 
tazione) di grandezza t, mentre la parte comune è delimitata da una 
striscia (od angolo) minore, cioè di grandezza <r — t. 

Continuando il procedimento, se i poligoni Cs, C5 avranno una 
parte comune Dj, questa sarà delimitata da una striscia (od angolo) 
di grandezza a — 2 t, e in generale la parte comune ai poligoni 
Gkf ^*+i sarà delimitata da una striscia (od angolo) cr — A t, mentre 
la traslazione (o rotazione) si manterrà di grandezza costante t. 

Ora, per conseguenza del noto assioma di Archimede, esiste un 
numero (intero e positivo) n tale, da avere : 

e perciò, dopo n — 1 operazioni si ha ancora 

ff — (n — 1)t ^-t; 
ma dopo n operazioni, si trova 

e allora poiché la striscia (od angolo) che delimita la parte comune 
non è maggiore della traslazione (o rotazione), colla quale una figura 
può divenire coincidente simmetrica coU'altra, si potrà applicare la 
dimostrazione fatta nell'ipotesi che sia <y ^ t. 

Nel quarto caso, quando cioè una figura può coincidere coU'altra 
mediante una rotazione intorno a un centro interno alle due figure, 
considereremo ancora le rette che congiungono i punti delle figure 
col centro di rotazione ; allora se r, r, sono le rette che passano per 
due punti corrispondenti, la grandezza della rotazione sarà rappresen- 
tata dall'angolo r rj. 

Supponiamo l'angolo rri commensurabile con quattro retti, e il suo 

rapporto a quattro retti espresso dalla frazione irreducibile — . 

Costruiamo allora i poligoni A^, A^, . . . A^^i congruenti ai dati 
Ay Al e tali che, nella serie 

Af Aif Afy .... An^ij 

ciascun poligono, l'ultimo escluso, corrisponda al seguente nella pri- 
mitiva congruenza. È allora ovvio il provare che i4„_i può essere 
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portato a coincidere con A, mediante una rotazione di — di quat- 
tro retti, ossia che l'ultimo poligono corrisponde al primo. L'intera 
figura costituita dagli n poligoni è allora involutoria, d'ordine n, 
e corrisponde a sé stessa nella congruenza ; corrisponderà dunque a 
sé stessa anche la parte comune a tutti gli n poligoni. Ne segue 
che le parti non comuni ai poligoni congruenti -K»-»» ^«— i» il primo 
dei quali è la parte comune ai poligoni il, ili, il, . . . i4„»t, si corri- 
sponderanno l'una all'altra, ossia saranno congruenti, e si potrà ap- 
plicare la dimostrazione già fatta. 

Se invece l'angolo rri è incommensurabile con quattro retti, il 
procedimento non potrà terminare, e la serie il, ili, il, , . . . sarà infi- 
nita. In questo caso si può osservare che la parte comune ai poligoni 
di questa serie ha per limite il circolo, il cui centro è il centro di ro- 
tazione e il cui raggio è la distanza di questo centro dai punti più 
vicini del contorno dei poligoni. Siccome poi il circolo accennato cor- 
risponde a sé stesso nella congruenza, le parti non comuni ai poligoni 
delle successive coppie 

il, ili; ^ii -^i» ^8> Ca ; . . . . 

avranno per limiti due figure (nulle) corrispondenti l'una all'altra 
nella congruenza medesima. 

Nell'ultimo caso non siamo riusciti a dimostrare che le parti non 
comuni dei poligoni il, ili si possano scomporre in un egual numero 
(finito) di parti rispettivamente congruenti ; ma solo la loro equiva- 
lenza, ove questa s'intenda definita nel modo usato per i poliedri, per 
le figure piane limitate da linee curve, ecc., per quelle grandezze in 
somma che si sogliono chiamare di terzo genere. 

Di più i limiti delle parti che si devono considerare in numero 
infinito non sono poligoni ; e a questo proposito importa notare che le 
dimostrazioni non cambiano se il, ili sono due figure congruenti limi- 
tate da linee curve ed anche composte di parti staccate, purché la 
parte comune sia una sola e convessa. 

Ove le due figure constino di parti staccate, bisogna osservare che 
se le parti che si compenetrano non sono corrispondenti^ le figure £], 3% 
non hanno alcuna parte comune ; nel caso contrario si dovranno con- 
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siderare le due parti che si compenetrano, senza tener conto delle altre 
da esse staccate. 

Ora si affaccia la domanda : E non sarà possibile, usando un altro 
metodo, dimostrare il teorema, senza mutare la definizione di poligoni 
equivalenti ? • 

Ove si rifletta che, nella dimostrazione datane, le parti si sono sempre 
considerate nel modo che si presentava come il più favorevole, e che la 
dimostrazione stessa si adatta a tutti i casi che precedono l'ultimo, sem- 
bra che, seguendo un altro metodo, la dimostrazione desiderata sia 
ancor meno probabile ; ma non è forse dato stabilirne la impossibilità, 
come non si è ancora provato impossibile il dimostrare l'equivalenza 
di due piramidi di base equivalente e di eguale altezza. 

Tuttavia, fino a che il teorema non sia completamente dimostrato, 
è legittimo il dubbio che la definizione « Due grandezze si dicono equi- 
valenti se si possono scomporre in uno stesso numero (finito) di parti 
rispettivamente eguali » non sia applicabile alla intera classe dei po- 
ligoni, almeno non sia in accordo col postulato ammesso da De Paolis. 

E se un simile dubbio ripugna al nostro convincimento, che sieno 
vere le proposizioni contenute nella definizione e nel postulato, insieme 
col teorema che abbiamo tentato di dimostrare, è d'uopo persuadersi 
che la base di quel convincimento sta nel concetto di grandezza pre- 
supposto da Euclide, senza il quale una rigorosa teorica della equiva- 
lenza non è forse possibile, e alla cui determinazione dovrebbero rivol- 
gersi le cure degli studiosi. 

SaaMrl, 80 novembre 1898. 

G. BlASJ. 



iM DM Fim m Li msum dei y» 

{Continuazione^ V. pag. i5). 

6. Applicazioni. — 1.° Tronco di piramide a basi parallele 
di basi Boj Bi e d'altezza h. 

Determiniamo prima l'area d'una sezione B^. parallela alle basi, 
ad una distanza x dalla base inferiore. Indicando con hi l'altezza 
della piramide staccata, si ha: 
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donde ricavasi 

y¥o — yBt:yBo = h:h + h,, yB^—V%:VBo = a>\h-^lh, 



Eguagliando i valori di h -|- hx , che si ricavano da queste pro- 
porzioni, risulta : 

e finalmente 

cosicché l'area di una sezione qualsiasi del tronco parallela alle basi 
è una funzione di 2° grado della distanza x del piano segante dalle 
basi. Osserviamo inoltre che nell'ipotesi di -B© ^ Bi il primo membro 
della [2] è positivo quindi dev'essere tale anche il secondo e che 
per X crescente VBq — Vb^ deve essere pure crescente, ciò che 
importa che Bg. diminuisca. La prima ipotesi del n.° 1 è quindi sod- 
disfatta. In quanto alla seconda risulta evidente che è soddisfatta 
considerando i due prismi aventi gli spigoli laterali paralleli ad uno 
spigolo del tronco e per basi due sezioni consecutive, ad es. B© e Si . 
Alla determinazione del volume del solido si potrà in conseguenza 
applicare la formola [1] e siccome, per a? = A:2, si ha dalla [3] 
per l'area M della sezione mediana 

4 

il volume del tronco di piramide a basi parallele sarà dato da 
F = 4 (fio + ^t-H 4 M) = ~ [So -+- 5i -h (f^So-h f^Si)^] = 



h 



^ {Bo + Bt + yBoBi). 

2.^ Obelisco. Consideriamo il solido poliedrico limitato da due 
basi parallelogrammiche, coi lati paralleli, aventi la distanza A e da 
facce laterali trapezie. Si chiamino a e & i lati della base inferiore 
ed a\ ì) quelli della base superiore e suppongasi a' parallelo ad a 
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e V parallelo a 6, inoltre a > a' e 6 > &' : risulta subito, in seguito 

a queste ipotesi, che Bo^^aby^ Bi = ab\ 

Praticando nel solido una sezione con un piano parallelo a fio 

alla distanza a? da fio» la sezione, avendo i lati paralleli ad a e b, 

sarà, come le basi, un parallelogrammo, e, denominati con a e p 

i lati di questa sezione, si avrà a > a > «' e 6 > {i > &', cosicché 

a & ]]> a p > ab' ed inoltre a sarà da ricavarsi dalla proporzione 

seguente 

a — a' : a — a' = h — x : h , 

che dà 

a — a b — h 

a = a -T — X ; similmente p = 6 , — x . 

Si ha così 

fi, = ap = a& ^- x-h- -^-, 'xK 

L' area della seziono è dunque di 2*» grado in x. Osservando poi 
che ogni tronco del solido considerato delimitato da due sezioni 
parallele è compreso fra i due prismi aventi per basi queste sezioni, 
per altezza la loro distanza e gli spigoli laterali paralleli ad uno 
spigolo laterale qualsiasi dell'obelisco, consegue che la formola [1] è 
applicabile ad un tal solido. Ora per x = h\2, si ha 

M=ab 2 ' 4 = ~ 4 ' 

onde il volume dell'obelisco sarà dato da 



^ ((2a H- a)6 + (2a' -h a)h') Q. 



6 

Nel caso particolare in cui uno degli spigoli rlella base supe- 
riore, p. es. b\ si riduca ad un punto, l'obelisco diventa un cwneo^ 
il cui volume sarà quindi espresso da 

7 = -^(2a4-a')6//. 

(Coniinud), A. LUGLI. 



(*) Per U dimostTMlone data al n.* S, la formola [1] è applicabile airobeltseo anche quando 
non nuilitoDO le due ipotesi del n* 1, onta quando le grandesze riipetiiye degli ipigoli a ed a' 
e fr e ò' eono qualunque, per modo ohe il rlanltato ottennio pnò rlgnardanl come generale. 



* » t<»»i C <i 
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TEHI DI HiTEMATIGA DATI PER V ESAME DI MATURITÀ 

IN GINNASI E SCUOLE REALI SUPERIORI DELL' AUSTRIA-UNGHERIA 

alla fine degli anni scolastici 1891-92 e 1892-93 

(Continuaxùme, V. pag. 27). 

BiELiTZ : t. r. Scuola reale sup. — I . Le radici reali deir equazione 
X* — 2Y^-4-2a7^^2ya7-4- 1 = sono i semiassi di una ellisse. QuaPò l'e- 
quazione della tangente all'estremità dell'ordinata del fuoco nel primo quadrante, 
e che angolo forma essa con questa ordinata ? 

2. L' angolo diedro di due sezioni che passano per 1' asse di un cilindro 
obliquo uguaglia a=:50^ 15', gli angoli d'inclinazione colla base verso le faccie 
opposte delle due sezioni sono ^ = 70^48' e y=:108^33'. In quale rapporto 
stanno le aree delle due sezioni ? 

3. I due assi paralleli di due dischi di trasmissione (Riemenscheiben) coi 
raggi 12.= 50 cm. ed r = 30 cm. hanno la distanza e =: 2 m. Che lunghezza 
avrà una coreggia avvolta intorno ad essi ? 

4. Lo spigolo alla base di una piramide regolare a base quadratica è a, 
r angolo al vertice formato da due spigoli laterali è 2 a. Qual' è la superficie 
di un cono equilatero equivalente in volume alla piramide ? 

B. Leipa : t. r. Scuola reale sup. — 1. Una macchina a vapore costa 
8900 f., le spese di manutenzione annuale ascendono a 800 f., ed ogni 10 anni 
la macchina deve sostituirsi con una nuova. Quale capitale dovrà mettersi a 
disposizione per comperare e conservare in perpetuo una tal macchina, calco- 
lando il 4 ®/o d'interesse composto? 

2. Dalla torre Rodolfo presso Hallstadt, che si trova ad una altezza h :^ 386 m. 
sopra il livello del Iago di Hallstadt, la cima dello Sarstein appare sotto un 
angolo di elevazione a=: 1 1® 37' 26'', e la sua immagine riflessa nel lago appare 
sotto un angolo di depressione p =: 1 9® 1 6' 25". Di quanto si eleva la cima dello 
Sarstein sopra il Iago di Hallstadt? 

3. Con una lamina di ottone grossa d^ \,ò mm. e del peso specifico 5 = 8 
dtivesi fare una sfera cava che s'immerga per metà nell'acqua. Quali devono 
essere i raggi interno ed esterno? 

4. Determinare le tangenti condotte al circolo a?* + 1/^ = 64 parallelamente 
alla retta 2y — 3a?— 4 = 0. 

Brùnn: Scuola reale sup. ted. provinciale. — 1. Un tale cambia zecchini, 
napoleoni d'oro e pezzi da 20 marchi, in tutto 20 monete, in f. austrìaci, e 
riceve 183,10 f.. Quante monete d'ogni specie cambia, se al corso attuale viene 
calcolato lo zecchino a f. 5,70, il napoleone d'oro a f . 9,60 ed il pezzo da 20 
marchi a f . 11,90? 

2. Un tale ha il diritto d' incassare una rendita annuale di 800 f. alla fine 
di ogni anno per 20 anni. Quale rendita annuale riceverà egli in cambio al 

principio di ogni anno per 1 anni, calcolando il 3 y J^ d' interesse ? 
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3. Una sfera vuota fatta d'un materiale del peso specifico 7,5 e che pesa 
complessivamente 50 Kg. si immerge precisamente a metà neir acqua. Quale 
spessore avrà il guscio? 

4. Il punto più a Nord della Monarchia aust. ung. giace a settentrione di 
Hìlgersdorf in Boemia ad una latitudine di 5P3', il punto più a Sud è la 
punta meridionale della Dalmazia a 42° 9' di latitudine. Per ambedue i luoghi 
devesi determinare la durata del giorno più lungo (21 Giugno) e del giorno più 
breve (21 Dicembre), e Torà in cui leva e tramonta il sole in questi due giorni. 

Brùnn : i. r. Scuola reale sup, 

1 (x + y) = 9, xy=z3, 

T + 4- 1 

2 +— 1 

1 H 1 

2 +- 

1 -h 

2. Per coprire le spese del primo impianto d* una Scuola si calcola che 
basti un prestito da ammortizzarsi in n = 20 anni con un versamento annuale 

di a = 2736 f. al ^y^Iq- A quanto furono preventivate quelle spese? 

3. Dal punto M (8,0) vengono guidate tangenti al cerchio a?' •+- y' = 4 a?. 
Determinare le equazioni di queste rette e poi calcolare il volume del corpo 
generato dalla rotazione della figura compresa fra le tangenti e dalFarco esterno 
del cerchio, intorno all'asse delle x. 

4. La superficie della Monarchia austro- ung , che importa 676656 Km'., 
deve essere eguale all'area di un triangolo sferico equilatero sulla sfera terrestre; 
determinare lati ed angoli di questo triangolo. 

BuDWEis: i. r. Scuola reale sup, terf.— l. Degli angoli d'un triangolo acu- 
tangolo l'uno (espresso in gradi) è divisibile per 11, l'altro per 13 ed il terzo 
per 19. Che angoli ha il triangolo? 

2. A ha l'età di 49 anni e vuole assicurare dopo la sua morte ai suoi 
eredi un capitale di 4800 f.. Che premio deve pagare per una sola volta ad 
una società di assicurazioni a questo scopo, se viene accordato il 4 ^/^ d' inte- 
resse ? 

3. L'altezza di un cono retto è di 8 cm. e l'angolo al vertice 2a==28® 
48' 48"; si cerchi il volume di quel settore sferico che ha per complemento 
quel cono. 

4. Preso un punto qualunque in un triangolo equilatero e condotte da esso 
delle perpendicolari ai lati si trovi la loro somma. 

CzERNOWiTz: t. r. Scuola teale sup. — l. Risolvere le eq nazioni : 

13a?yz=:2l97 e 5 ay-Hy — 4 = 1. 

2. Della base di un prisma triangolare retto sono dati due lati, l'uno di 
18 cm. e l'altro di 15 cm. e l'angolo da essi compreso di 75® 36' 30". I tre 
spigoli laterali del prisma sono uguali e precisamente ognuno è uguale air al- 
tezza sul terzo lato della base. Determinare la superficie ed il volume del 
prisma. 
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3. Un numero è scritto con tre cifre che stanno in progressione aritmetica. 
Dividendo il numero per la somma delle sue cifre si ha 26 per quoziente; ag- 
giungendo al numero 396 si ottiene il numero scritto in ordine inverso. Qual'è 
il numero ? 

4. Che angoli corrispondono air equazione sen Aon — sen 2 a; =: sen x ? 

5. Una retta 3^ = 5£o-h5 ed una parabola y* = 20 » si tagliano. Deter- 
minare il segmento della parabola. 

Elbogen : t. r. Scuola reale sup. — 1 . Che valori positivi intieri delle in- 
cognite soddisfano alle equazioni : 

Ila?— 3 y — 2^=157, 5a--lly-h8« = 87. 

" 2. Per quanto tempo si può usufruire uno stabile dato in pegno per un debito 
di 20000 f., dando esso annualmente la rendita netta di 1500 f., e calcolando 
gr interessi al 5 %? (Si deve supporre che della rendita si possa disporre solo 
alla fine di ogni anno). 

3. Quar è r angolo al centro di un segmento sferico, se la sua superficie 
totale è uguale a quella di un circolo massimo della sfera ? 

4. Che angolo comprendono le due tangenti guidate del punto x^zzi^l^ 
y, = air ellisse 9 »« 4- 25 y« = 225 ? 

{Continua), 

PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE 

Un'applicazione del metodo di risoluzione d' Eulero dell' equa- 
zione di 4** grado. — l . Il metodo d' Eulero per la risoluzione delle equa- 
zioni algebriche di 4^ grado, che consiste, com' è noto, neir identificare due 
equazioni dello stesso grado, si può applicai*e alle equazioni algebriche di cui 
è possibile la determinazione delle radici. 

Così essendo data Tequazione quadratica 

aa?« -l-6i»4-c = 0, [1] 

pongasi 0? = tt 4- 1?. Quadrando si ha a;' = «' 4- 2MtJ + tj' = w (m + 2t?) 4- 1>' ; 
da cui, osservando che 2 1? = 2 (a? — m), si ricava 

x^ z=2ux — w'4-t?*, ed anche ao?' — 2attj»-4-a(M' — i?') = 0. [2] 

h e 

Identificando la [2] colla [1], si ha u = — tt— , ti' — v^ = — , da cui si 

ca a 

deduce 



2>« — 4ac —h+l/b^ — Aac 

t>« = — ed a7 = «4-t? = =—- . 

4 a' 2 a 

2. Lo stesso metodo può servire a trovare direttamente le radici dell* equa- 
zione biquadratica 

aa?< 4- «>a?'4-c = [3] 

indipendentemente cioè dalia conoscenza delle radici deir equazione quadratica. 
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Da x = u + v, quadrando, sìììa x^ = u^ -h v* -h 2uv ossia x* — (t** + v') = 
2uv e quadrando di nuovo x* — 2x* (w* 4- 1?*) + (w* -4- 1?*)* — 4 «* t?' = 0, da 
cui moltiplicando per a : 

ax* — 2a(tt' + t?»)a7« + a(ti« + t?«)« — 4aw«t7« = 0. [4] 

Identificando l'equazione [4] con la [3], sì ottiene 

"'+"' = - ^ f^i 



6« e 6« — 4ac , , ^ + f/ft* — 4ac ran 

4tt«t7« = -r-, = j-r — donde 2uv = ^^^^- [6] 

4 a* a 4 or 2 a 



— &+ l/6«— 4ac 
La [5] e la [6] danno (u 4- »)* = a?* = e quindi 



~-:u|/ -»±f^ft^-4ac 



2a 

3. Cosi pure airequazione di 3® grado 

x^ -hpx-hq^O [7] 

si può applicare il metodo in discorso. Pongasi x = u + v e si faccia il cubo 
07 * = 1*3 4- 3 « t? (m 4- 1?) 4- t>' ; da cui 

a;3 — 3«t?a7 — («3 4- t?') = [8] 

Identificando la [7] colla [8], si ottiene 

P P^ 

uv = — , quindi «3 1?3 = — - — e m* 4- 1?' == — q , 

cosicché u^ e v^ sono radici d*un'equazione di 2° grado per risolvere la quale 
si può applicare, come si è visto, il metodo d* Eulero. L'espressione di a; è de- 
ducibile in tal modo dall'equazione data applicando criteri uniformi di risoluzione. 

4. Il metodo d* Eulero può anche servire a determinare, in casi particolari, 
le radici di equazioni algebriche di grado superiore al 4*. 

Ad es. sia data l'equazione 

a?'»4-i)»34-ga?«4-^ = [9] 

e proponiamoci di trovarne le radici. 

Pongasi, come al solito, « = m 4- t>, da cui a?' — (u^ '-{■' vl^) = 3uvx, 
Quadrando si ha 

0,9 _ 2(t<« 4- t?')tp3 — 9M«t>«a7« 4- (m» 4- ««)« = [10] 

e identificando la [10] con la [9]: 

M3 4-t?'^= — ^ tt«t)« = 1- (w3 4.^«=:^. 

Di queste tre ultime relazioni la prima e- terza non sono distinte per cui se 
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ne considererà una sola, p. es. la prima. Allora osservando che w v = + — ^— 5, 

ó 

u e V sono da determinare mediante le relazioni 



t*i + tr* = 



1 



— -^- e u^fy^=±^j/^q\ 



ossia sono radici deirequazione di 2* grado 



1 



-^^^±^y-g' = o. 



27 



Si ricava così con ùicilità 



X 



4 ^r 16^27'^ ^ 



4 r 16^27'^ * 



V. Correnti. 



SOLUZIONI DELLE QUISTIONI 
31*, 126, 139*, 169*, 170**, 172*, 173**, 

174** e 175** 



31*. // volume d'una sfera supera d*un decimetro cubo quello del tetraedro 
regolare in essa inscritto ; calcolare la lunghezza del raggio a meno d*un miU 
Umetro. (D. Besso). 

Soluzione del Sig. L, Perrotti^ studente a Roma. 

U volume del tetraedro regolare in funzione del raggio R della sfera ad esso 

Sf/3 
circoscritta, com' ò noto, è — r= — R\ quindi per determinare R si ha l'equazione 

4ir 8I/3" 

— 12^— — ~ — jK' = 1, da cui si ricava i2 = dm 



3 



f^36 ic — 8 f/3 



Per calcolare R a meno d*un millimetro conviene valutare Tultima espres- 

j 8 j 

sione a meno di T7r;r . Calcolando rSGit — 8^3 a meno di jKr: si com- 



100 

3 
mette nel quoziente -3 

f^36w — 8 yi 

1 _ 1.5 



, oltre air errore proprio, un' errore 



^ inn ' "^ Q/ìA ^ 



, giacché il divisore è evidentemente maggiore di 



100 300 ^ 1000 

1 5 

3 -h Y^ (•), cosicché basterà calcolare il quoziente medesimo a meno di . 



(*) L'errore d*an quoziente in cui il dividendo ò minore del diviicre ed il dirldendo è un 
numero esatto, è minore *d*nna frazione avente per numeratore 1* errore del dlviiore, e per deno- 
minatore il divisore diminnlto del suo errore. 
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Ora per avere r 36 ii ^ 8 f^S a meno di -jj-r^ è suflSciente calcolare il radi- 

1 .- 1 

cando a meno di t^ , onde conviene, prendere sia tc che y3 a meno di -j-^ , 

ambedue per eccesso o per difetto, ossia ic = 3,14! 59265 e f^3 = 1,73205080. 
Con ciò si ha 367: — 8 ^^3 = 99,24092900, la cui radice cubica è =4,63. 

Se finalmente si osserva che 3 : 4,63 = 0,65 a meno di ^^ , il raggio cer- 
cato della sfera a meno d*un millimetro risulta uguale a m. 0,065. 

126. Résiìudre en nombres entiers Véquation 

x' 4- y« = z' 4- 2 1*. (E. Fauquembergue). 

Risoluzione del Sig. Prof. C, Soschino a Reggio Calabria. 
Per risolvere in numeri interi Tequazione 

a7«-f.y« = j»«4-2t« (1) 

simmetrica rispetto ad co ed y, basterà risolverla in numeri interi e positivi. A 
tal fine osserviamo il quadretto seguente : 



(0 


y 


z 


t 


pari 


pari 


pari 


pari 


dispari 


dispari 


pari 


dispari 


pari 


dispari 


dispari 


pari 


dispari 


pari 


dispari 


pari 



il quale ci indica come debbono comportarsi i sistemi di soluzioni della (l) ri- 
spetto al divisore 2. Da esso si deduce che potremo riguardare risoluta la (1) 
quando si riesca : 

1.^ A determinare i valori pari di y e ài t che la soddisfano e a dedurre 
da essi i corrispondenti valori di a? e ^ entrambi pari o entrambi dispari. Scam* 
biando ogni valore pari di y col corrispondente valore dispari di oo avremmo i 
sistemi di soluzioni nei quali x e t sono pari e z ed y dispari. 

2.° A determinare i valori dispari di i/ e di f che soddisfano la (1) e a 
dedurre da essi i corrispondenti valori, pari di z e dispari di x, 

A dimostrare la possibilità di fare quanto e proposto nei due precedenti 
paragrafi, indicando con t^ ed y, due valori di t ed y che soddisfano la (1), 
poniamo 

'# -4- y# = 2 a tg — y, = + 2& con a ^ b ^ 0. 

Ricaveremo 

tg =z a -{- b yg z= a — &, oppure fg =: a — b y, = a-|-ft. 
Sostituendo nella (1) questi valori a f ed a y, potremo scriverla sotto la forma 

«« — «' = a' •+-&«+; 6a6 = I, ^ (non è mai I, = 0) 

dove I» = 4^ 4 Z quando a =: b (mod. 2), cioè quando * ed y risultano pari ; 
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ed L = ^4K-h ì quando a e b sono uno pari e Taltro dispari, cioè quando 
t ed y risultano dispari. 

Determinati cosi i valori di t e di y in funzione di due numeri interi qua- 
lesivoglia a e b, per determinare i corrispondenti valori z, ed Xt ài s e ài x 
si distinguano i due seguenti casi : 

i.^ Caso. Se L = ± 4Ky poniamo 

X, -h 2, = 2c Xa — 5, = + 2d con c^rf>0 e ed =^ K. 

Avremo 

fic, = e 4- d -y, = e — d per X > 0, Xa = e — d ^# = e -4- d per iC < 0. 

Se Xs e Zt sono dispari, insieme al sistema a? = a?« , y = y, ^ z = s^ , 
t =z ta , dovremo considerare Taltro a? = y* , y = a:, , ;? = «,, t = t, . 
2.^ Caso. Se JL = + 4^+l, poniamo 

Xa -^ Za = e Xa — Za = ^ d con c^d>0 e c d = L, 

Avremo 

e -h d e — d ^ e — d e -h d ^ ^ n. 

Xa = — — Za = —^ per iC > 0, a?, = — — Za = — ^ per Z < 0. 

Evidentemente, per K ^ sarà e ^ cJ (mod. 4), e quindi risulteranno 
X dispari e z pari ; per K <^ e e d divisi per 4 danno resti disuguali e 
quindi ancora risulteranno x dispari e z pari. 

139*. Inscrivere in un cerchio dato un quadrangolo, dati due lati contigui 
e tale che due suoi lati opposti siano inversamente proporzionali agli altri due. 

Dimostrare poi che conducendo da un punto fuori del cerchio le sei per- 
pendicolari ai quattro lati e alle dice diagonali di sifatto quadrangolo, la somma 
dei due rettangoli delle perpendicolari condotte a due lati opposti ed ai rima' 
nenti è equivalente al doppio rettangolo delle perpendicolari tirate alle diago- 
nali. (S. Gatti). 

Soluzione del Sig. Af. Piattelli, alunno del R. Liceo di Bari. 

I. Sia il cerchio dato e siano AB, BC i lati dati. Tirisi AC e per B 
la bisettrice dell' /_ ABC, che incontra A C in G, Diviso l'arco ABC per metà 
in F e condotte FGD, AD, BC, il quadrangolo AB CD sarà quello richiesto. 

Infatti poiché arco AF= FC, sarà /, ADG = GDC e perciò si avrà 
AD:AG = DC:CG, d' altra parte perchè Z A B G =:^ G B C segue 
AB: AG = BC: CG onde AB : AD = BC: CD. 

II. Rammentando poi che se M è un punto del piano del quadrangolo 
AB CD, si ha: 

A ABM.S CDM^ ^BCM.^ ADM = A ACilf. A BDM Q, 

(*) Baltbsr. Trig. § 7,13. — H Sig. PiatteUi dà Teramente la dlmoatrasione di questa iden- 
tità, che non riportiamo 1» per esigensa di ipasio, 8» perchè a un dlpreno il procedimento da 
Ini segnilo si riduce a Terifleare che se a, ò, e, d sono quattro rette del piano uscenti dallo stesso 
punto e oon (a, ò, e, d) sindlca il loro rapporto anarmonico nell*ordIne in cui sono scrìtte, sussiste 
la nota identità : 

(a, l, Cy d) + (a, tf, h, d) = 1. [y, d. Red ]. 

8 
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abbaesando da M le perpendicolari 3fJV, A/P, MQ, MR, MS, MT sui lati 
AB, BC, CD, DA e sulle diagonali AC, BD, rispettivamente, segue 

AB,MN.CD.MQ^BC.MP.AD,MR = AC . MS , BD .MT, 

Ora pel teorema di Tolomeo, applicato al quadrangolo AB CD, si ha AC.BD =^ 
AB.CD-hBC.AD e per I) è AB.CD = BC.AD onde AC.Bi)= 2.BC.AA 
cosicché, sopprimendo nell'ultima eguaglianza i fattori comuni, risulta infine 

MN, MQ 4- MP. MR = 2MS.MT e. d. d.. 

169'. Se in un triangolo rettangolo il semicerchio descritto sul cateto mag^ 
giore con diametro uguale al cateto minore, tangenzialmente a questo cateto, 
è tangente all'ipotenusa, i lati del triangolo stanno fra loro come 5:4:3. 

(M. Piattelli). 

Dimostrazione del Sig. E, Lugaro, alunno del R. Liceo Garibaldi di Palermo. 

Sia ABC un triangolo rettangolo in A, AC '^ AB, e ADE i\ semicerchio 
di centro descritto sul cateto A C con diametro AE = AB, tangenzialmente 
ad AB ; sia ADE tangente air ipotenusa BC in D. Dico che B Ci AC: AB = 
5:4:3. 

Si conducano OD, GB, AD, DE: poiché BO e DE sono entrambe per- 
pendicolari ad AD, sono parallele, e quindi EC:DC= OE:BD; ma 
BD = AB, AB = 20E, àa. cui DC == 2EC. Dalla similitudine dei trian- 
goli AFB, ODB si ricava BF: AF= BD: OD, e perciò BF= 2AF; 

1 1 

ora BF: AF = AF : OF, quindi FO = -r B F, epperò FO = -B^'^ ^ 

2 
sendopoi DE:FO=AD:AF, si ha DE= 2 OF = —BO, ma BO:DE = 

2 2 2 1 

BCiDC, quindi DC = -^ BC = -^ B D = — AB, ed EC=^~AB. Go- 

D ó ò 6 

sicché segue : 

2 5 14 3 

B0 = AB-4-yAS = yAB; AC = AB-|-yAB= -- A5; AB=:—AB', 

e finalmente B C : A : A B = 5 : 4 : 3 ; e. d. d.. 

Dimostrazione del Sig. B. Armano alunno del R. Liceo di Alessandria. 
Sia ABO un triangolo rettangolo in B. Se il semicerchio DEB, descritto 
com' é detto nel teorema, tocca A C in F, poiché si ha 

'AC^^AÌ^ + BC^ e AC* = AF*-f-FÒ*-t-2AF.FC, 
AB^:=:AB,AD-Jf AB,DB, 'AE^ = AB . AD , EC= BC=DB 

con sostituzioni opportune nella prima eguaglianza, si ricava 2 A F . F = 
AB.EC e quindi 2AFz=AB, da cui AB* = 4 AF* = 4AB. AB e 
AB = 4AB, AF=AB:2 = 2AI). Segue BC=EC = AB — AD = 3AD, 
AC = AF-H-F0=2Ai)4-3A2)=:5Al). Si ha dunque AC: AB : BC=z 
5:4:3. 
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Dimostrazione del Sig. G. Tirella, licenziato dal R. Liceo di Modica. 
Indicando con a V ipotenusa e b, e (fi ^ e) i cateti di un triangolo che 
soddisfa alle condizioni dell'enunciato, la superficie del triangolo, circoscritto al 

semicerchio di raggio — , sarà (a 4- &) -j , ma d'altra parte questa superficie 

he b bc 

è anche espressa da — , cosicché y^'^b)-j- = — , donde a •+- ft =i 2 e. As- 

sociando a quest'eguaglianza, Taltra a^ i=z b^ -i- ó^ ed eliminando dalle medesime 
prima a, poi &, si ottiene successivamente 3c=:4ò, 4a = 5c, ossia 

b e e a a e b 

3". — T' T = "5'' ^*'"'*^ 5" = T= 3" ^*)- 

170". Trovare tre numeri continuamente proporzionali^ dei quali la somma 
sia 20 e la somma dei quadrati 140. 

(ùdXV ArithmeHca universalis di Newton). 

Soluzioni completamente analoghe dai Sigg. V. Columbo, studente a Napoli ; 
V. Correnti, studente a Palermo ; E. de Vito e L. Perrotti, studenti a Roma ; 
M. Piattelli, alunno del R. Liceo di Bari. 

Siano Xf y, z ì numeri richiesti. Si avranno le tre equazioni 

a? 4- y -4- <« == 20 ; a?* + y* + ^' = 140 ; a)zi= y\ 

Elevando al quadrato i due membri della prima e sottraendo la seconda, membro 
a membro, si ricava a;t/ + a?^+y^ = l 30, e, per la terza di esse : 

xy + y^+yz=\ZO o y(x -h y -^ z) = \30 ; 

ma » + 1/ -f- z =: 20, onde 

130 13 27 . 169 

a? = -2o" = Y' a?4-^ = 20 — y = Y , xz = y^ = —^-' 

I valori ài X e z saranno quindi le radici deirequa/ione quadratica 

27 169 

27 ± 1/53 27 -j: 1/53 

ossia X = . z =z -r • 

4 4 

Soluzione del Sig. F. Mariantoni, già studente a Roma. 

Indichiamo con a la somma dei tre numeri cercati, che rappresenteremo 
con 07, y, a — (x-h y), e con &* quella dei loro quadrati. Per trovare a? ed y 
avremo da risolvere il sistema delle due equazioni 

X :y zziy :a — (a? 4- y) ; a* 4- y* ■+- [a — (a? H- y)]* = ò«. 



(«) Altre dimostrazioni pervennero dai Sigg. V. Oolumbo; B. de Vito; L. Perrotti; V. Gerra 
e Q. Mttxtay alanni del R. latitato teenieo di Piacenza; R. Scouzari e dalla Sig* F, Prime a 
Bruxelles. 
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Sviluppando, da queste si deducono le altre 

gg/i ^ yt ^ xy — ax = 0; a?*-Ht/*4-a;// — a» — ay:^(6* — a*): 2. 

Sottraendo membro a membro si ricava : 

a' — &« 



y = 



2a 



Questo valore sostituito nella prima delle precedenti equazioni porta alla qua- 
dratica 



a?* 



dalla quale si ha 

» — ^ . 

Per la possibilità del problema debbono aver luogo le condizioni 
3ò« ^ a« ^ — a« = 3 &♦ o &« = 3a« , 

sicché i due numeri a e à non sono fra loro indipendenti. Nel caso particolare 
di a = 20, 6* = 140 le condizioni di possibilità sono soddisfatte e dai valori 

13 27-1-1/53 

di V ed £0 trovati si deducono i valori numerici y = -^ , x = ^ • Il 

Z 4 

27 q: 1/53 

terzo numero sarà poi -s = 20 — (<» 4- 1/) = j 0« 

172*. Dato un triangolo ABC, siano B' e C » punti in cui le per pendi-' 
colari innalzate sul lato BG, nei vertici B, G, incontrano i lati AG, AB. 
Dimostrare che la retta B'G' è perpendicolare alla retta che unisce il centro 
del cerchio circoscritto col punto medio delV altezza relativa al vertice A. 

(V/» F. Prime). 

Dimostrazione del Sig. Armano Biagio^ studehte nel R. Liceo di Alessandria. 

Sia il centro del cerchio circoscritto e Z), i? i punti medi dei lati AB, 
AC, Si conducano OD^ OE^ DE e per la perpendicolare a B'C che incontra 
DE in F. È facile vedere che Z FDO= Z 5'J?C', Z DOF= Z BCB'; 
l OFF = l B'CC, Z EOE = Z C'B'C, perchè aventi due a due i lati 
perpendicolari, perciò i due triangoli DOF^ BC'B' come pure EOF, QB'C 
sono simili e si hanno le proporzioni FO : B'Cf = FD : B^B e F0\ CfB' = 
FÉ : ce, da cui segue FD : FE= B'B : C'C. Ma poiché anche i triangoli 
ABB\ A ce sono simili, si ha B'B : CC = B'A : CA = B A' : CA\ onde 
FD : FE= A'B : A'C. Chiamando ora JP' il punto in cui DE incontra l'al- 
tezza A A' punto che, in seguito alla costruzione fatta, risulta il centro di A A\ 
si ha ancora F'D,: F'E = A'B i A'C, cosicché FD : FÉ = F'D : F'E ciò 

{*) Un'altra oolozione venne inTlata dalla Slg." Ved.* P. Prime a Bruxelles. 



— es- 
che conduce a concludere che F^ coincide con F, La retta passante per e 
pel punto medio di A A' è dunque perpendicolare a B'C\ 

Osservazione, La dimostrazione precedente suppone che F cada ueirinterno 
di DE^ ma con leggere modificazioni essa è adattabile anche al caso in cui ciò 
non avvenga. 

173", In un triangolo isoscele di base costante P il luogo geometrico dei 
centri delle circonferenze ex-inscritte è un* iperbole equilatera, 29 il luogo geo- 
metrico incontro della mediana di uno dei lati eguali con l'altezza dell'altro 
è un'ellisse ; che ha per asse maggiore la base del triangolo. 

(G. Bellacchi). 

Dimostrazione del Sig. Prof. U. Ceretti a Rieti. 

Il triangolo dato sia A J? C e sia AB = 2b la base costante ed A C = 
BC = a il lato uguale variabile. Come sistema di assi coordinati x ed y pren- 
dasi la base AB e V altezza C 0. Risulta intanto evidente la simmetria dei 
luoghi rispetto ai due assi coordinati. 

1." Prolungato AC in Le condotta FC bisettrice dell* / LCB, retta che 
è parallela ad AB, su FC si troverà il centro della circonferenza ex-inscritta 
relativa al lato GB. Sia P questo centro, la sua ordinata y sarà =€0 e 
condotta la perpendicolare PR a BC, sarà P^ il raggio della circonferenza 

2A A 

medesima. Ma, com*è noto, P R = — : -r-r =-r~ ^ S = b . CO, onde 

a 4- zo — a t) 

PR=CO = y, Ora dai triangoli simili CPR, B CO sì ha, CP : PR==^ BCi CO 
ossia X : y = a: y, donde ricavasi a=ix» Ma dal triangolo ^ CBO si ha ancora 
JSC^ — CÒ^ = OB^ ossia a?* — y* = &', cosicché il luogo cercato è un' iper- 
bole equilatera di asse reale AB. 

2." Si conduca l'altezza A E, relativa & CB, e la mediana B3f, relativa 
ad A C, che si tagliano nel punto variabile P e da P la P Q perpendicolare 

ad AB, cosicché 00 = 0?, PQ = y. Dai triangoli simili BPQ, BNO si ha 

CO h 

P Q : QB = N : B, ossia, ponendo mente che N = — ^ = -^p , 

y : b — X = -^ : b e dai triangoli simili A PO, CBO si ha PQ : QA = 
BO : CO, cioè y : b -{- x = b : h. Moltiplicando termine a termine questa 
proporzione colla precedente, segue y* : &* — a?' = -^ : 1, ossia 

x^ ty* 

' ^ =1. 



ft« 



il luogo cercato è dunque un'ellisse avente AB per asse maggiore e — -=: per 



asse minore (*). 



ys 



(*) Un'altra dimostrAsione analitica pervenne dal Slg. V. OolumhOf studente nella R. Unlver- 
aiU di NapoU. 
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Dimostrazione della Sig.* V.* F. Prime a Bruxelles. 

1 .** Sia ABC (AB = AC) il triangolo considerato, AD V altezza relativa 
a BCt E lì punto in cui la bisettrice di B incontra A D ed F il punto in cui 
BE incontra la perpendicolare C F a, CE, Si sa che F è il centro del cerchio 
ex-inscritto nell'angolo B del triangolo ABC; e, siccome le rette CF, BF 
formano angoli complementari con B C, il luogo di F è V iperbole equilatera 
di cui BC è Tasse trasverso e 2) il centro. 

2.** Sia ABC (AB = AC) il triangolo isoscele, AD l'altezza relativa a BC, 
G il punto in cui la mediana BE incontra l'altezza CF ed ZT, / i pùnti in 
cui queste rette tagliano AD, 

1 1 o 

Si ha DI1,DI = —AD.DI = — BD e risulta da ciò che il luogo 

di ^ è l'ellisse di cui BC è Tasse maggiore, D il centro e il cui asse minore 

, BC,t/3 
vale o • 

Osservazione, Cerchiamo ancora il luogo geometrico dei punti d'intersezione 
delle bisettrici e delle altezze dagli angoli alla base. 

Sia M il punto in cui la bisettrice interna di B incontra Taltezza condotta 
da C e P il punto in cui quest' altezza incontra la perpendicolare BP alla 
base. Si ha lPMB = PCB-hMBC=^BPA'hMBA = PBM, da cui 
P M = PB. 11 luogo di M è dunque la bolla della strofoide retta avente BC 
per asse, C per polo e B per punto doppio. 

Se M' è il punto in cui la bisettrice esterna, tirata da B, incontra CJIf, 
il luogo di M' completa la strofoide incominciata da M, 

Infine i punti analoghi ai punti Af, M' sulla bisettrice dell'angolo C gene- 
rano una seconda strofoide retta avente B per polo e C per punto doppio. 

Ecco poi alcuni altri luoghi che si trovano facilmente : 

1 .^ 11 luogo dei punti d' intersezione delle altezze abbassate sui lati eguali 
con la parallela alla base condotta pel vertice si compone di due parabole. 

2.^ Le mediane corrispondenti ai lati eguali incontrano la parallela alla 
base condotta pel vertice in punti il cui luogo è composto di due perpendico- 
lari alla base. 

3.^ Le tangenti al cerchio circoscritto si tagliano in punti il cui luogo è 
un sistema di due parabole aventi per direttrice comune Taltezza del triangolo 
e per fuochi le estremità della base di questo triangolo. 

174*\ Ad un dato triangolo rettangolo circoscrivere una parabola i° con 
Vasse normale all'ipotenusa^ 2^ con il vertice coincidente con quello dell* angolo 
retto, (G. Bellacchi). 

Soluzione del Sig. Prof. V. Carpaneto ad Acqui. 

1.° Sia ABC un triangolo rettangolo in A. Se Tasse della parabola, il 
quale deve passare pel centro dell' ipotenusa, si prende come asse delle a? e la 
tangente nel vertice come asse delle y, l'equazione della parabola è «/' = jo a?. 
Sostituendo le coordinate a?^ , t/j ed a?^ , y^ dei vertici B ed A e sottraendo 
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membro a membro si ottiene y ^ — i/* = p (a?^ — o?^), ossia (y ^ -+- yj {y^ — y^ = 
p (a;. — 09^). Se con m ed n si indicano i segmenti dell* ipotenusa e con h 
l'altezza corrispondente si ha dunque m n = j? A ed a cagione della nota rela- 
zione «in = ^' ne segue p = 1u Se ne deduce che la perpendicolare condotta 
per A alla congiungente A col punto medio deir ipotenusa sega T asse della 
parabola nel vertice di questa. La parabola è quindi costruita. 

2/ Si assuma un sistema d' assi ortogonali con V origine in A e sia asse 
delle X r asse stesso della parabola, il cui angolo col cateto A B si indichi 
con 6 ; siano parti positive degli assi quelle che comprendono il vertice C ; si 
indichino inoltre con & e e i cateti A C ed A B rispettivamente. Le coordinate 
x^ , y^ del punto C si possono esprimere in funzione di ò e e si ha o^^ = èsenO, 
y^z= b cos 6 e quelle del punto B in funzione di e e e si ottiene x^ == ccosO, 
1/j = — csenO. Sostituendo neirequazione della parabola y^=px si avrà il 
sistema di equazioni atte a determinare ;) e 

6* cos* ^ = pb sen 6 , e' sen* 6 = p e cos 6 . 

Dividendo membro a membro si ottiene 

b 
b cos'd : e sen* 6 = sen 6 : cos 6 ossia tg' = — ; 

questo risultato suggerisce per Tasse della parabola la seguente costruzione: si 
descrìvano due parabole, una delle quali abbia per asse la retta A B con para- 
metro uguale & b e Taltra abbia per asse la retta A C con parametro uguale 
a e ; la congiungente il punto A col secondo punto d' intersezione reale delle 
due parabole è Tasse. L'equazione della 1*^ è infatti (essendo assi delle coordi- 
nate due rette coincidenti coi cateti) y'*.= bx e quella della 2" y = — x**- e 

b y'^ b 

moltiplicando membro a membro si ha t/*^ = — a?^ ossia - .^ == tg^ 6 = — . 

Ad una qualunque delle due parabole ausiliarie si può sostituire un circolo di 
equazione lo? ^1 -+-ly — -^1 =- -i » che facilmente si traccia. 

Nota la posizione delTasse, si costruirà graficamente il parametro nel modo 
solito e quindi la parabola. 

175*'. Per i vertici A, B della base di un triangolo isoscele si può sempre 
descrivere una parabola, il cui fuoco giaccia nell* ortocentro H ; quali devono 
essere gli angoli A = B del triangolo isoscele affinchè la parabola passi pure 
per G ? (G. Bella ceni). 

Risposta della Sig." V.* F. Prime a Bruxelles. 

Sia D il punto in cui la perpendicolare AD Sk C A è incontrata da. C H 
ed ^ il piede di CE su AB. Esisterà una parabola rispondente alle condizioni 
delT enunciato se ED ^ 4 CE. Ma CE = A J? . cot C= — A JB . cot 2 A e 

1 1 

DE = — AB , tan E AD = — AB .coi A. Si dovrà dunque avere 

1 1 — 4 4-4tan'A 
-^ cot A = — 4 . cot 2 A r— = —7 — » 

2 2 . tan A 2 tan A 
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da cui 



j/5 
tan A = — - - 



ossia A = 48»ll'22",86. 



Per costruire geometricamente Tangolo A, osserviamo che cos A = — , si 

ó 

prenderà dunque un triangolo isoscele di base A B = 4 e di Iati AC =z CB = 3. 



-M^JS^ 



QUISTIONI PROPOSTE O 



** 



Dimostrare le seguenti soluzioni dei problemi : 



« Date in un piano due rette u, 
u' ed un punto U\ tracciare, con la 
sola riga, la retta che unisce V al 
punto uu\ senza far uso di quest'ul- 
timo punto ». 

Si tirino le rette arbitrarie l^ t^ p 
delle quali le prime due passino per 
U\ e si ponga p(u, ì) ^N, L ; 
ul ^ M ; u'I' ^E Af'. Preso poi un 
punto ai*bitrario S ài MM\ si ponga 
SN.u' ^ N\ SL,r ^ L\ La 
retta N'L' taglierà p in un punto 
U'^ della richiesta retta; sicché que- 
ste sarà la U'U'\ 



« Dati in un piano due punii £7, 
C/' ed una rette u\ trovare con la 
sola riga, il punto comune ad u^ ed 
alla rette UU\ senza far uso di 
quest'ultima rette ». 

Si segnino i punti arbitrarli Z, 
L\ P dei quali i primi due giacciano 
sopra u, e si ponga P(U^ L) ^ «, l; 
UL ^m; W ^ m , Presa poi 
una retta arbitraria s di mm si ponga 
sn. U'^^n, sl.L'= f. 11 punto nY 
sarà proiettato da P con una retta 
w" del punto richiesto ; sicché questo 



sarà u u . 



Far rilevare che le due precedenti soluzioni, mentre non richie- 
dono maggiore numero di costruzioni di quelle già conosciute, pos- 
sono ciascuna servire a risolvere tanto il problema a sinistra che 

quello a dritta. 

A. Del Re. 



►**. Applicare entrambe le costruzioni indicate neiresercizio 
precedente a risolvere con la sola riga il problema : 

« Date, in un piano, due rette parallele ed un punto, tracciare 
pel punto la parallela alle due rette » ; 

e poi mostrare come la costruzione a dritta, opportunamente appli- 
cata, diventa una soluzione nota del problema : 

« Nel piano di un parallelogramma tracciare, con la sola riga, 
una parallela ad una data retta ». 

A. Del Re. 

{*) Le questioni contrassegnate con sempUce aaterisco lono Indfrlszate agli alunni delle scuole 
secondarie, quelle distinte eon due asterisohi sono dirette in particolar modo agli studenti delle 
scuole superiori, senza eseludere qualsiasi altro studioso. 
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*. I tre punti simmetrici di un punto M di un circolo, 
rispetto a tre rette passanti per il centro di questo, sono vertici di 
un triangolo che rimane costante nella forma e nella grandezza, al 
variare di M sul circolo. 

G. BiASi. 



►*. I tre punti simmetrici di un punto M, preso sul circolo 

circoscritto a un triangolo A B C, rispetto ai lati di questo, sono in 

una retta, e tutte le rette che si possono ottenere in tal modo, al 

variare di M sul circolo, passano per uno stesso punto, l'ortocentro 

del triangolo. 

G. BiASi. 

806*. Dati i tre punti simmetrici del centro del circolo circo- 
scritto ad un triangolo, rispetto ai lati di questo, si costruisca il 
triangolo, studiando le relazioni fra il triangolo domandato e quello 
che ha per vertici i punti dati. 

G. BiASi. 

807"". a) Essendo date, nel piano, due direzioni A X, A^ X^ 
uscenti dai punti Aj Ay , e un punto P esterno ad esse, trovare 
nelle direzioni medesime i punti B, Bi in linea retta con P e tali 
che sia AB =s^ Ai B^ . 

h) Applicare questo problema alla risoluzione dei seguenti : 

1° Diminuire i lati di un rettangolo di uno stesso segmento, in 
modo da ottenere un nuovo rettangolo equivalente ad una parte del 
primo, determinata da una retta parallela a un lato. 

2° Costruire un arco di circolo tale che la somma della sua tan- 
gente e della sua cotangente sia eguale a 4 (o ad un altro numero 
dato). [Esami di licenza degli Istituti tecnici^ 1890-91], 

3° Costruire due archi, essendo date la loro somma e la somma 
delle loro tangenti. [Esami di licenza degli Istituti tecnici^ 1892-93]. 

G.* BiASi. 



I*. Dati più numeri Oj, o^, .... a^ non tutti multipli di un 
numero m, dimostrare, indipendentemente dalla teoria dei numeri 
primi, che il minor numero 6 pel quale i prodotti a^h ^ a^b , . , , . a^b 

sono divisibili per w, è un divisore di w. 

G. Ceccaroni. 

v/ SO©**. Risolvere Tequazione 

/ a* -f- 6^ 

aj5 — 5aa^ — òbx 5 — = 0. 

ab 

F. Giudice. 
9 
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"" 8 IO*. Considerando un segmento sferico a due basi come somma 
differenza di due segmenti aventi per base comune un cerchio mas- 
simo della sfera - i cui volumi sono dunque da esprimersi con 

-~(2^-|-rf) e -~(2i?-+-r|) - trovare la nota formola pel vo- 

lume del segmento sferico a due basi qualunque. 

A. Lugli. 

^ m » 



RIVISTA BIBLIOGRAFICA 



GINO LORIA. — Le Scienze esatte neW antica Grecia, Libro I. I geometri 
greci precursori di Euclide (pp. 168 in 4*, con 2 tav.). — Dalle Memorie 
della R. Accademia di Scienze, Lettere ed Arti di Modena. Voi X, Serie li. 

Fra i motivi ai quali si deve questo poderoso lavoro, vi ha il « desiderio 
di mostrare col fatto come Tltalia non rimanga spettatrice passiva dinanzi ai 
progressi che va facendo la storia delle matematiche », come TA. avverte nella 
prefazione ; fra i motivi che ispirarono quest*articolo, tacendo di quella qual- 
siasi utilità che può presentare per glHnsegnanti matematiche nelle nostre Scuole 
secondarie, vi è quello che Tltalìa sappia un pò* meglio ciò che sì fa dagli 
italiani e non accada lo sconcio che mentre certi lavori come questo, nati fra 
noi, e che soltanto per la genialità loro dovrebbero trovare numerosi lettori, 
riscuotono plauso e diffusione al di là dei confini, restino qui negletti e pres- 
soché sconosciuti O- ^°2i questo motivo principalissimo, mi valga di scusa, se, 
poco addentro negli studi storici delle matematiche, mi sono messo al cimento 
di dare qualche notizia del nuovo contributo che il prof. Loria ha portato alla 
storia delle Scienze esatte, sul merito del quale, con intenzione, mi astengo 
da qualunque apprezzamento. 

Intanto a tratteggiare il jnetodo di sviluppo e discussione seguito in questa 
memoria vale il seguente periodo del preambolo : « Alcuni rimprovereranno al- 
Tautore la tinta di dubbio comune a tutta Topera presente ; essa è Fespressione 
del convincimento che allo storico debba essere compagno costante un oculato 
scetticismo se non un cieco pirronismo, per ascrivere fra i veri solo i fatti che 
è impossibile porre in discussione; essa toglie forse all'esposizione un pò* di 
storica maestà ; ma fu da noi prescelta, tanto perchè corrisponde alle nostre 
opinioni,' quanto perchè essa fa più schiettamente apparire la distinzione fra i 
problemi definitivamente risolti ed i problemi la cui soluzione attuale, non es- 
sendo di quelle in cui il desiderio si acquieta, più urgentemente reclamano le 
cure degli studiosi.... ». 



(*/ y. l^anallfli di questo steno layoro, dovuta al chiaro storico francew P.Tannery, nel Bul- 
letin de» Sciencet Mathématiqxu», Voi. XVHI, Janvler 1894. 
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Questo F libro, come indica TA., si riferisce al periodo avente per origine 
ristante in cui nel mondo greco appare la prima personalità scientifica spiccata 
e si chiude con lo sfacelo deirimpero di Alessandro il Macedone : esso com- 
prende airincirca tre secoli. Epoca in certa misura dì preparazione alla ricerca 
scientifica anziché di vera scienza. 

Il lavoro consta di sei capitoli, ossia: I. Sguardo generale sulla geometria 
greca pre-euclidea, II. Talete e la Scuola ionica. III. Pitagora e la Scuola ita- 
lica, IV. Eleati, atomisti, sofisti, V. Pitagorei e Pitagoristi, VI. da Socrate ad 
Euclide — e di due appendici ; la prima contenente un cenno delle ricerche 
geometriche compiute nell'antichità da gli Egiziani ed i Babilonesi, la seconda 
un'analisi della restituzione del Viviani dei LtMghi solidi di Aristeo Seniore. 

I principali personaggi di cui sono enumerate, per quanto è possibile, e di- 
scusse le produzioni matematiche, oltre ai Capi scuola, sono : Anassimandro e 
Anassimene. Zenone d'Elea, Oinopide, Anassagora, Democrito, Ippia. Ippocrate 
da Ghio. Antifonte e Brisone, Archita da Taranto. Platone. Leodamante e Leone, 
Teeteto ed Erm etimo. Aristotele. Eudosso da Guido. Menecmo ed Aristeo. Di- 
nostrato. 

La parte in qualche modo teorica del lavoro comprende : la genesi delle tre 
proporzioni aritmetica, geometrica ed armonica — Tillustrazìone dei problemi del- 
Tapplicazione semplice, in eccesso e in difetto delle aree, dovuti ai Pitagorici (*) 
— la dimostrazione che, al dire di Eudemo, usavano fare i Pitagorici del teo- 
rema : la somma dei tre angoli di un triangolo è uguale a due retti — la ge- 
nesi e la proprietà caratteristica della quadratrice di Ippia, non che l'applica- 
zione di questa curva alla quadratura del circolo dovuta a Dinostrato — un 
ampio sviluppo delle quadrature di diverse lunule eseguite da Ippocrate da Ghio 
e la tentata applicazione alla quadratura del circolo — i metodi di Archita e 
di Platone, come vengono riferiti da Eudemo il primo e da Eutocie il secondo, 
per l'inserzione di due medie proporzionali fra due rette date, problema dal 
quale si può far dipendere la duplicazione del cubo, inoltre un^tentativo di re- 
sti tuzione_^del metodo seguito da Eudosso per la soluzione dello stesso problema 
e le due soluzioni di questo dovute a Menecmo, riportate da Eutocie, soluzioni 
che starebbero a dimostrare la scoperta per parte di Menecmo medesimo ^ delle 
tre sezioni coniche, finalmente i tentativi fatti per costituire gìì^Elementi pri- 
ma di Euclide. 

Del resto per chi voglia farsi un concetto abbastanza completo del conte- 
nuto di questa memoria storica del prof. Loria, nelle sue linee generali, ^[^non 
saprei far meglio che riportare per intero, salvo le note, l'ultimo paragrafo della 
medesima, che è il seguente : 

« Menecmo, Dinostrato ed Aristeo formano la retroguardia^ della schiera dei 
geometri greci precursori di Euclide. Intorno alle loro persone e alle loro opere, 
non meno che intorno a quanto concerne coloro che li precedettero, si avvolge 
un fitto velo, il quale fa sì che di tutta la geometria greca pre-euclidea siano 



(*) Problemi ohe In aostonzs eoodaoono alU riaolassione geometriea delPeqaais. m^ -{-pz -{-q^ssO, 
in tutti i cui in cai ha radici reali. 
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mal sicuri i contorni e sbiadite le tinte. Tuttavia un esame attento di quanto 
racchiudono le pagine precedenti consente di formarsi un concetto generale ab- 
bastanza precìso del periodo ora studiato, sufficiente almeno a misurare e va- 
lutare le cognizioni geometriche che si avevano prima di Euclide, a sradicare 
in conseguenza il pregiudizio che gli Elementi del grande insegnante alessan- 
drino siano opera completamente originale. 

Infatti, tale esame rivela resistenza di un uomo e di una scuola — Talete 
e la Scuola jonica — donde proviene il bagliore antelucano che annunzia Talba 
della matematica greca. A Talete si deve il trasporto in Europa dei germi delle 
scienze esatte ed i primi tentativi di coltivarle ; e se ai suoi seguaci non siamo 
debitori di qualche importante scoperta matematica gli è che la di lui tendenza 
alle ricerche fisiche si accentua siffattamente ne' suoi discepoli e continuatori da 
far porre da essi in non cale le investigazioni di matematica pura. 

Ma, scomparsa la setta dei fisici Jonii, appare un altro uomo e vengono 
gettate le basi di un'altra scuola — Pitagora e la Scuola italica — nella quale 
sembra ragionevole collocare le scaturigini del maestoso fiume delle investiga- 
zioni geometriche. Ivi con lo sviluppo della dottrina dei rapporti e delle pro- 
porzioni, lo studio dei problemi di applicazione delle aree e Tintroduzione delle 
quantità irrazionali, vengono approntati gli strumenti che magistralmente usa- 
rono Euclide ed Apollonio e ai quali deve sempre chiedere aiuto chiunque vo- 
glia seguire le luminose loro traccie. Lo sfacelo della comunità pitagorica non 
spegne l'entusiasmo per la matematica negli ammiratori e seguaci del filosofo 
di Samo : tanto vero che noi troviamo in Ippocrate da Ghio e Archita da Ta- 
ranto, tardi discepoli di Pitagora, due strenui combattenti per la ricerca del 
vero geometrico. Né le altre sette filosofiche, che da poi pullularono in Grecia, 
stettero indifferenti al progresso delie scienze esatte : lo dimostra quanto sap- 
piamo intorno a Zenone e Democrito, ad Anassagora ed Ippia, a Platone e Ari- 
stotele, e alla falange di studiosi che da questi vennero istruiti o diretti. 

Grazie al concorso di tanti ed elevati ingegni, vengono gettate così solide 
basi dell'edifìcio geometrico, che parecchi credono giunto l'istante di organizzare 
in un corpo di dottrina i risultati delle investigazioni compiute ; vengono inol- 
tre studiati a fondo i tre importanti problemi della quadratura del circolo, della 
duplicazione del cubo, e della trisezione dell'angolo, e ciò porge Toccasione per 
aggiungere alla linea retta e alla circonferenza altre linee più complicate, piane 
e a doppia curvatura ; sono poi determinate le proprietà e fatte delle notevoli 
applicazioni di quelle celebri curve che Keplero doveva più tardi ravvisare come 
le trajettorie degli astri ; e il concetto d'infinito fa timidamente il suo ingresso 
nella matematica, ove era destinato ad occupare ben presto una posizione di ec- 
cezionale importanza. 

Nello stesso tempo anche i metodi di ricerca e di esposizione delle verità 
geometriche vengono fatti oggetto di studio ; si arriva cosi al metodo di ridu' 
zione dovuto ad Ippocrate, al metodo analitico formulato da Platone, al metodo 
di esattstione così brillantemente applicato da Eudosso. D'altra parte, con l'in- 
troduzione del diorisma, Leone segnala un importante complemento che esige la 
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soluzione di ogni problema, mentre, colla determinazione delle condizioni d*in- 
vertibilità di un teorema, Menecmo porge un mezzo potente per fare scaturire 
delle proposizioni da altre. Di più la logica, che da tanti intimi legami è con- 
giunta alla matematica, subisce potenti impulsi dalla dialettica, dalla sofistica 
e dairinsegnamento di Socrate, e riceve in conseguenza tali perfezionamenti che 
Aristotele crede giunto il momento di esporne i canoni in un'opera destinata a 
rimanere classica per lungo volgere di secoli. 

Se si aggiunge che Tinsegnamento dei sofisti spargeva per la Grecia tutta 
le nozioni scientifiche ; che da tempo era stata vinta Tinnata avversione dei 
Greci verso la scrittura, con la quale sembrava loro un tempo che la parola 
irrigidisse ; che le opere scritte, le quali si cominciarono a raccogliere ad Atene 
sotto Tarcontato di Euclide, furono da poi serbate con religiosa cura e notevol- 
mente accresciute per merito specialmente di Euripide ed Aristotele talché of- 
frivano probabilmente, prima della caduta delFindipendenza greca, un ricco ma- 
teriale a chiunque aspirasse a dedicarsi alla scienza ; che finalmente il com- 
mercio librario era venuto tanto in voga durante la guerra del Peloponneso che 
era sorto un numeroso ceto di amanuensi e librai, provveditori discreti del mer- 
cato librario d'Atene : si vedrà che tutto sembrava cospirare a che sorgesse un 
periodo di singolare floridezza per la scienza in genere e per la geometria in 
ìspecie. Questo periodo non si fece attendere ; esso cade nell'epoca greco-alessan- 
drina, e, per l'analogia che offre col tempo in cui le lettere latine raggiunsero 
la loro massima perfezione, vien da noi riguardato come il periodo aureo della 
geometria greca. Lo studio delle opere che ad esso appartengono è appunto 
l'oggetto del Libro seguente ». 

A quest'ultimo ne seguirà poi uno sugli astronomi e geodeti greci in quanto 
contribuirono al progresso della matematica pura. Il IV libro sarà destinato 
all'epoca di decadenza, il V ed ultimo riguarderà l'aritmetica dei Greci da Pi- 
tagora a Diofanto. 

A. Lugli. 

JOSEPH GILLET — Thèorie des plans hypercycliques des surfaces du second 
dégré. 

In questo articolo, che ha vista la luce nel voi. XII del Mathesis, l'egregio 
Autore si propone di cercare e studiare la distribuzione dei piani che segano 
una superficie del 2* ordine secondo iperboli equilatere. A questi piani egli dà 
il nome di ipercicUci, per analogia, sebbene non molto giustificata, del nome 
di ciclici che ordinariamente si dà a quei piani che tagliano detta superficie 
secondo circonferenze di cerchio. 

L'Autore comincia dall'osservare che le sole quadriche le quali possono for- 
mare oggetto della sua ricerca sono, come è visibile a priori : gli iperboloidi 
(ad una o a due falde), i coni (inclusi in questi i cilindri iperbolici) ed i pa- 
raboloidi iperbolici; forse non sarebbe stato inutile far menzione della coppia 
di piani, in qualità di quadrica doppiamente degenerata, nel qual caso il pro- 
blema si riduce ad una quistione di geometria elementare. 
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La ricerca è fatta a base di considerazioni analitiche. Si scrivono le equa- 
zioni delle diverse quadriche ridotte alla forma canonica, sì scrive Tequazione 
di un piano per Torigine, e, trovata Tequazione quadratica cui soddisfanno i qua» 
drati dei semiassi della sezione, si scrive la condizione perchè la loro somma 
sia zero, condizione che è appunto quella cui devono soddisfare i coefficienti del- 
Tequazione del piano perchè sia iperciclico. 

L'Autore rivolge la sua attenzione dapprima all' iperboloide ad una falda (§ 1), 
poi al paraboloide iperbolico (§ 111) e poi al cilindro iperbolico (§ IV), mo- 
strando nel § II come, tutto quanto disse nel § I, meno quel che riguarda le 
generatrici, può essere applicato all'iperboloide a due faide. Man mano il let- 
tore si accorge che vi è trattato anche il caso del cono. 

Oltre airequazione di condizione suddetta, che è il punto di partenza della 
ricerca dell'Autore nei diversi casi, vi si trovano fatte varie ed accurate discus- 
sioni, tutte tendenti a mettere in chiara luce la distribuzione dei piani iperci- 
clici rispetto alla superficie. 

11 § I, p. e., che è il più interessante, contiene fra l'altro : 

1^ il calcolo degli assi della sezione mediante un piano diametrale iper- 
ciclico ; 

2® il cono inmluppo dei piani diametrali iperciclici, che è di 2^ grado (ellit- 
tico iperbolico, secondochè, essendo ar^o^ 4- b'^y^ -^ cr* z* = 1 l'equazione 
dell'iperboloide, sia a'^ ò'^ e', o a']> c*^ b*) ed omofocale al cono assin- 
totico, il quale, a sua volta, è omociclico al supplementare di detto cono in- 
viluppo ; 

3° lo studio della sezione del cono inviluppo con l'iperboloide che l'Autore 
dimostra essere una linea di curvatura di questa quando è verificata la condi- 
zione a* ^ e* ^ ft* ; 

4* il luogo dei centri delle sezioni ipercicliche che e un cono di 2® grado 
(cono dei centri) omociclico all'iperboloide e (quindi) al cono assintotico; 

5* la proprietà che l'intersezione del cono dei centri con l'iperboloide è una 
conica (sferica) della sfera di Monge, la quale conica è una linea di curvatura 
media nulla dell'iperboloide ; 

6"* la ricerca analitica di queste linee di curvatura media nulla ; e poi l'al- 
tra, abbastan/.a elegante, che i piani tangenti del cono dei centri sono piani 
diametrali dell'iperboloide, che producono sezioni delle quali uno degli assi vale 
quanto il raggio della sfera di Monge. 

Parecchie altre proprietà, che, naturalmente, in un articolo come questo, 
noi pa;^iamo sotto silenzio, vi si trovano date, e tutte hanno l'aria di essere 
dedotte con sufficiente semplicità. Noi crediamo perciò che lo studio della nota 
del signor Gillet sarà un utile esercizio pei giovani che hanno famigliarità con 
la teoria delle quadriche ; e che i giovani stessi non farebbero cosa infruttuosa 
alla loro coltura, ove si provassero a trattare sinteticamente la questione, mo- 
strando dapprima come lo studio della distribuzione dei piani iperciclici si ri- 
duca, in sostanza, al seguente problema di Geometria piana : 

< Date due coniche cp| , 9, di cui una almeno ^j sia reale, ma dotate entrambe 



— To- 
di sistema polare reale, studiare ia relazione ad esse, l'inviluppo delle rette che 
uniscono un punto arbitrario M di (pj ai punti ilf| , M^ in cui cp^ è tagliata 

dalla polare di M rispetto a (p^ O *• 

A. Del Re. 



VARIETÀ 



Problemi curiosi e paradossi matematici. 

(Continuaziane, V. pag. 4i), 

23. Se a è differente da b, x — a è parimenti differente da a? — 6, ed 
(x — a)' differente da (a? — è)*. L'equazione (a? — a)' = (x — 6)' sembra dunque 
impossibile. Nondimeno, effettuando i quadrati, si ha 

a?' — 2 a 0? -f- a* = oj* — 2&a? -f- &• , da cui a? = — (a 4- &). 

24. Abbiasi Tequazione 

Sa? — h 3 a — 4& 
Zx — hh 3a — 8fr' 

Le frazioni dei due membri sono evidentemente diverse dall'unità. Tuttavia, 
Bottraendole termine a termine, si trova che esse sono uguali ciascuna a 

307 — 3a4-36 

3a; — 3a4-3ò 
ossia a 1. 

25. Abbiasi il sistema d'equazioni 

X — a-f-c h a?4-c a 



y — a4-& e y •+- à a + e 

Sotti*aendo le frazioni termine a termine, si trova 

X — a — 6-4-c b X — a — 64-c a-f-6 

y — a -^ b — e e y — a -\^ b ^ e a4-c 

l) a -^ b 

Si hanno dunque due quantità — ed eguali ad una terza senz'es- 
sere eguali fra di loro. 
26. Abbiasi l'equazione 

« -+- 1 X — 1 



a + ft-h I a4- & — 1 

Se da ogni antecedente si sottrae il conseguente, e se da ogni conseguente si 

sottrae l'antecedente, si ottiene 

X — a ^b X'—^a — b «4-1 a?— I 

a-l-6-j-l a -4- & — 1 a 4- & — x a 4- è — x 

(*) Volendo il pad oisenrare ohe la questione dei piani ipercielioi di nna anperfieie del 19 or- 
diae, rientra nel a&gjivate problema dandole assai più generale : 

< Date due qnadriclie 2, 2 trovare i plani che segano S, 2 secondo coniche armoniche », 



— Te- 
si hanno perciò due frazioni eguali aventi lo stesso numeratore e dei deno- 
minatori differenti, o Io stesso denominatore e dei numeratori differenti. 

27. L'identità a* — 01^^=0!^ — a' può scriversi a {a — a) = (a -4- a) (a — a) 
da cui dividendo per a — a si ha a = a4-a ossìa a = 2 a, e, in particolare, 
1=2. Aggiungendo 1, si ha in seguito 1 + 1 = 2-J- 1 ossia 2 = 3 e poi 
3 = 4, e COSI di seguito. Dunque tutti % numeri sono eguali (*). 

28. Tutti i numeri sono eguali fra loro. Siano a e b due numeri qua- 
lunque aventi per differenza e, cosicché a — b = c. 

Moltiplichiamo i due membri di quest' eguaglianza per a — b. Si ha suc- 
cessivamente 

a'^ ^-^ab — ab + b^ = ac — &c, a* — ab^ac = ab — &* — oc, 

a (a — b — c)==b{a — b — e). 

Dividendo i due membri per a — ò-^c, si ha a=zb. Dunque i due numeri 
a e b sono eguali fra loro (*'). 

29. Dati due vertici d*un quadrato, determinare gli altri due mediante il 
solo compasso. 

30. Dividere un cerchio in numero dato di parti uguali aventi uguale pe- 
rimetro ed uguale superficie (*'*). 

31. Dividere un triangolo, mediante una corda, in due parti che abbiano 
in pari tempo lo stesso perimetro e la stessa superfìcie. 

32. Trovare i raggi d' un cilindro e d' un cono della stessa altezza nota, 
sapendo che sono equivalenti in volume e superficie. 

33. Dato un triangolo isoscele costruire un secondo triangolo isoscele della 
stessa superficie e dello stesso perimetro del primo. 

34. Trovare un triangolo rettangolo i cui lati siano espressi da numeri 
interi e la cui area e il cui perimetro siano espressi dallo stesso numero. 

35. Un tale lascia alla sua morte un prato quadrato di cui devesi dare un 
quarto ai poveri, quindi dividere il resto fra i quattro figli del defunto in 
quattro parti della stessa superficie e della stessa forma (congruenti). 

36. Scomporre un quadrato in parti tali che riunendole convenientemente 
si formino: 1° otto quadrati uguali, 2° cinque quadrati uguali, 3<> tre quadrati 
uguali (**") • 

37. Un orologio, che ha tre lancette concentriche e della stessa lunghezza, 
segna due ore: a quale ora la lancetta dei secondi sarà bisettrice delF angolo 
formato dalle altre due ? Le punte delle tre lancette possono formare un trian- 
golo equilatero ? 

(Continua). 



(*) I pandoMl algebrici dei numeri 23 a 27 sono tolti da Mathesi* (t. XIII, pp. 284-S5) a cui 
sono stati comunicati dal 8ig. Prof. E. Gblih. 

(**) Laisast et Psasm : Àlgebre, p. 812. 

(***) Avendo in ritta una oostraxione geometrica elementare conviene che il numero dato sia 
di una delle forme 2"* , 2"».3, 2*»*.5, 2*^.3.6. 

^•«•«^ Onesto problema è rasce ttlbile di generalizzasione per modo che i quadrati da ottenersi 
siano n. 
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SUI POLINOMII 



Una delle teorie svolte meno rigorosamente nei libri usuali d'al- 
gebra elementare è certamente quella risguardante la divisibilità dei 
polinomi!, tanto che p. es. non accade di rado di veder fatti sforzi per 
sostituire lunghe e non semplici dimostrazioni del teorema relativo al 
resto della divisione d'un polinomio intero in oa per ce — a a quella 
nota semplicissima, eh' io ebbi già occasione di giustificare (*). Due 
polinomii equivalenti debbono essere identici per cui delle osservazioni 
che si son fatte ed ancora si fanno contro l'accennata dimostrazione 
si può dire non solo che < ne nous semblent pas fondèes » (**), ma 
devesi affermare senz'altro che sono ingiuste. Nella possibilità di ri- 
conoscere l'identità di due polinomii, dietro la conoscenza della loro 
uguaglianza in certi casi, risiede il primo noto mezzo fecondo di ge- 
neralizzazione, che s'incontri nell'algebra elementare : per esso, p. es., 
tante uguaglianze, che si dimostrano pei valori interi delle lettere 
nelle teorie delle combinazioni, delle probabilità, ecc., sono subito 
accettabili come equivalenze, cioè vere per valori qualsiansi delle 
lettere. Ciò resterà stabilito in modo indiscutibile dalle proposizioni 
che qui daremo (5-9). 

Nella teoria della divisibilità dei polinomii, quando la forma dei 
coefficienti non abbia importanza, la qual cosa verificasi il più delle 
volte, si fa astrazione dei fattori numerici cosicché- si considerano 
come non essenzialmente distinti un polinomio ed il prodotto del 
medesimo per un numero qualsiasi; ciò si può fare utilmente nei 
corsi superiori (***) ; ma porta incertezza e confusione in chi non 
ha ancora abbastanza pratica del calcolo elementare. Il processo di 
ricerca del M. C. D. e del M. M. C. noi lo presenteremo scevro di 

ogni ambiguità, evitando le frazioni anche nei coefficienti e togliendo 

» 

anche per essi ogni specie d'indeterminazione. Avvertiamo che per 

(*) Periodico di MaUmatiea : Boma, Ingllo-agosto e settembre-ottobre 1890, pag. 157. 
(**) ATALA v: Court d'analysey Brazellea, 1879, pag. 186. 

(«••) y. un i,el capitolo eolia di viabilità delle ftinzlonl nel Corso d'anàlUi algehrioaf di A.Ca- 
PHJ.I e G. Garbubbx. Padora 1886, pag. 441. 

10 
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campo di numeri interi, se si vuole, si può prendere un qualsiasi 
campo di numeri pei quali sussista una ,teoria analoga a quella che 
l'aritmetica elementare insegna pei numeri interi 1 , 2, 3 . . . (*). 

1. Diremo monomio intero il prodotto di un numero intero posi- 
tivo negativo, detto coefficiente, per lettere elevate ad esponenti 
interi o positivi. Diremo polinomio intero ogni somma di monomii 
interi. 

Dicendo solo monomio intenderemo il prodotto d'un coefficiente 
reale per lettere elevate ad esponenti reali ; e dicendo solo polino- 
mio intenderemo una somma di monomii. 

Supporremo sempre che i polinomii non contengano termini si- 
mili, potendosene fare la riduzione se ve ne fossero. 

Diremo che due espressioni sono uguali, a parte il segno, quando 
l'una o sia identica all'altra o sia prodotto della medesima per — 1. 

2. Diremo lettere i simboli non numerici, che adopreremo per 
indicare numeri qualsiansi. Quando, a nostro arbitrio, prestabiliremo 
un ordine per le lettere, lo diremo ordine alfabetico e diremo che 
una lettera precede un'altra neWalfaheto per significare che la pre- 
cede nell'ordine prestabilito. Quando adopereremo lettere di alfa- 
beti usuali, senza far dichiarazioni speciali, attribuiremo alla parola 
alfabeto il significato usuale. 

Diremo che un monomio è alfabeticamente superiore ad un 
altro per esprimere che, dividendolo pel medesimo, si ottiene per 
quoziente un monomio, che contiene con esponente positivo quella 
delle sue lettere, la quale precede le rimanenti nell'alfabeto : diremo 
pure che il secondo monomio è alfabeticamente inferiore al primo. 

Teorebia. Un monomio, che sia alfabeticamente superiore ad 
un altro, è anche superiore agli inferiori al medesima. Se un m.o- 
nomio è alfabeticamente superiore ad un altro, il prodotto del 
primo per un monomio è superiore al prodotto del secondo per lo 
stesso monomio. 

Dimostrazione. Supponiamo che 



(•) V. p. e». P. G-. Lejbdhb DmiOHLax: Leufoni sulla teoria dèi numeri, tradotte da Aureliano 
Falfofer, Venoila, 1881, pag. 424. 



Xa* ftp cT^...:Va*^ftPicT^i...=^a*-*i ftp-Pi J-Yi... 
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siano numeri reali e che dei monomii 

X a* ftp c^ . . . Xi a*i ftPi c^» . . . X, a*^ &P« c^^ . . . 

il primo sia superiore al secondo ed il secondo sia superiore al 
terzo; dico che il primo è superiore al terzo. Infatti, essendo il 
primo superiore al secondo e 

X^*iftP'c^'...=3^ 

è positiva la prima non nulla delle differenze 

a — a, P — Pi Y — Yi 

Essendo il secondo monomio superiore al terzo è positiva la prima 
non nulla delle differenze 

«1 — a, Pi — Pa Yi — Y« 
La prima non nulla delle somme 
(a-aO + (ai-a,) (^ _ p,) + (p, _ p,) (y _ y,) + (y,- y,). . . 

è dunque positiva, essendo somma o di zero con un numero posi- 
tivo di due numeri positivi ; ma esse somme non sono altro che le 

differenze 

a — aj P — P2 Y — Y» 

La prima non nulla di queste differenze è dunque positiva, cioè il 

primo monomio e superiore al terzo. 

Moltiplicando primo e secondo monomio per il monomio qualsiasi 

X3 a*3 ftPa c^2.,. 
si ottengono i prodotti 

XX3a* + *3jP + P3cY + T3... XiX8a°^t + *.'ftP» + P3cYi-^-r3... 

Dico che il primo prodotto è superici^ al secondo. Infatti, ciò è 
quanto dire che è positiva la prima non nulla delle differenze 

{x + a3)-{ai + a3) ([i -h ^3) — (p, + W (y + Y») " (Yi ■^- Y«) ••• 
la qual cosa si riconosce subito vera perchè queste non sono altro che 
le differenze 

a — ai P — Pi Y — Yi 

ed abbiamo già detto che la prima non nulla di. queste differenze è 
positiva. 
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3 Diremo che un polinomio è ordinato alfabeticamente per 
esprimere che ogni suo termine è alfabeticamente superiore a quelli 
che lo seguono. 

Teorema. Un polinomio piw ordinarsi, ed in un sol modo, al- 
fabeticam^ente. 

Dimostrazione. Tra due termini qualunque, non simili, ve ne e 
sempre uno superiore alfabeticamente allaltro. Per ciò si troverà fa- 
cilmente (1) un termine, che è superiore a tutti gli altri, procedendo 
in questo modo : si confrontino due termini e si ritenga quello supe- 
riore ; si confronti esso con uno dei termini rimanenti del polinomio 
ed ancora ritengasi il superiore; si continui cosi fino ad aver conside- 
rati tutti i termini : il superiore degli ultimi due confrontati è supe- 
riore a tutti gli altri (2) per cui esso è da mettersi primo per ordinare 
il polinomio alfabeticamente. In modo analogo si trova che tra i ter- 
mini rimanenti ve ne è uno ed uno solo superiore agli altri alfabeti- 
camente : esso è da mettersi secondo. Continuando in questa maniera 
si riconosce appunto che il polinomio può ordinarsi, ed in un sol modo, 
alfabeticamente. 

4. Diremo termine supremo d'un polinomio quello che è alfa- 
beticamente superiore a tutti gli altri: e diremo termine infimo 
quello che è inferiore a tutti. 

In un polinomio ordinato alfabeticamente, il primo e V ultimo 
termine sono quindi i termini supremo e infimo. 

Teorema. In un prodotto di due polinomi il termine supremo è 
prodotto dei termini supremi e V infimo è prodotto dei termini in- 
fimi dei due polinomi. 

Dimostrazione, Siano mi, v^ì termini supremi dei due polinomi 
ed Wa, Wjfc altri due termini qualunque dei medesimi. Essendo ni su- 
periore ad /?*, mj >?i è superiore ad mi w* (2); adunque il prodotto 
dei termini supremi dei due polinomi è superiore al prodotto del 
termine supremo d'uno per un termine dell'altro, che non sia il su- 
premo : essendo m,i superiore ad w^, Wj rij^ è superiore ad w?^ n^^ ; 
adunque il prodotto dei termini supremi dei due polinomi è anche 
superiore al prodotto di altri due termini qualunque perche, essendo 
mx ni superiore ad mi n^ ed mi w^ superiore ad mj^ nj^ , mini k 
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superiore ad mj^ n^ (2): il prodotto dei termini supremi è quindi 
termine supremo del prodotto. Si riconosce parimenti che il prodotto 
dei termini infimi è termine infimo del prodotto. 

5. Teorema. Se i coefficienti ao, ai , . . . , a^ sono numeri reali 
dati ed ^ è positivo^ il polinomio 

P (x) = ao x° + ai x**"^ + . . . + a^-i x + a^ 

è positivo per tutti i valori reali di x non minori di 1 e m/ig- 
giori del numero positivo^ che s'ottiene dividendo per ao la somma 
dei coefficienti negativi ed estraendo dal valore assoluto del quo- 
ziente la radice di grado eguale al numero dei termini^ che pre- 
cedono il primo negativo. 

Dimostrazione. Sia s la somma dei valori assoluti dei^coeffi- 
cienti negativi e sia r il numero dei termini precedenti il primo 
negativo, cioè siano positivi ao> «i, • • • , ^r— i ^ sia negativo Or- 
Per 0?"^ 1, è 

P (o)) "^ aoOf — s af""^ a^o)'' — s 

ma è a^af — 5>0 

se è // — 

Sicui'amente quindi, quando sia 

r 

è 

P(a?)>0. 

6. Dairultimo numero segue immediatamente che : Essendo dato 
un polinomio a coefficienti reali 

P{x) = a^af' + «1 a?"-* -+-...-+■ a^^^ x + a^ 

ed un numero positivo H, si può fissare un numero positivo p in 
modo che P {x) sia del segno di «o ^ abbia valore assoluto mag- 
giore di H per tutti i valori reali di x maggiori di p. Infatti : se 
ao è positivo, si può fissare p in modo (5) che, per a? > p , sia 

P(x) — H>0 ossia P (a?) > 5 

Se invece a© è negativo, epperò è positivo — Oo» che è il primo 
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coefficiente del polinomio — P {^) — S, si può fissare p in modo 
(5) che, per x'^ p, sia 

— P(a?) — fl'>0 ossia —P(x)yH. 

7. Teorema. Se si fa 

do'oe n é 5C^Wo in vfiodo che n — 1 , n — 2 , . . . «iano posiiivi, si 
può fissare un numero positivo p in modo che, per tutti i valori 
reali di x m/iggiori di p , abbia valore assoluto maggiore di 1 il 
rapporto di un monomio dato ad altro monomio inferiore ad esso 
al/abeticamentCf che sia pure dato. 

Dimostrazione. Consideriamo i due monomi 

ilf = X a* ftp c^^ . . . ilfi= Xi a*i jPi c^t . . . 

Per i valori assegnati nel teorema è 

ifj Xj 
Si fissi il numero positivo H in modo che sia 

X 

opperò 



2^> 



X 



\ 



. 2^>i; 



essendo M superiore ad Mi è positiva la prima non nulla delle 
difierenze 

a — a, P — Pi Y ~ Yi 

per cui si può fissare un numero positivo p in modo (6) che, per 
tutti i valori di x maggiori di p, sia 

(a — ai)^«-h(p — Pi)a^-'-H(Y— yi) a?— *-+-... >^ 
opperò, con maggior ragione : 



M 



> 






. 2^ > 1 . 



8. Dall'ultimo numero segue immediatamente che : Se sono dati 
un monomio M ed un monomio Mi alfabeticamente inferiore ad M 
ed un numero positivo fl, e si fa 

a = 2(-"> & = 2(«""'^ c = 2(-""'^ 



dove il numero reale n sia fissato in modo che n — ì , n — 2 , . . . 
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siano positivi, si può fissare un numero positivo p in modo che, 
• per tutti i valori reali di ce maggiori di p, sia maggiore di H il 
valore assoluto del rapporto di M ad Mi. Infatti, essendo il mono- 
mio M superiore alfabeticamente ad H Mt, si può fissare il numero 
positivo p in modo che, per a? > p , sia 



M 



HM. 



>1 



opperò 



ir, 

• 9 



>n. 



Teorema. Se sono dati un polinomio a più lettere, e coe/jtdenti 
reali, ed un numero positivo H, si possono far dipendere le lettere 
del polinomio da una nuova medesima lettera in modo che^ per 
tuta i valori d'essa lettera superiori ad un certo numero posi" 
tivOy il valore assoluto del polinomio sia maggiore di H. 

Dimostrazione. Si ordini il polinomio alfabeticamente e si faccia 



a = 2^*") 



& = 2^«'"*) 



c = 2<«*""') 



• • • 



dove il numero reale n sia fissato in modo che n — 1, n — 2, . . . 
siano positivi. Se i termini del polinomio sono r + 1 , opperò sono 
r quelli che seguono il primo, si determinino i numeri Pi , Pi , . . . Pr > 
in modo che, per a? > p* , il valore assoluto del rapporto del 
primo al (A + 1)"^ termine sia maggiore di 2r. Indicando con p un 
numero maggiore di ciascuno dei numeri Pi , Ps , . . . , Pr ©d indi- 
cando con Mf Mt, ' ' ' 9 Mr ì termini del polinomio, ordinati alfa- 
beticamente, sarà quindi, per ^ > p , 






>2r 



M 



M, 



2 



>2r 






>2r 



epperò 



|ilfil + |Af,|-4-...-4-|il/r| <r 



M 



2r 



M\—(\MA + \M^ 



•'^\Mr\)> 



Mi 



2 

. \M 



Il valore assoluto del polinomio è quindi maggiore di '-^ per a? ]> p. 

Il termine supremo del polinomio è alfabeticamente superiore a 2 fl, 
che è un numero : potremo quindi fissare un numero p' in modo che, 
per fl? > p' , sia 
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Il valore assoluto del polinomio sarà quindi maggiore di H per tutti 
i valori reali di a?, che sono maggiori di p e di p. 

9. Dall'ultimo numero segue immediatamente che : Due poli- 
nomi equivalenti, che siano ordinati alfabeticamente, debbono 
essere identici. Infatti ; se i due polinomi non fossero identici, 
la loro differenza o sarebbe un numero, non nullo, ed i due poli- 
nomi non avrebbero quindi mai valore uguale, oppure la loro dif- 
ferenza sarebbe un polinomio e prenderebbe valore non nullo per 
convenienti valori delle lettere (6, 8): per siffatti valori delle lettere 
avrebbero dunque valor diverso i due polinomi, i quali perciò non 
sarebbero equivalenti. 

Siccome le potenze d'esponente intero di 2 sono numeri interi, 
ne segue ancora che si possono attribuire valori interi a tutte le 
lettere d'un polinomio in modo che il medesimo prenda valore non 
nullo. Dico che si possono anche attribuire valori interi ad alcune 
lettere soltanto d'un polinomio in modo che ne risulti un polinomio, 
non nullo. Infatti, considerando come già date numericamente le 
lettere da fissare, si ordini alfabeticamente il polinomio per le ri- 
manenti lettere ; si ottenga cosi il polinomio : 



. . . + Cft ?Wft -f- . . . + Cfc m* -h . . , 

dove in . . . , C;k , . . . Cfc , . . . si trovino solo le lettere da fissare ed in 
. . . , m^ , . . . , ?nfc , . . . si trovino soltanto le altre lettere. Per quanto 
precede si possono attribuire alle lettere, che sono nei coefficienti 
. . Cfc , . . e* , . . tali valori numerici interi per cui risulti 

Ch Cje . . . <• 

Si otterrà cosi un polinomio nelle lettere non fissate, il quale con- 
terrà sicuramente 'ancora termini coi fattori letterali m;^ , tw» , • . . 

(Continua). 

F. Giudice. 
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ANCORA SULLA EQUIVALENZA DEI POLIGONI 

In seguito alle osservazioni da me fatte (*) alla sua nota (**), 
il sig. Schur mi fece gentilmente conoscere le sue dimostrazioni, le 
quali non lasciano, a mio avviso, npUa a desiderare rispetto al 
rigore. 

Le mio osservazioni erano dirette a combattere la teorica della 
equivalenza, quale si fa sui nostri libri di testo, indipendente cioè 
dalle proporzioni e dalla similitudine ; ora, dalle premesse di quella 
nota, in cui l'autore si proponeva di evitare qualsiasi procedimento 
illimitato, m'ero persuaso che anch'egli intendesse battere la stessa 
via ; poiché, nella teorica delle proporzioni, si può bensi celare il 
concetto di limite, coll'ommettere la definizione di rapporto e ser- 
vendosi di dimostrazioni indirette, ma non si può evitare, secondo 
il mio modo di vedere, ciò che, nell'essenza, costituisce un proce- 
dimento illimitato (***). 

Tuttavia, ove si rifletta che le proporzioni e la similìtadine 
fanno necessariamente parte della geometria metrica elementare, il 
metodo del sig. Schur fondato su di esse, attualmente si presenta 
forse come il migliore. Credo pertanto di far cosa grata ai lettori 
del Periodico indicando brevemente, col permesso dell'autore, quella 
parte del metodo che mi sembra un necessario complemento alla 
nota citata. 

Premesse le note proposizioni : dice poligoni equivalenti ad un 
terzo sono equivalenti fra loro e due parallelogrammi di egual 
base e di egicale altezza sono equivalenti^ egli dimostra il teorema: 

Se i lati di un rettangolo sono gli estremi e i lati di un altro 
rettangolo sono i medii di una stessa proporzione, i due ret- 
tangoli sono equivalenti, 

Siene AB CD, EFGH i due rettangoli (disuguali); si potrà 
supporre EF^AB e collocare il secondo in modo che J? coincida 

(*) P^Hodteo M mot,, Voi. a, p«g. SI. 
(«•) Id. Voi. Tm, pag. 158. 
. (***) n «ig. Sohav non «onnate in questo modo di Todore. 

11 
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coli A qì F cada nel lato BC. Per la similitudine dei triangoli 
AB F, A ED, l'angolo AHD sarà allora retto e perciò il lato HG 
passerà per 2). Se / è il punto comune alle rette BC, HG, ì due 
rettaijgoli saranno equivalenti al parallelogrammo A D IF e, per 
conseguenza, fra loro. 

È poi facile dimostrare che, chiamando area di un triangolo 
il rettangolo che ha un lato eguale all'unità di lunghezza e l'altro 
quarto proporzionale dopo questa unità, un lato del triangolo e la 
metà della corrispondente altezza, il triangolo è equivalente alla 
propria area, e questa è indipendente dalla scelta del lato del 
triangolo. 

Due triangoli di area eguale risultano cosi equivalenti, ma non 
si può per ora stabilire che due triangoli equivalenti abbiano eguale 
area; questa proprietà sarà dimostrata più tardi per il caso generale 
dei poligoni, sull'appoggio del teorema fondamentale: 

La somma algebrica delle aree dei triangoli, che hanno per 
basi i lati di un poligono e per vertice comune un punto del 
suo piano è indipendente dalla scelta di questo punto. 

S'indicherà l'area di un triangolo ABC in generale con {ABC) 
e, considerando il caso più semplice, quando cioè il poligono sia un 
triangolo ABC, si prenderà prima il punto sul lato BC; s'avii 
allora (Eucl. lib. II, prop. 1*): {OAB)-i'(OCA) = {ABC). Se 
invece il punto è interno al triangolo, si prolunghi A sino ad 
incontrare 5 C in D e si otterrà similmente: {OAB)'+-{OBD) = 
(ABD\ {ODq + {OCA) = {ADq, {OAB)+(OBq+{OCA) = 
{OAB)'h{OBD)+(ODC)+(OCA) = {ABD)-h{ADq = {ABq. 

Se il punto esce dal triangolo attraversando uno o due lati, 
basterà cambiare il segno dei triangoli corrispondenti a questi ; e, 
siccome con tale movimento s'inverte anche il senso del perimetro 
degli stessi triangoli, si adotterà la convenzione di Mòbius, che cioè 
i triangoli parziali sieno positivi o negativi secondo che i loro pe- 
rimetri sono dello stesso senso o di senso opposto a quello di ABC. 

La dimostrazione del teorema generale può leggersi negli Ele- 
menti del Baltzer (Pian. § 9,9), sostituendo ai triangoli le loro aree. 

Questo teorema permette di stabilire la definizione : Si dirà area 
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di un poligono la somma delle aree dei triangoli che hanno per 
basi i suoi lati e per vertice comune un punto qualunque del suo 
piano. 

Nella nota dell'autore è poi chiaramente indicato come si possa 
dimostrare che, dividendo in qualsiasi modo un poligono mediante 
rette, la somma delle aree delle parti sia sempre eguale all'area 
del poligono, onde discende ancora che due poligoni equivalenti 
hanno area eguale. 

SaMirl, S maggio 1884. 

G. BlASI. 



DI ALCUNE APPLICAZIONI GEOMETRICHE 

NELLO STUDIO ELEMENTARE DELLA MECCANICA. 

Nota del Doti. Riccardo Malagoli. 



{Continuazione e fine: V. pag, 48). 

5. — Per avere una dimostrazione completa della proposizione 
assunta nel caso delle quattro componenti p, g, r, 5, sarà sufficiente 
dimostrare che composte due forze qualunque fra le date, questa ri- 
sultante composta in modo arbitrario colle restanti, si ha sempre 
p -^ q -h r -h s applicata al punto ff. 

Ora fra le forze date due possouo scegliersi nei seguenti modi : 

Al n° 4 si è visto che prendendo p + q colle restanti, r, 5, 
in modo qualunque ; cosi pure p -h r colle g, 5, in modo qualun- 
que, q + r con p, s, in ordine qualsivoglia sempre si perviene 
alla p + g -f- r + 5 applicata in 0'. 

Se si considera poi il triangolo ADC, sui cui lati sono dati tre 
punti A\, B\ C tali che i segmenti da essi determinati sui lati me- 
desimi verificano il teorema I, sarà facile concludere che si ripete- 
ranno le stesse conclusioni relative al triangolo ABC salvo a scam- 
biare mutuamente B con D e q con s. Cosicché si avrebbe come ul- 
timo risultato che componendo p + s colle restanti g, r, in ordine 
qualunque, come pure r + s colle altre p, q in modo qualsivoglia, 
sempre si perviene ap + g-hr-j-^ applicata in ff. 



n 
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E finalmente se si considera il triangolo BCD sui cui lati sono 
dati tre punti A\ S", C che li dividono in segmenti tali che regge 
il teorema I, si arriverà a concludere che anche la forza q + s com- 
posta in qualunque modo con p, r dà sempre la solita risultante. 

6. — Da ciò segue ancora che prese le quattro forze a tre a tre 
nei quattro modi possibili e composte fra loro, la retta che unisce 
ciascuno dei punti di applicazione di queste risultanti, col punto di 
applicazione delle restanti forze, passa per (/. Cosi ad esempio il 
punto comune alle rette DC\ AB"' congiunto con C dà una retta 
passante per 0\ E lo stesso ripetasi per gli altri triangoli possibili 
coi quattro punti A, B, C, D. 

7. — Avendosi un'altra forza parallela alle date e di intensità 
t, prendendo le forze a tre a tre in tutti i modi possibili si riuscirà 
con delle considerazioni analoghe a quelle dei numeri precedenti, a 
vedere come il punto d'applicazione della risultante è indipendente 
dall'ordine seguito nella composizione. 

8. — I risultati precedenti relativi alla composizione di quattro 
forze, ci permettono di dedurre alcune proprietà generali del qua- 
drangolo che risultano dalla eliminazione dei coefficienti p, g, r, s, 
analoghe a quelle stabilite negli enunciati I e li. 

Essendo dato un quadrangolo piano o gobbo ABCD, ai cui ver- 
tici si attribuiscono dei coefficienti p, q, r, s ordinatamente, tutti 
positivi ma arbitrarli, e sui cui lati AB = a, BC=bf CD = c, 
DA =: d^ AC =^ e^ B D == /*, si prendono altrettanti punti A\ B^ 
G, 2/, E, F, tali che : 



Diy p A E' r BF' 



s 



D'A s ' E'C p ' F'D~ q ' 

le rette A'C\ Bili, E'F' si tagliano in un punto 0. E si hanno 
le relazioni : 

OC ~ p+q *' 0^' ^"r ^ 'ÒF ~ p-hr ' 

Inoltre nei quattro triangoli possibili ABC, ABD, ACDy BCD, 
le rette che uniscono i vertici ai punti segnati sui lati opposti si ta- 
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gliano per ogni triangolo, nei punti che indicheremo con Z)i , Ci , 
J9i, Al, rispettivamente. Risulta altresì dimostrato che le rette 
DDif CCi, BBi, A Al, si tagliano pure in 0: e si hanno le re- 
lazioni : 

OD p + q-hr ^ OC p + g + 5 ^ 

0D[ s ' 0C[~ r ' 

OB p-hr-hs OA q-hr-hs 

05"j ~ q ' OÀj ~ p 

Ciò premesso pongasi come dianzi : AA' = Oi, Bff =-bi, 
CC' = Ci, DD' = di, AE' = ei, BF' = fi. Allora le prime 
sei formole possono scriversi: 

«iP-f-(«i — a)g==0, biq-\-(pi — &)r=0, cir+(ci — c)5 = 0, 
rfi5-h{di — rf)p = 0, eiP'-\-{ei — e)r = 0, f^q^{f^ — f)s=0. 

Queste equazioni servivano per determinare le «i , ftj , Ci , . . . 
date arbitrariamente le p, g, r, 5. Si vuole ora prendere come va- 
riabili le fli , &i , Ci , rfi , Bi, fi, cosicché le p, q, r, 5 resteranno 
determinate risolvendo le equazioni precedenti rapporto ad esse. 

Con facili calcoli si trova : 

mentre per la s risultano le seguenti : 

l^ei-^ + ^i —^ J6. = 0, [/Ì-/-H-/Ì ^^ \s = 0. 

Dalle quali si deduce: V che una delle quantità p, g, r, s rimane 
arbitraria, come potevasi prevedere dacché le formole nostre con- 
tengono solamente dei rapporti formati con queste quantità ; 2° che 
il sistema sarebbe incompatibile ove non si verijScasse: 

{a — Oi) (6 — Ji) (e — Ci) (d — cfi) = «1 hiCi di , 
(e — ^i)&iai = ei(& — &i)(a — ai), (/•— /^i)JiCi = A(6 — &i)(c— d). 

Dalle quali, ponendo : a — ^i = a^ ; b — &i = ftg ; e — Ci = c%\ 
d — rfi = rfj ; e — Ci = ^2 ; f — A = /a > facilmente si ricavano 
le relazioni : 
aibie% = ajb^ei , biCif^ = b^%fi , CirfiCi = c^i^^ , «irfi/i = a^f^ 
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che rappresentano su ciascuno dei quattro triangoli possibili nel qua- 
drilatero la condizione necessaria e sufficiente perchè (teorema I) le 
rette che uniscono i vertici coi punti segnati sui lati opposti abbiano 
im punto comune. 

Queste tre relazioni indipendenti fra le sei quantità «i, fti, Ci, 
dif €ij /*!, per un dato quadrilatero completo, ci fanno conoscere che 
tre di esse e tre sole sono arbitrarie cosicché fissati ad arbitrio tre 
punti su tre lati del quadrangolo non formanti uno dei triangoli ele- 
mentari, resta possibile ed unica la determinazione dei sei punti A\ 
5', C\ Z/, E', F' sui lati e degli altri Ai, Bi, Ci, A> nell'interno 
del quadrilatero. 

9. — Anche i rapporti dei segmenti che determina sulle rette 
che lo attraversano, si possono rendere indipendenti dalle quantità 
P, q, r, s. 

J^' Q f -4- s 

Intanto per il primo rapporto ^-^ = . , dalle 



atp -+- («1 — a)q==0 , Cir + (Ci — c)s = , 
si ha — ; — = — — e dalla fiO + (fi — /") * = , si ottiene : 

— ; — = -^-4: . Dunque ^r^v = — ' t-^ > od anche, rammentando che: 
àiCtf% = b^Cifi e aibiet = atbstei 

A!0 _ e a,e^ 



Off a c^e^ 



[2] 



Analogamente si trova : 

B'O pHKf d b^e^ d 6, /; 

OD' s'-hr T'e^^ ^ A^ 



L J or p+r e c^f, e 'a,f^' 

10. — Prendiamo ora uno degli altri rapporti, per esempio: 

OD p-^q-hr _ ,, 



hq + {bi — b)r = 0, 



p-^q-hr a b^ 

ossia = h "T^ , 



OD^ s 


. umixs • 


«iP-+ 


'{ai — a)q — 0, 


si ricava : 




9 


a r b. 
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e poiché -^= f . risulta ^-±^^ = A (-L 4. A) . Qui„di : 
'fi » /i \«i *t/ 

Interpretando ora questo risultato sulla figura si scorge facil- 
mente che avremo : 

L^J OC, r «, V «« dj' 

11. — Potremo cosi concludere che « Presi tre punti ad arbitrio 
« su tre lati (non formanti un triangolo elementare) di un quadran- 

< golo piano gobbo A, B, C, D, si possono determinare in modo 
« unico altri tre punti ciascuno sui restanti lati colla condizione che 
« i segmenti risultanti (secondo le notazioni assunte) verifichino le 

< relazioni : 

4c Determinati poi nei quattro triangoli elementari i punti Ai, 5i, 
« Ci , Di ove si incrociano le rette che dai vertici proiettano i punti 
* cosi segnati sui lati, si ha che le sette rette AA^^ BB^^ CCi, 
« DjDi, A'C\ ^iJy E'F' passano per un medesimo punto 0, il quale 
« determina sopra di esse dei segmenti i cui rapporti sono determi- 
«nati dalle formolo [1], [2], [3], [4], [5], [6] e [7] >. 

12. — Sarà utile qualche osservazione: 

I. — Se le forze date non fossero tutte di égual direzione, che 
è quanto dire se p, q, r, s, non fossero tutti positivi, la composi- 
zione delle forze porterebbe a dei pimti A', B'.... fuori dei lati, ma 
sulle loro rette. Si avrebbe cosi modo di generalizzare il risultato 
ottenuto estendendolo al caso in cui qualcuno dei tre punti arbi- 
trarii non fosse intemo al quadrangolo. 

II. — Ove i tre punti arbitrarli si scelgano sulla metà dei corri- 
spondenti lati, sarà : 

flj &, Cj ^i.«.fi ^_i 
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e i punti Al, Bi, Ci, Di sono i punti d'incontro delle mediane dei 
triangoli elementari. Risulterà quindi : 

« Le rette che uniscono i punti di mezzo delle tre coppie di lati 
« opposti in un quadrangolo piano oppur no, si intersecano in un 
« punto 0, che divide ciascuna in parti uguali » . 

E inoltre si avrà : 

OD _ _0C__ OB _ OA _ 



ciò che è ben naturale se il quadrangolo non è piano, giacché di- 
venta il centro di massa del tetraedro. 

Modena» dicembre 1893. 

» DM FiiU Pi U M» DEI TDlil 



{ContiniMzùme e fine, Y. pag. i5 e 52), 

3.° Tronco di cono circolare retto a basi parallele di raggi 
/?o» ^1) 6 d altezza h. 

Suppongasi ^o ]> ^i ® s' indichi con /?«, il raggio d'una sezione 
parallela alle basi ad una distanza x dalla base inferiore. È chiaro 
che si avrà : 

h : Bo — Ri = O) : jRo — R„ y donde fi, = /?a ^-j — ^^ , 

e perciò 



^^^. + RjI. 



ponendo poi mente che tutte le ipotesi per lapplicabilità della for- 
mula [1] sono evidentemente soddisfatte, il volume del solido di cui 
si tratta sarà dato da 

V = ^{Bo + Bi + 4M)r:=^ (Rl + R\+ {Ro-i' Iìiy) = 






(i?o -+- Ri -f* i?o fti) • 
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4.® Segmento sferico a due basi parallele di raggi r© , ri e d'al- 
tezza h nell'ipotesi che le due basi giacciano dalla stessa parte del 
centro della sfera e sia r^o > ^i • 

S' immagini una sezione del segmento, di raggio r. , alla distanza 
X dalla base inferiore r© e s' indichi con d la distanza di questa base 
dal centro della sfera di raggio R a cui appartiene il segmento. Si 
avrà intanto 



i? « = r f + ( A 4- d)* = r f + A» + 2 A d + d • 
e poiché d^ = R^ — rj 

i?« = rf + /i« + 2Ad+ft* — rj, da cui 2d = ^ — "^ — - 



Risulta cosi 

ri = i?* — (a?+d)» = ii;« — d« — 2da? — rc» = i?« — (ii;^— rS — 
2da? — 0^= rj— 2d^ — a?» = rj— -^^^LZl^Zl^^ _ ^ ^ 

cosicché l'area tc r* della sezione di cui si tratta è una funzione di 
2** grado della x. In quanto alle ipotesi del n.** 1 esse, come nell'appli- 
cazione precedente, sono evidentemente soddisfatte e quindi potrà 
applicarsi la formola [1], Per x = h:2 risulta 

4 M = 47rr;,, = 7r(2r;+ 2r? + A^ 

e cosi il volume del segmento sferico a due basi verrà dato da 

7 = 4(^0 + 5i + 4 A/) =4 ('^^'2+ ^^+ 27rrJ+ 27rrf + ttA») 



6 '^^'^ • *^^ • *'"-' 6 

Tzh 



'=-6[^{rÌ-hf*r)-hh*] 0- 



(*) La llmitaiione posta più sopra ehe le due basi del segmento giacciano dalla stessa parte 
del centro della sfera si paò togliere sensa invocare naovi principi, cosi da poter conelndere ehe 
raltima formola ottenuta è generale. 

Un metodo da seguire consiste nel dedurre dalla formola trovata il volume delVemisfero, sup* 
ponendo ro = £ ed r, == 0, quindi della sfera. Far vedere poi come sottraendo dal volume della 
sfera quello di un segmento sferico ad una base, minore dell'emlsfeit), parimenti deducibile dalla 
formola trovata col porre ri = 0, si ottenga un resto il quale assume la stessa forma delPespres- 
sione che dà 11 volume del segmento minore deiremisfero. Dopo dò il volume di un qualunque 
segmento sferico di basi giacenti da bande opposte del centro della relativa sfera può venir deter- 
minato per sottrasione nel solito modo. — (Cfr. in proposito anobe la q. SIO). 
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ITO TE. 

a) Qualora la sezione del solido, con un piano parallelo alle basi, fosse una 
funzione razionale intera di grado m della distanza a del piano segante dalla 
base inferiore e sussistessero le due ipotesi poste da principio, si può ancora 
determinare, in modo elementare, il volume V del solido C). 

Posto infatti 

[4] fipt:) = a^^ « + aj a? 4- . . . . -f. ^ ,«? + «» 

immaginati condotti gli n — 1 piani paralleli alle basi che dividono Talter.za h 
in n parti eguali, le aree delle singole sezioni, comprese le basi, saranno date da 

/i .h\ r. A* . r~\A"~^ \.h . 

f\ — r~) -''*~~^ — + "' — '^^ — "^•••■*" — * ~i.~ "^ ^ 

talché i volumi dei prismi cilindri aventi per base la base inferiore, le sin- 
gole sezioni e la base superiore e per altezza la distanza fra due sezioni con- 

h 
secutive, si otterranno dai precedenti valori moltiplicando per — . Dopo ciò con 

un procedimento interamente analogo a quello dei n. 2 e 4, si giunge alla 

formola 

1=11-1 ,, 7,v j. . i«+ 2~-h .... -f- (n — 1)" 

lim 



ns» {So \ « / « 



ffi+l 
n 



^ 1- V2*""'+....-4.(n— l)""^ 



4- ^1 ^ ^ + • . 

n 

^1+2 4- h(«— 1) à 

b) Valendosi dei prìncipi del Calcolo integrale la formola precedente si ri- 
cava immediatamente, osservando che neiripotesi di f {ooì) della forma [4], si ha 

A l— -JO 



7 
ossia 

p] ^ = «o^ijrY + «. ■;^ + ....^-a^^^-2-^-«^^• 



A•■*■^ ;*"• A« 



(*) y. ane1]« BALrnsR. ^«o. f 9, 9. 
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e) Alla domanda posta dal Sig. db Saint-Gbbmain, nella nota cit., 86 la 
forinola 

[1] V = -|- (B, 4- B, + 4 10. 

esprìmente il volume d*un solido limitato da due basi in piani paralleli e da 
una superficie poliedrica o curva, tale che ogni sezione praticata in esso con un 
piano parallelo alle basi sia una funzione fita) di 2" o 3® grado della sua di- 
stanza (o da una delle basi» sia applicabile anche al caso in cui questa fun- 
zione è razionale intera rispetto ad a? di grado superiore al 3^, si può rispondere 
negativamente anche nel modo elementai'issimo seguente. 

Suppongasi f{,a) della forma [4], dove alcune deUe a, ad eccezione però di 
a^, possono esser nulle. Si avrà in ogni caso 

/^\ ^* . ^*"^ . ^ 

mentre V sarà espresso dalla [5]. Fermandoci quindi ai termini di più alto grado 
che apparìscono nella [1]» dopo la sostituzione dei valori corrìspondenti alle 
quantità che figurano nei due membri, dovrà esser soddisfiitta la relazione 

ossia 1 2*-4- 4 



m 4- 1 6. 2* 

o finalmente ponendo y in luogo di m e riducendo a forma intera 

(5-y)2^"* = y+l. 

Ora per mezzo della sostituzione diretta si verìfica subito che quest* equa- 
zione è soddisfatta pei valori 1,2^3 delFincognita, mentre non lo è pei valori 
4 e 5 di essa e non potrebbe esserlo per valori interì positivi di y maggiori 
di 5, poiché per tali valori il primo membro diviene negativo, mentre il se- 
condo assume valore positivo. 

E così resta provato senz" altro che la formola [1] non è valida che nei 
casi considerati al n. 2 e 4. 

d) Le due ipotesi poste in principio di questa trattazione possono togliersi, 
senza venir meno al rigore e valendosi soltanto del concetto di limite, in base 
al seguente principio. « Se un solido terminato da una superficie qualsivoglia 
vien diviso da piani paralleli, arbitrari di giacitura e di numero, in strati di 
uguale altezza e nei singoli strati si costruiscono altrettanti prismi, formati 
dalle rette parallele che proiettano ciascuna sezione del solido sul piano della 
sezione successiva, la differenza fra la somma di questi ed il solido dato si an- 
nulla quando il numero dei piani paralleli diviene infinito » la cui dimostra- 
zione può leggersi negli Elementi di Matematica del Baltzer, Geo: $ 8,7. 
Salvo che una tale dimostrazione, e molto probabilmente quella qualsiasi che 
potesse sostituirsi ad essa, non è di tale natura da potersi introdurre nei primi 
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elementi di geometria in quanto richiede la considerazione dei cilindri a base 
curvilinea qualunque e la trasformazione loro in prismi equivalenti. 

e) Si può determinare molto facilmente, in base alle nozioni sulle sezioni 
coniche, valendosi della [1], il volume di un segmento di ellissoide, d'iperboloide 
ad una e dtte falde e di paraboloide ellittica^ conservando le ipotesi del n. 1, 
la cui sussistenza nei singoli casi è facile a verificarsi, le sezioni &tte in questi 
solidi, con un piano parallelo alle basi del segmento, risultando funzioni di 2° 
grado della distanza del piano segante dalle basi (*). 

f) Le ipotesi del n. 1 e le dimostrazioni ai n. 2, 4 sono in accordo colla 
teoria delF equivalenza come è svolta in diversi pregevoli trattati che corrono 
per le nostre scuole secondarie. E facile invero riconoscere che chiamando serie 

di prismi o cilindri estemi e di prismi o cilindri interni le due serie di prismi 

h 
cilindri aventi per comune altezza — e per basi la base inferiore e le singole 

sezioni dalla prima air (n — i^eaima^ ^^ \q successive sezioni dalla prima al- 
l' (n — i)e8ima ^ i^ ^j^gg superiore, tali prismi o cilindri formano due classi dì 
variabili convergenti verso il solido, talché valgono a definire il medesimo ri- 
spetto alla grandezza. 

È dunque possibile, adottando i più recenti criterii sulla teoria deirequiva- 
lenza, introdurre lo studio della formola [1] subito dopo la determinazione del 
volume del prisma e del cilindro in modo da potersene servire per ricavare il 
volume di tutti gli altri solidi considerati nei primi elementi della geometria, 
ossia piramide e tronco di piramide, cono e tronco di cono, segmento di sfera 
e sfera, non che quello di altri corpi men semplici, come è stato fatto al n. 6, 
facendo discendere sifatta deduzione non solo da uguale procedimento, ma an- 
cora dalla stessa formola. 

g) Quando poi si voglia adottare come definizione dell* equivalenza, come 
tuttora vien fatto, in più d'una scuola, quella usitata da tutti sino a qualche 
anno fa, nulla vieta di poter estendere anche ad un solido limitato da due basi 
in piani paralleli e da una superficie curva qualsivoglia, la dimostrazione del 
n. 3 per la validità della [1] nel caso che l'area d' ogni sezione parallela alle 
basi sia una funzione di 2** grado della distanza da queste basi. Soltanto allora 
è necessario determinare prima il volume della piramide, contrariamente a quanto 
avviene con la dimostrazione del n. 2. Egli è certo però che in questo caso si 
raggiunge una grande semplicità di trattazione, tanto più notabile in quanto i 
segmenti dei solidi più comuni, limitati da piani paralleli, danno come espres- 
sione dell'area f{x) di ogni sezione parallela alle basi una funzione di 2*^ grado ('*) 
della X ("*)• A. Lugli. 



(*) Credo tattaTla inutile yenire a qaesta determinazione èhe ogni insegnante pnò fitre da se, 
mi basta averla accennata per mostrare quanto sia opportuno introdurre lo studio della [ij spe- 
cialmente in quelle seaole ohe hanno indirizzo industriale. 

(**) Il Segmento di paràboloid» iperholiea porge esempio di un solido in cui Varca /(«) di ogni 
seslone parallela alle basi del segmento opportunamente ricavato, è una funzione di 8« grado della z 
(V. BiKTOLAfli (F): SjUV applicabilità delle fonnoU di Wittetein e Kinkelin al calcolo dei volumi ; 
pag. 16). 

(«*») Le osservazioni esplicate in questa nota e nella precedente valgano a dar ragione della 
limitazione posta al n. 8 che la superficie laterale del solido considerato fosse poliedrica. 



— ST- 
ERRATA Corrige : a p. 17, linea 6 si legga 



ef-^ + ^-t-cj e 7 = -^(ao-4-5, 4-4A0in luogo di 6 (^ + -|- + cj 

e V = — (Bq + JBj + 4 A£), a p. 19, 1. 9 in luogo di : // volume di un solido. .., 
sì legga: Un solido,.. 



TEMI DI MATEMATICA DATI PER L' ESAME DI MATURITÀ 

IN GINNASI E SCUOLE REALI SUPERIORI DELL' AUSTRIA-UNGHERIA 

alla fine degli anni scolastici 1891-92 e 1892-93 

(Continuazione, V. pag. 27 e 55). 

' Gorizia : «. r. Scuola reale sup. — 1.1.»* + x'^y^ -4- i/* := 49. 
IL a?4-»y + y=:Il. 

2. Dati il perimetro ti ed i tre angoli oc, p, y ^ ^^ triangolo, calcolare Tarea 
del cerchio circoscritto, u =, 24 dm., a = 45*» 23' 44", p = 30« 45' 32". 

3. In ana sfera di volume v è inscritto un cono retto, che ha Tangolp al 
vertice a. Qual'ò il volume e la superficie laterale di questo cono? = 33,45, 
(i = 40'35'46". 

4. Si domanda Tequazione di quella retta che passa per il punto (8,3 cm.) 
e forma cogli assi un triangolo di 50 cm.* di area. 

Graz: Scuola reale sup. prov. — 1. Identico al 1. Se. r. Budweis 

2. Calcolare e costruire un triangolo isoscele dato il perimetro u e Taltezza h. 

3. Ad una sfera di superficie s è inscritto un cono retto che ha un angolo 
al vertice a =z= 34^ 18' 36". Calcolare la superficie laterale e il volume del 
cono se 5 :^ 50. 

I 4. La distanza fra Parigi e Pietroburgo è di 2168 chilom.; la latitudine 

geografica di Parigi è 48' 50' 11,2" e quella di Pietroburgo 59* 56' 29,7". Che 
difierenza di tempo segnano gli orologi dei due luoghi ? 

Iglau : Scuola reale sup. provine. — 1.1 due raggi a; ed y di un emisfero 
cavo sono eguali ai due raggi di un tronco di cono di altezza A = 9. Se si 
immerge il primo corpo in un vaso cilindrico di raggio p ^ 10 nel quale vi 
sia deiracqua sino ad una certa altezza, essa si eleva di w = 1»26, ed immer- 
gendovi il secondo corpo il livello dell* acqua si eleva di t? = 1 ,89. Quali 
sono i valori di a; ed y? 

2. Una rendita di 200 f. che scade dopo 6 anni e poi s' incassa per 5 volte 
successive, si deve convertire in un^altra che duri 10 anni cominciando di qui 
ad un anno (5 ®/q). Qual'è il valore di quest'ultima ? 
h 3. Risolvere un triangolo sferico isoscele nel quale a = & = 75® e Taltezza 
su e è A == 56°. 

Innsbrucr: t. r. Scuola reale sup. — 1. Per lo scavo di un pozzo arte- 
siano di 500 m. di profondità, pagansi pel primo metro 3 f. 24 s., per ogni metro 



» 
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successivo 5 s. di più. Quanto si paga per Tultimo metro, e quanto per tutto il 
pozzo ? 

2. La somma di due lati di un triangolo è a + & = 19, la somma dei qua- 
drati a* -H &* = 1 85, e l'angolo da essi compreso y =: 67* 34'. Quali sono gli 
altri elementi ed il raggio del cerchio inscritto ? 

3. Dal punto a^i = 0, t/, ^ 5 si deve condurre nel primo quadrante una tan- 
gente all'ellisse 16 »' 4- 25 y* =: 400. Si trovino le coordinate del punto di con- 
tatto, le equazioni della tangente e della normale, e l'angolo che la tangente 
forma col raggio vettore. 

Jagbrndorf : i. r. Scuola reale sup. — 1 . Quali sono i due numeri la cui 
somma è 26, se la somma delle loro terze potenze è 5642? 

2. Risolvere un triangolo rettangolo che ha il perimetro u = 48 cm. ed un 
angolo acuto a = 54® 1 8'. 

3. La sezione che paaaa per Taaie di un coao circolare retto ha l'area 
5^856 e l'angolo al vertice a:^28<^56' 14''; si calcoli il volume e la su- 
perficie del cono. 

4. Che linee rappresentano le equazioni y^^zQx e y=: — 3a;+12, e 
sotto quale angolo si tagliano? 

Klagenfubt: ». n Scuola reale superiore-, 

1. aj«4-y«-4-iP* = 77, y« j^- a? ;»=;;: 1 , 5a7 — 2« = 8. 

\ 2. La sfera di raggio r = 5,25 m. ha sulla sua superficie un triangolo sfe- 

rico coi lati a =? 1040 16' 20", h = 97^ 34' 10", e = 79» 45' 36". Qual'è il 

volume e la superficie della piramide sferica che corrisponde al triangolo sferico? 

9 

3. È data l'ellisse 16i»* 4- 25y« = 400 e la sottotangente = -r- Si do- 
manda l'equazione della tangente e le coordinate del punto di contatto. 

Kremsier: Scuola reale sup. provine. — 1 . Determinare tutte le radici del- 
l'equazione a>^ — 64 = 0, e farne la prova mediante moltiplicazione dei fattori 
radicali. 

2. Un comune si obbliga di estinguere un capitale di 8372,30 f. in 15 anni 
con rate semestrali eguali. Quanto importa una di queste rate se si calcola 
il 5 ®/q annuo d'interesse? 

3. L'equazione d'una parabola è y' = 8» e quella d'un circolo 4a?' H- 4y* =8 1 ; 
qual'è l'area della parto comune alle due sezioni coniche? 

4. Calcolare la durata del giorno più lungo e del giorno più breve per 
Kremsier (9 = 49* 1 8'). Derivare la formola generale. 

Leitmeritz: Scuola reale sup, comunale — 1. Decomporre la frazione -pr^ in 

due frazioni coi denominatori 5 e 22. 

2. Un capitale di 8000 f. deve venire ammortizzato con una quota annua 
posticipata dì 801,12 f. al 4 ^/^ d'interesse, quante sono le quote? 

3. Dato il volume t? = 10 m^ di un settore sferico e l'angolo al centro a = 90®, 
calcolare il raggio della sfera. 

4. Condurre all'ellisse 1 00 y* + 25 ro* := 2500 tangenti parallele alla retta 

2 
y = — -g aj 4- 5. 
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« 

Lubbiana: t. r. Scuola reale sUp, — 1. Un tale pone la sua sostanza 
di 22000 f. ad intoresae composto (4 ^/^) ed aumenta questo capitale ancora 
alla fine di ogni anno di 300 f.; dopo quanto tempo avrà egli una sostanza 
di 30000 f.? 

2. Quaré Tangolo al centro oc della sezione passante per Tasse di un settore 
sferico se il suo volume è o =^ 5031 «9 cm^ ed il raggio della sfera r = 16 cnv ? 

3. Dal punto (6,0) si devono guidare tangenti al cerchio a^- -^^y^zn 9. De- 
terminare le coordinate dei punti di contatto e Tangólo formato dalle tangenti. 

4. A che altezza ed a quale ora si trova il sole in Lubbiana nel primo ver- 
ticale nel giorno più lungo (lat. 46® 20' 56", e = 23» 28'). 

MMifiURG: t. r. Sctiola reale $upé -^ 1. Si risolva il sistema di equazioni : 

log («!<»«•) _ /m\« 

ìogj/af^y^ =mn4-l. ]og(t^iogr) '-[;,}' 

2. Gli angoli a, p, y d'un triangolo formano una progressione aritmetica, 
il prodotto delle loro tangenti è = \ìj/3. Quanto importa ognuno? 

3. Trovare l'equazione d'una retta che passando per Torigine delle coordinale 
sega le linee date dalle equazioni i/* 4- a* — Saj-f- 12 = 0edi/*-4-«*4-6a7 — 7 = 

8 
cosi che il prodotto delle corde è = -p . Costruzione. 

NEUtiTSCHEiN : Scuola reale sup. prov, — 1 . tì?^ + y' :^ 1 86 — 2aJ y (» 4- y), 

a + y = 6. 

493 

2. Si ha da decomporre la frazione ^^ in tre frazioni che hanno i deno- 
minatori 8, 9, 10 ed i numeratori sommano 15 unità meno della somma dei 
denominatori. 

3. Sulla stessa base di raggio 512 dm. stanno due coni retti; il lato di uno 
tà Colla base l'angolo flc = 78M7'50" e quello dell'altro p = 19*33' 10". 
Determinare volume e superficie dello spazio compreso fra le due superficie 
convesse. 

4. Nel circolo y* 2= 10» — oj* sono condotte dall'origine delle doppie coordi- 
nate o corde in numero qualunque ed ognuna è prolungata di una lunghezza uguale 
a sé stessa. Su quale curva stanno i punti estremi ? 

(Continua). 
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PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE 



Risposta air articolo del Prof. Biasi « Sull' equivalenza dei 
politfoni ». — Un altro critico, il sig. Biasi, continuando la polemica iniziata 
dal prof. Lazzeri, censura ancora una volta le proposizioni K ed F, òhe ho ag- 
giunte al primo libro degli Elementi d'Euclide. Nondimeno persisto nel difenderle, 
sicuro, come sono, ch'esse hanno solido fondamento e che la Verità loro, Ahche 
per le nuove censure, non è menomamente pregiudicata. 
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Mi propongo quindi il compito di far vedere che gli errori, che il Prof. Biasi 
mi attribuisce non esistono ; anzi, dimostrerò che non è dalla mia parte che sta 
Terrore, perocché il suo articolo « SulTequivalenza dei poligoni » contiene al- 
cune inesattezze e qualche sbaglio. 

Sulla dimostrazione della proposizione E (se due poligoni eguali ìianno una 
pmrte comune, le parti non comuni sono equivalenti) egli osserva che oltre al 
difetto di andare incontro ad infinite operazioni, la dimostrazione stessa contiene 
anche un*inesattezza là dove affermo, che per ognuna delle suddivisioni della 
parte comune y ^^ può ripetere quello che precedentemente aweravasi per la 
intera parte y : poiché « mentre la parte y era comune ai due poligoni primi- 
tivi a e p, le nuove parti y' e y" sono comuni V una ad a e y, l'altra a p 
e Y ». Ora questo non é vero: perchè y' appartiene ancora a p e y" appartiene an- 
cora ad a. È ovvio infatti il comprendere che se y' y" y'" . • . . sono parti 
di y, e questa è comune ad a e p, anche quelle sono comuni ad a e p ; talché 
si può ripetere, come dico nel libro, per ognuna di esse il seguente ragiona- 
mento. Considerando per esempio y', essa, come parte di p, dovrà avere la sua 
corrispondente in oc, fuori o dentro la parte comune (la qual cosa resulta dal 
processo nel libro stesso indicato); ammettiamo che sia fuori e si chiami a'. 
InvecOi riguardata y' come parte di oc, allora essa dovrà avere la sua corrispon- 
dente in p, fuori dentro la parte comune; poniamo che sia dentro e si 
chiami y'j. Allora y'^ potrà ancora considerarsi come parte di oc, che dovrà avere 
la sua corrispondente in p, fuori o dentro la parte comune ; ammettiamo ancora 
che sia dentro e si denoti con y'^. Questa parte pure dovrà considerarsi come 
parte di oc, che avrà la sua corrispondente in P; e questa volta supponiamo 
che sia fuori la parte comune, e chiamiamola p\ Allora avendosi a' = y', 
y' = y'^, y', = y'^, y', = p', . . . . sarà evidentemente a' = p'. La stessa cosa 
accade per y'^ y''\ . . . laonde si avranno, in corrispondenza di ognuna di esse, 
fuori della parte comune, le parti a", p" fra loro uguali, a'" e p'" fra loro 
uguali e così via. In tal modo verrà a stabilirsi una corrispondenza univoca di 
parti rispettivamente uguali fra le parti non comuni dei poligoni dati a e p ; e sarà 
cosi provata Tequi valenza di queste medesime parti. Si ha poi la conferma che 
il precedente ragionamento é giusto nel fatto che, quando a si sovrappone a p, 
ciascuna parte delPuno dovendo coprire la sua corrispondente nell'altro, a si 
sovrapporrà a y', y' a y',, y'j a y'^ e inène y'j a p'. 

In tutto ciò non havvi dunque nulla d'inesatto, Tinesattezza sta invece nelle 
parole del Sig. Biasi sopra riferite : prima, perché egli non considera che due 
sole parti y^ e y'^ in cui può essere divisa la parte comune y, mentre il mi- 
nimo numero di tali parti é tre. E poi perché, affermando che y^ é comune ad 
a e y, e l'altra y'' è comune ad oc e p, fa credere ch*egli ritenga y' non più 
appartenente a p, e y'^ non più appartenente ad oc. 

Quanto al numero delle operazioni, dico che non può essere mai infinito. E 
ciò deduco in due modi: o determinando direttamente tal numero, o anche 
dalla seguente semplice considerazione. Quando il numero delle operazioni finisce, 
l'ultima delle particelle in cui é stata divisa la parte comune y, si disegna^ 
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nella congraenza dei due poligoni a e p, intieramente fuori la parte comune 
stessa; e reciprocamente: se avviene che Tultima delle particelle di y trovi la 
sua corrispondente, neiruno o neiraltro poligono, intieramente fuori della parte 
comune, Toperazione di suddivisione finisce. L* ipotesi adunque che il numero 
di tali operazioni sia infinito equivale ad ammettere che non esista particella 
della intera parte comune ai due poligoni che, nella congruenza dei poligoni 
medesimi, si stacchi da se stessa, e quindi anche dalla parte comune. La qual 
cosa non può evidentemente accadere che quando i due poligoni, invece d^esaere 
in parte sovrapposti, sono totalmente sovrapposti; e questo è in assoluta con- 
traddizione coirenunciato del teorema. Tutto ciò prova, che quello che nel primo 
libro il Sig. Biasi dice essere succintamente dimostrato, sta bene anche a quel 
modo. Del resto, se quando fu stampato il primo libro d* Euclide io non volli 
entrare in particolari a proposito delle nuove dimostrazioni che aggiungevo, 
ciò fu perchè T indole del libro stesso non li comportava. E valga a renderlo 
più manifesto ciò che segue. 

Allorché si tratta di poligoni direttamente uguali, io determino il numero 
delle operazioni di suddivisione distinguendo i due seguenti casi: 1^ i due po- 
ligoni a e p si sovrappongono Tuno airaltro con un movimento di traslazione; 
2* i due poligoni si sovrappongono con un movimento di rotazione. Nel primo 
caso è chiaro che i punti d*un poligono per venire a sovrapporsi ai loro cor- 
rispondenti nell*altro polìgono percorrono segmenti uguali ; denoterò con A uno 
di tali segmenti. Inoltre fra tutti i segmenti paralleli alla direzione del movi- 
mento che si possono tracciare nella parte comune Yi ve ne sarà uno massimo 
che chiamerò B, Or bene, il numero delle operazioni domandato è quello stesso 
che indica quante volte bisogna ripetere A per superare immediatamente B. 
L^esempio che ho posto nel primo libro a pag. 68 conferma pienamente questa 
regola. A quelPesempio è facile aggiungerne altri prendendo a considerare anche 
poligoni concavi. 

Nel secondo caso, quando cioè i due poligoni ruotano intorno ad un centro, 
abbiamo un fatto analogo. I punti d'un poligono si sovrappongono ai loro cor- 
rispondenti neiraltro poligono descrivendo archi, i quali corrispondono ad angoli 
uguali col vertice nel centro di rotazione; denoterò con A uno di tali angoli. 
Intanto fra tutti gli archi che si potranno tracciare nella parte comune y <^ol 
centro nel centro stesso di rotazione, ve ne sarà uno che corrisponde ad un 
angolo massimo; tale angolo chiamerò B. Anche questa volta il numero delle 
operazioni domandate è quello stesso che indica quante volte bisogna ripetere 
A per superare immediatamente B. Ciò si verifica assai facilmente considerando 
p. es. due posizioni difierenti di uno stesso triangolo, che ruota attorno ad 
uno dei suoi vertici. 

A questo punto il Prof. Biasi distingue il caso che il centro di rotazione sia 
interno ai poligoni, da quello in cui il centro stesso è esterno; e afferma che 
nel primo caso, e quando Vongola di rotazione (ch*io ho chiamato A) è incom- 
mensurabile con quattro retti, il numero delle operazioni è infinito. Ciò non è 
vero. Perocché, quando il centro di rotazione è interno, la sola differenza da 

18 
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qaando esso è esterno sta in ciò che Tangolo massimo S può superare quattro 
retti, oppure otto retti, oppure dodici retti, insomma allora B è della forma 

4 m — -4- Jy , dove m è un numero intero e B^ è inferiore a quattro retti. Ma 

qualunque esso sia è certo che si potrà ripetere A tante volte fino ad otte- 
nere un angolo superiore a B; e però il numero delle operazioni è in ogni 
caso finito, e dipende dal Postulato d'Archimede, come io avevo già dichia- 
rato nella seconda risposta al prof. Lazzeri. Ma Tegregio critico non ha creduto 
tener conto di ciò, com'era opportuno di fare. 

Il Prof. Biasijsbaglia poi quando limita Tidea di angolo a quattro retti, 
confrontando l'angolo A di rotazione con quattro retti e distinguendo la com- 
mencrrahilità dall'incommensurabilità di questi due angoli. Egli sbaglia quando 
dico che la parte corrispondente a so stessa, tanto nella congruenza dei due 
poligoni come nella loro posizione primitiva, è un circolo, « il cui centro 
è il centro di rotazione e il cui raggio è la distanza di questo centro 
dai punti più vicini del contomo dei poligoni > perchè tal parte è in- 
vece un poligono regolare avente il centro nel centro di rotazione. E sbaglia 
anche quando afferma che le parti non comuni ai poligoni hanno per limite 
due figure (nulle) corrispondenti Tuna all'altra nella congruenza; perchè se tali 
figure (nulle) o punti limiti esistessero, essi dovrebbero corrispondere a se stessi, 
e si ritornerebbe a quello che dicevo in principio cioè: che i due poligoni sa- 
rebbero totalmente sovrapposti, avendo fra loro corrispondenti, tanto nella con- 
gruenza, come nella posizione primitiva, il centro di rotazione e i due punti li- 
miti suddetti. Che poi il numero delle operazioni sia infinito solamente quando 
i poligoni sono sovrapposti, è anche confermato dal fatto che le operazioni di 
suddivisione crescono a misura che i due polìgoni tendono a sovrapporsi, ossia 
a misura che la grandezza B cresce e l'altra grandezza A decresce. 

Mi risparmierò ora di entrare in particolari relativamente alla convessità e 
concavità dei due poligoni dati e della loro parte comune, bastando per la com- 
pleta difesa del libro ch'io faccia avvertire, che in esso si considerano solamente 
poligoni convessi. Ad avvalorare poi l'importanza del procedimento contenuto 
nella dimostrazione della proposizione E^ dirò che, essendo esso fondato esclu- 
sivamente sulla proprietà che date due grandezze eguali si può sempre dividerne 
una nel modo stesso secondo cui è già stata divisa l'altra, il medesimo proce- 
dimento è indipendente 1^ dalle grandezze che si considerano; 2® dai loro con- 
torni ; 3^ dalla posizione relativa delle grandezze stesse, e quindi dal movi- 
mento che bisogna fare per sovrappon*e l'una all'altra. Per la qual cosa la pro- 
posizione E può facilmente estendersi alle superficie piane in generale e a tutti 
ì solidi geometrici. 

Vengo ora a parlare del concetto d'equivalenza. Il Signor Biasi a questo 
proposito dice « In una sola cosa il Gremigni potrebbe aver ragione, quando 
cioè scrive : allora quello che si renderà necessario di fare, sarà di estendere 
il concetto d*equivalenza ; ma non insiste su questo concetto, poiché vuole difen- 
dere la sua dimostrazione anche per il caso che il numero delle operazioni possa 
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eesere infinito, caso che poi nega recisamente, contro il vero >. Quanta ragione 
avessi di negare questo caso, oramai è abbastanza provato da ciò che preceden- 
temente ho esposto. Quello che mi fa meraviglia è che il Signor Biasi dica, 
come io non abbia insistito sul concetto d*equivalenza, quando nella seconda 
risposta al LAZzeri, pag. 3, sono giunto a dimostrare che il concetto stesso è 
indipendente dal numero di parti rispettivamente uguali, onde due grandezze 
sono decomponibili. Di&itti, in quella risposta scrivo : « E chiaro quindi, che 
il concetto d*equivalenza dipende esclusivamente dalla corrispondenza univoca di 
parti rispettivamente uguali, nelle quali due grandezze possono decomporsi ; e 
però il numero di tali parti non deve affatto influire sullo svolgimento ulte- 
riore di tutte le proprietà da esso concetto dipendenti ». Che cosa avrei dovuto 
dire di più? D'accordo anch'io nel ricercare quelle grandezze equivalenti, le 
quali sono decomponibili in un numero finito di parti rispettivamente uguali, 
per distinguerle dalle altre in cui ciò non si avvera, o ci è incognito ; ma per 
me la questióne del numero, finito o no, è secondaria, e non deve intralciare 
quella principale dell'equivalenza. È questo il punto che il Signor Biasi avrebbe 
dovuto ribattere, ma egli ha preferito citare le mie parole della prima risposta 
al Lazzeri, &cendole passare per parole scritte nella seconda. 

Quanto alla dimostrazione della proposizione F (se un poligono è parte di 
un aUro poligono, essi non saranno equivalenti) il nostro critico dice che in 
essa < Terrore è anche più grave » senza precisare veramente in qual punto sia 
e in che cosa consista. Difatti, dopo di aver riportato alcuni miei periodi, egli 

aggiunge soltanto queste parole : € Ora sieno (a, v le parti di ^ che hanno 

le loro corrispondenti \l\ V internamente a p stesso ; affinchè il ragiona- 
mento del Signor Gremigni potesse camminare, converrebbe ammettere che p. sì 
sovrapponesse proprio a [jl\ v a v', ecc. ; cioè ciascuna alla sua corrispondente. 
E come andrebbe invece se p. si sovrapponesse a v', o v a [a' ? » Ora la risposta 
gliela dà il libro stesso. Infatti, riprendendo il ragionamento della proposizione F dal 
punto in cui il Biasi Tha lasciato, nel libro si legge : « onde tutte le parti di p, 
le quali hanno le loro corrispondenti, nel poligono oc, internamente a ^ stesso, 
potranno distinguersi in due ; sovrapposte e non sovrapposte. Ora le prime, cor- 
rispondendosi fra loro, non subiscono suddivisione nella sovrapposizione di p ed a; 
ma le altre vengono ad essere suddivise : quelle di p, dalle linee che dividono a; 
e quelle corrispondenti di oc, dalle linee che dividono p. Comunque sia però divi- 
dendo le prime, come sono suddivise le seconde ; e queste, come sono suddivise 
quelle, si avrà una nuova divisione di parti, per la quale ad ogni parte di ^ 
si trova la sua eguale corrispondente in oc, situata sempre internamente a p ». 
Dunque, se, come obietta il Prof. Biasi, \l si sovrapponesse a v\ o v a (a' si 
potrà dividere p.', come è stato suddiviso {i. dal contorno di v'; e si potrà divi- 
dere (ji, come è stato diviso [if dal contorno di v o da qualche altro contomo. 
Dopo ciò (A e (a' sono divise nello stesse numero di parti rispettivamente eguali, 
e similmente disposte. La stessa cosa vale per v e v' e cosi via. Ora in ciò nulla 
vi è d'impossibile, e però, il mio ragionamento cammina sempre; mentre panni 
che ciò non avvenga per le obiezioni del mio contradditore. 
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Per far vedere poi che anche la dimostrazione della proposizione F dipende 
da un numero finito di operazioni fa bisogno ch*io ritorni sul modo di consi- 
derare il postulato deirequivalenza. Parlando di questo postulato il sig. Biasi 
così si esprime : < D'altronde il postulato dell'equivalenza è negativo, e perciò 
non si può chiamare in suo soccorso l'esperienza, alla quale non è date di 
giudicare in un'infinità di casi ». Tali asserzioni non mi sembrano giuste, non 
solò perchè Tesperienza qui non ha nulla a che fare, ma anche perchè, se il 
postulato deirequivalenza è negativo, ciò è questione più di forma che di so- 
stanza. Difatti, se invece di dire, come ordinariamente si suole, che la parte 
non può essere equivalente al tutto ; si pone la questióne nei seguenti termini : 
Se due poligoni equivalenti sono sovrapposti, e l'uno ha una parte estema 
rispetto alVaUro^ il secondo dovrà pure avere una parte estema rispetto al 
primo ; allora la forma negativa scompare. E però si potrà con un ragionamento 
diretto, applicabile in tutti i casi, dimostrare la verità della questione stessa. 
Ecco intanto un cenno del modo col quale si può condurre la cosa : Siano a e ^ 
i due poligoni equivalenti, e siano [i^ [ìl^, (tg, . . . * [/« le parti di oc, e Vp v,, 
V3 . . . . V» le corrispondenti, eguali^ di ^ : sovrapponiamo ^ ad oc, e suppo- 
niamo che nessuna delle parti di p copra, in parte, la sua corrispondente (esa- 
mino questo caso soltanto, perchè l'altro caso più generale si fa dipendere da 
questo mediante la proposizione E) ; suppongo inoltre che a abbia, per esempio, 
la parte \l^ esterna a p ; dico che anche p avrà una parte esterna rispetto ad a. 
Chiamando, in due poligoni uguali, corrispondenti quei punti che coincidono, 
allorché i due poligoni si fanno coincidere; e considerando un punto quar 
lunque A della parte (JL3, il suo corrispondente B sarà nella parte V3 di p. Si 
potranno allora fare due ipòtesi : B è interno, od estemo ad a. Se B fosse 
esterno, vorrebbe dire che la V3 è, almeno in parte, esterna ad a; e allora il 
teorema è dimostrato. Se B invece è interno ad oc, dovendo cadere in una parte 
diversa da (j.3, cadrà, per esempio, nella parte (Jig di a ; per conseguenza il suo 
corrispondente C si troverà nella parte Vg di ^ ; e allóra si potranno fare le 
stesse due ipòtesi : o C è esterno ad oc, e in tal caso la parte v^ di p è, al- 
meno in parte, fuori di oc ; C è interno, e allora sì può continuare il ragio- 
namento fino a che non si sarà trovato un punto Jf, e quindi una parte di ^ 
esterna ad oc. La qual cosa è possibile perchè le parti di p sono in numero 
finito. Dunque è vero che se due poligoni equivalenti sono sovrapposti, ciascun 
d'essi deve avere una parte esterna rispetto all'altro. Deducesi quindi la propo- 
sizione jP, cioè che la parte non può essere equivalente al tutto. Se poi si 
osserva che il punto A per giungere alla posizione M fa un numero finito 
di salti^ passando da A in £, da B in C, e cosi via ; e che quello che dicesi 
per un punto, vale anche per una parte, si conclude che la soluzione della 
questione dipende sempre da un numero finito di operazioni. 

Non posso dunque approvare il Sig. Biasi, quando classifica i poligoni fra 
le grandezze di terzo genere ; sono anzi d'opinione che ciò non debba farsi 
neppure per i poliedri ; ma, per ora, faccio punto, riserbandomi di esporre a 
questo proposito le mie idee in un'altra occasione. Quello, su cui mi preme di 
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insistere, è che, nonostante le censare de* miei contradittori, potremo d*ora 
innanzi fare a meno del postulato deirequivalenza. 

Firexuw, 15 aprile 1894. J^, GbXMIONI. 

Sui numeri primi. — 1. Teorema. Supposto cfie n sia un numero qua- 
lunque della serie: 

1, 2, 4, 8, 16, 32, 

ogni numero primo > 2 è di una delle forme lineari: 

inso±i, ±3, ±5, Hh7, ±(2n— 1). 

Infitti : sia r un numero ìmpari qualunque ^ (2 n — 1). Se 

4 na + r < iV 
essendo N un numero primo, per un certo valore intero q di x, sarà : 

4n(q — ì) + r<N; e 4nq±r:>N 
o in altri termini : N dovrà essere uguale almeno ad uno dei numeri : 

4 n (gr — 1) + (r + 1), 4 n (g — 1) 4- (*• H- 2), . . . . 4 n te — 1) -+. (2 n — 1), 

4n(g— l)-4-2n=:4ng — 2n, 4ng — (2n — 1), .... 4nj — (r+l), 

4nq — r, .... 4 nq — 1, 4nq^ 4ng-4-l,.... 4nj-4-(r — 2), 

4nq + (r^ 1), 

quando le disuguaglianze sono verificate considerando i segni superiori ; e al- 
meno ad uno dei seguenti : 

4«te— 1) — (r—l), 4nte- 1) — (r-2),.... 4nte — 1)- 1, 

4 n te — 1), 4 n te — 1) 4- 1, .... 4 n te — 1) 4- r, 4 n te — 1) 4- (r + 1),.... 

4 n te — 1) 4- (2 n — 1), 4 « te — 1) 4- 2 ni= 4 n gr — 2 n, 

4 n g — (2 n — 1), inq — (r 4- 2), 4 n 5^ — (r 4- 1), 

nel caso che le disuguaglianze fossero invece verificate considerando i segni 
inferiori. 

Ma in entrambi i casi, potendo escludere i numeri pari, concludiamo, che 
ammessa Timpossibilità delle forme : inx + r, e 4na> — r, deve esser possi- 
bile in conseguenza e rispettivamente, almeno una fra le seguenti : 

4na? — r, 4;(r-H2), ±(r4-4), .. .. jh(2n— 1), 
± 1, ± 3, . . . . ± (r — 2) ; 
e: 

4 na 4- r, ± (r 4- 2), 4; (r -h 4), . . . . ± (2n — 1), 
± 1, ±3,.... ±(r — 2); 

il che dimostra appunto il teorema. 

Si dimostrerebbe similmente, seguendo una via analoga alla precedente, che 
se n è un numero qualunque della serie 

1, 2, 4, 8, 16, 32, 

ogni numero primo > 3, è di una delle forme lineari 

6na?± 1, ±5, ±7, 4; 11,.... +(3n-^ 1); 



— 106 — 

e la serie : 

1, 6, 7, 11 (3n— 1) 

si ottiene da quella dei numeri naturali per la soppressione dei termini 2 e 3 
coi loro multipli rispettivi. 

In generale, che : se n è tm numero qualunque della serie : 

1, 2, 4, 8, 16, 32,.... 

ogni numero primo > p (p essendo primo) è di una delle fbrme lineari: 

(1) 2pn»± 1, ±(jp — 2), ±(i)4-2), ±(l>n— 1); 

e la serie: 

1, . . . . (^ — 2), (p + 2) (p n — 1) 

si ottiene da quella dei numeri naturali per la soppressione dei termini 2 e p 
coi loro multipli rispettivi. 

2. Poniamo ora nella (1), n=: 1. Siccome ogni numero primo >• p(p primo), 
è di una delle forme lineari 2 p a? ± r, r essendo uno dei termini della serie 

1, 3, 5, 7, 9, .... (p — 2). 

avremo, elevando a quadrato un numero primo qualunque, messo sotto una tal 
forma: 

(2) (2 jp 07 + ^)* =^ ^JP* ^* zh 4 jj r 0? + r* i^ 4 1) a; (p a? 4^ r) -4- r*. 

Ma r è impari, e tale è anche p, se si esclude il caso di p = 2. Conse- 
guentemente, essendo il prodotto : 

oj (p 07 Hh r) 

sempre pari, il 3** membro della (2) ammetterà il fattore Sp; e potremo con- 
cludere il teorema : 

Il quadrato di un numero pruno più grande di p è un multiplo di 8 p 
aumentato del quadrato di uno dei numeri appartenenti alla serie : 

1, 3, 5, 7, 9, (p — 2). 

Fa eccezione il caso di ^ = 2 ; perchè il quadrato di un numero primo 
più grande di 2 è un multiplo di 8 aumentato di 1. 

D'altronde nella dimostrazione precedente abbiamo esclusa Tipotesi che p 
fosse pari. 

Per mezzo di un ragionamento analogo possiamo ancora enunciare la se- 
guente proposizione più generale: 

Essendo n un numero qualunque della serie : 

2, 4, 8, 16, 32, 

il quadrato di un numero primo più grande di p é un multiplo di 4pn au^ 
mentato del quadrato di uno dei numeri appartenenti alla serie : 

1, (/> — 2), (p + 2) (p n — 1) 

ottenuta da quella dei numeri naturali per la soppressione dei termmi 2 « p 
e dei loro multipli. 
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E qaesta vale anche nel caso in coi p :=: 2. 

I teoremi precedenti non sono che la generalizsazione di proposizioni note. 
Cosi per esempio : 

Ogni numero primo > 2 è di una delle forme lineari 40+1. Ogni nu- 
mero primo > 3 è di una delle forme lineari 6 a; + 1 . Il quadrato di un numero 
primo > 3 è un multiplo di 24 aumentato dell'unità. 

3. Dimostrerò per ultimo il seguente teorema enunciato da Ed. Lucas (*) : 

Ogni numero 4 x + 3 é primo, o divisibile per un numero impari di nu- 
meri primi della stessa fbrma. 

Osservo perciò che qualunque numero è di una delle 4 forme: 

4x, 4 07 4-1, 4 0^4-2, 4 4-3; 

per conseguenza se 4 aj 4- 3 non è primo, essendo impari, i suoi divisori non 
potranno essere che delle due seguenti : 

404-I e 40+3. 

Ma il prodotto di due numeri delle forme 4»+! e 4^ + 3 è sempre un 
numero della forma 4 + 3; epperciò : se un numero di quest'ultima forma 
ammette un divisore 4 0+1, ne ammette anche un altro 40 + 3; onde : 
qualunque numero 4 + 3 che non sia primo ammette almeno un divisore 
della stessa sua forma. 

II numero di tali divisori però, non può essere che impari. Infatti, possiamo 
sempre immaginare di aver soppresso dal numero dato (4 + 3) i fattori della 
forma 40+1; e il numero restante (4 X + 3} non potrà essere che il pro- 
dotto di un numero impari di fattori della stessa sua forma, perchè ogni nu- 
mero (4 X + 3) è anche un numero (4 T — 1). 

Finalmente : i divisori di (4 + 3) e della stessa forma, che abbiamo visto 
essere in numero impari, potrà darsi che sieno primi o composti. Se primi, il 
teorema ò senz'altro dimostrato; se composti basterà osservare, che ragionando 
analogamente, si concluderebbe che ognuno di essi può scomporsi soltanto in 
un numero impari di fattori. Tenendo una via analoga, si dimostrerebbe ancora 
che ogni numero della forma (60 + ^) è primo, divisibile per un numero 
impari di numeri primi della stessa forma. 

Ma si può vedere, come il Lucas avvertì, che una proposizione analoga non 
sussiste in generale. Per es. i numeri della forma (8 n + 7) possono essere il 
prodotto di 2 numeri della forma (8 n + 3) e (8 n + 5) ; ecc.. 

Gmiorti, Aprile 1894. 

G. Musso. 

(*) ThéorU de» «omftret, pag. 851. 



♦♦♦ 
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SOLUZIONI DELLE QUISTIONI 

126, 176**, 177**, 178*, 179*, 180**, 181*, 182*, 
183*, 184**, 185**, 186**, 187** e 188**. 

126. Résoudre en nambres entiers Véquatùm 

X* H- y* = z* H- 2 1*. (E. Fauquembergub). 

Risposta del Sig. D.... (Seminario di Sohnona), 

I. Condizioni per la possibilità dell'equazione proposta. 

1. I fattori primi di un numero N capace delle due forme a' -4- y* e «' H- 2 i* 
devono essere della forma 8 A + 1 ; 

2. Gli altri fattori (delle forme 8A — 1 e 8A4^3) possono entrare nel 
numero N^ ma solo a quadrato o a potenza pari ; 

3. Il 2 a qualsivoglia potenza. 

1. Infatti per la forma o;^ 4- i/* è necessario che ogni fattoi*e primo di N 
sia della forma 4 A + I , che si scinde nelle due 

^8A-hl, 8A — 3. 

Per la forma ;s* + 2 f* è necessario che ogni fattore primo di N sia di una 
delle due forme 

8^+1, 8^4-3. 

Dunque ogni fattore primo, capace di prendere ad un tempo le due forme 
09% ^ y< e ;?* + 2 1^, deve essere della foima 8 A -f. 1 . 

2. Quindi gli altri fattori (8 A — 1 e 8 A 4;: 3) non possono entrare in N 
che a potenza pari, cioè come fattori comuni ai quadrati oT- e y^, z^ e f*. 

3. Finalmente il 2 a primo grado può prendere le due forme d?^ + t/* e 
;?« -h 2<% essendo 2 = 1« 4- 1», 2 =: 4- 2 . 1« ; il 2 a potenza pari può 
entrare in iV, come ci entrano gli altri fattori che non sono della forma 
8 A 4* 1 ; il 2 a potenza impari, decomposto in 2 a primo grado e 2 a po- 
tenza pari, vi può entrare come negli altri due casi. 

II. In quanti .modi si può far prendere al numero N la forma dei due 
membri, ossia quante sono le soluzioni deirequazione proposta? 

Si scomponga il numero N nei suoi fattori primi. Esso avrà m fattori della 
forma 8^4* 1, sotto gli esponenti a, , a, ,.... Om ; avrà n fattori della forma 
8 A — 3, sotto gli esponenti òj , h^,,.„hn -^ tutti pari ; avrà q fattori della 
forma 8 A 4- 3, sotto gli esponenti e, , e, , .... Cq , tutti pari. Degli altri 
fattori, come anche del 2 sotto esponente pari, i quali non contribuiscono per 
nulla a far prendere l'una Taltra forma, non si tiene verun conto. Del 2 a 
primo grado si dirà in fine. 

Ora i modi, in cui il numero N può. prendere la forma 00* 4- y^, sono 

A = [(a, 4- 1) (a, 4- 1) ... (a.,4- 1) X (&i+ 1)(^H- 0... (&„4- 1)]2-* , 
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ovvero 

A' = [(a, + 1) (a, -h 1) ... (a«+ 1) X (^ + (^ + ••. (*n -h 1) - I] 2-*, 

secondo che gli esponenti a non sono tutti o sono tutti pari. 

E similmente, secondo questa medesima corrispondenza, i modi, in cui il 
numero N può prendere la forma z^ -h 2 1^, sono 

5 = [(a,-hl)(a,4.1)..(a«-hl)X(c,-hl)(c,+ l)...(Cg+l)]2-*, 

ovvero 

^=:[(a,4-l)(a,4-l)..(««+l)X(Ci4-l)(c,-f-l)...(Cg4-l)-l]2"*. 

La ragione di queste formole sta in ciò : che i modi, onde una potenza ai'' , 

a numero primo della forma a?* H- y* ovvero ;f * -f- 2 <*, può prendere la stessa 

{A+ 1 M* 
forma, sono — - — o -^ , secondo che \/. è impari o pari ; e i modi onde un 

prodotto a(^ ^^ , p anche numero primo della stessa forma dì oc, può prendere 
la stessa forma, sono ([*+ 1) (v -h 1)2~^ o [([* 4- 1) (v -4- 1) — 1]2'"*, se- 
condo che (JL e V non sono entrambi o sono entrambi pari. 

Siccome poi il fattore 2 a primo grado, moltiplicato per una forma, man- 
tiene nel prodotto la forma, ma non ne raddoppia il modo, cosi il numero dei 
modi espresso da A e B, o da A'^ e ^, resta invariato ; e solo nrì caso che 

— sia un quadrato perfetto si può, se vuoisi, aggiungere al primo membro la forma 

N N 

-^ -h — : il che basta avere accennato senza complicare le fonnoU. 

Quindi il numero delle soluzioni deirequazione propoeta è dato dftl prodotto 
AB dal prodotto A'B'. 

Nota. Il Sig. Prof. E, Fauquemhergtie comunica gentilmente alla Redazione 
le seguenti identità riferentisi a questa quistione : 

I. (2a« -H 2ap)« + (2ap — p«)« = (2a* + 2ap — p«>« -H 2(2ap)«. 

II. [2at + T* - (« - P)T + [2P* + Y* - (* - m^ = 

[2(« + P)yP H- 2(oc» -4- P« - Y*)* • 

III. (a« — 2 Py — 8«)« 4- (p* — Y* ± 2aS)« = 

(a« _ pt _ .^t + 8f)f + 2[a(p - y) ± 5(P -h y)]*- 

Volendo delle soluzioni nelle quali sia zzrzl^ si prenderà V identità : 

IV. (a« — 1)« + (a« + 2a)« = P + 2 (a« + a)« . 

Volendo delle soluzioni in cui sia ^ = 1 , si prenderà Tidentità : 

(2a«+ l)«-4-(4p« - l)« = (4ap)« -4-2.1», 

a e p essendo una soluzione qualunque deirequazione 

a« — 2 p« = — 1 (•). 

{*.) Volendo deHe loliisloni In rni if* od a = 1 od y = 1, al prenderà 1* Identità: 

14 
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176**. Se un triangolo isoscele ha i lati eguali di grandezza costante ed 
uno fisso di posizione il luogo geometrico del suo ortocentro H è ima strofoide. 

(G. Bellacchi). 

Dimostrazione del Sig. L. Perrotti, studente nella R. Università di Roma Q* 
Sia A B il lato fisso di posizione : A il vertice in cui concorrono i lati 
eguali. Il luogo del terzo vertice C è la circonferenza di centro A e raggio A B. 
Compio il diametro CAC^ e sia H' Tortocentro del triangolo ABC\ 1 punti 
H, H' sono sulla perpendicolare condotta da B al diametro CC'. Tiro il dia- 
metro perpendicolare ad AB, che incontra iT^' in D. Le AJ7 e AH\ biset- 
trici degli angoli BAC e BAC\ sono perpendicolari fra loro e poiché AD 
divide per metà la striscia formata dalle due parallele CHj C H\ sarà 
ED izz H'D^ cosicché dal triangolo rettangolo H'A H^ risulta 

DH = DA = DH', 

Il luogo geometrico dei punti J7, H^ è dunque una strofoide retta avente 
il punto B per polo ed A per punto doppio. 

177**. Dimostrare che^ per n intero e positivo qualunqtte^ si ha 

['-e)-(;)-(;)+-r-[(;)-©-(s)--r=^-- 

(V. Correnti). 

Dimostrazioni della Sig.* V.* F, Prime a Bruxelles e del Sig. Prof. t/. Ghe- 
rardi a Cortona. 



Ponendo }^^ 1 = i, si ha 

(1+0"=!- g)+G)- (^)4.....-H.- [© - e)+e)--]. 

Ma 1 + i = j/2 (cos "2- 4- » sen-^-j , si ha dunque ancora 

(1 -4-i)" = (f^*.cos^-f-t(f/2)*.sen^ , 
quindi 

Di qui, quadrando e addizionando, risulta 

[-a)-(:)-(;)^ ■]'+[o-e)*o--r= 



2* (cos* -j- + aen* -j- 1 = 2* ed. d.. 



(*) Dimostrazioni geometrloamente Bemplieiisime di qneeta proposizione pervennero dal 
Sig. F. Colwmbo, stndente nella R. Università di Napoli e dalla Sig.* Yed." F. Prima a Braxelles. 
Il SIff. Prof. U. Ceretti Inviò all*lnoontro nna dlmostraslone analitica. 
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Dimostrazione del Sig. Prof. G. Santacroce a Foggia e del Sig. L. Perrottij 
studente nella R. Università di Roma. 

Pel teorema del binomio, avendo riguardo ai valori delle successive potenze 
dell'unità immaginaria, si ha : 

(l-H0-=jl-(94.(!l)-(9 + ....j + .j(^)-6)4.g)-....j 

o-o-=ji-(g+(!I)-e)+...]~.j©-e)4.g)-..j 

Moltiplicando ora membro a membro risulta la relazione proposta. 

Dimostrazione del Sig. V, CoìumbOj studente nella R. Università di Napoli. 

Indicando per brevità con a e p le espressioni fra parentesi che figurano 
nel primo membro della proposta eguaglianza, mi propongo di dimostrarne la 
esattezza col metodo di deduzione da n ad n + 1 . 

Sia per ipotesi [1] a* 4- p* = 2* e si cambi n in n + 1. A motivo del- 
r identità 

segue 

'-(•tV("t')— =['-(9+0— ]- 
[(?)-(3)+(9--]=-p. 

("!')- ("tv (f) -••=[(?)- (5) + (9 --] + 

e perciò la relazione proposta diviene, in seguito alla [1]: 

(a _ p)t + (a 4- P)« = 2(a« -f- p«) = 2*+*, 

cosicché essa é vera mutando n in n + 1. E poiché la relazione stessa si 
verifica fiicilmente per n = 1 ed n = 2, segue che é vera sempre O* 

178*. // punto P di una sfera di raggio R è vertice di un cono che ha 
per asse il diametro P Q deUa sfera condotto per P, e ha per base un cerchio 
di raggio R situato sul piano condotto perpendicolarmente al diametro P Q per 
il suo estremo Q. Trovare a qttale distanza dalla base dovranno essere tagliati, 
con un piano parallelo a questa^ si il cono che la sfera perchè le aree delle 
sezioni circolari fatte nel cono e nella sfera siano fra loro in un rapporto 
dato n, perchè siano in un rapporto dato d! le superficie del tronco di cono 
e deUa zona sferica corrispondente ; e discutere i risultati. 

(•) Un'altra dimostrMlona ireime ioTlata dal Sig. &. TirMa, itadenie nella B. Unlvenltà 
di OatanU. 
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Soluzioni analoghe della Sig." V." F. Prime a Bruxelles e dai Sigg. F. Ce- 
lestri^ alunno del R. Istituto tecnico di Modica ; F. Columbo^ studente a Napoli ; 
E. JJugarOf alunno del R. Liceo Garibaldi di Palermo ; R. Scozzavi, studente a 
Palermo ; G. Tirella^ studente a Catania. 

Sia 207 la distanza del punto Q dal piano segante, R' il raggio della se- 
zione nel cono, R'' il raggio della sezione nella sfera. Si ha subito 



Rf = R--- 00, 22" = 2 yco(R — a?) . 

1.* L*equazione che dà il valore di a; è allora 

(R — »)* = ina)(R — oo). 
Trascurando la soluzione illusoria a; = 22, si ricava 



i2 *— 01 = 4na9 donde 2a =: 



2R 



1 +4n 
valore accettabile se compreso fra e 2£. Si deve dunque avere 

^ . . ^1 o, più semplicemente n > 0. 

2«* Condotta una generatrice qualsivoglia P A del cono che incontri il piano 
segante in iV e chiamato M il punto dlntersezione del diametro P Q con questo 
piano, dai triangoli simili PMN, PQA sì ìxsl NA : 2(o =: P A : PQ = 
R l^b : 2jB, cosicché JVA = a^5. La superficie del tronco di cono equi- 
vale adunque a ic(i2' 4-i2).iV^A=ic(2i2 — m)iof/b e quella della zona sfe- 
rica a AiiRa, Si ha perciò Tequazione 

.- , 4iì(5 — 2n'l/5) 
(2iJ — »),»^5 = 4icn-Ra da cui si ricava 2(0 = 

con le condizioni 

^ ^ 2(5_|nr5) ^ j 

j/b l/b 

Dalla prima si ricava n' ^ —r — e dalla seconda »' ^ -~ — . Ne risulta 

yw yw 

che n può variare fra un minimo -^-j — ed un massimo -^ — • 

4 2 

^. 179*. In un triangolo rettangolo è data la somma a dei dtse cateti x ed y, 
e l'altezza k relativa all'ipotenusa z ; determinare i tre lati x, y, z del trian- 
golo^ e indicare in quali casi il problema è possibile. 

Soluzioni analoghe dalla Sig.' V.* F. Prime a Bruxelles e dai Sigg. F. Ce- 
lestri, alunno del R. Istituto tecnico di Modica; V, Columbo, studente a Napoli; 
E, Lugarot alunno del R. Liceo Garibaldi di Palermo ; F, Romano e G, Tirella^ 
studenti a Catania ; R, Scozzavi, studente a Palermo. 

La quistione si riduce a risolvere il sistema d'equazioni 

(0 + |/ = a, a?*4-y* = z*, xy =z kz . 



— 113 — 

Quadrando la prima e tenendo conto delle altre due si ha subito 



-s« 4- 2 A^ — a* zz: da cui z =: — h ± ^A« + a« . 

Il valore negativo pel radicale non conviene al problema, perchè si avrebbe 
per esso 2^0, Taltro 

;i = — A4-f/A» + a» 

è accettabile, gìacchò si ha pel medesimo ^ ;ar ^ a. 
Per trovare a? ed y si ha ora il sistema 



X'hy = a, »y=: — A«-4-Af/A« + a«, 

cosicché 

a -h j/a^ — 4 A (f/A« 4- a» — A) « — f^a« — 4 A (l/A«4-a« — A) 
^= 2 ' ^ = 2 

Se questi valori sono reali essi sono ambedue positivi e soddisfano alla quistione. 
L'unica condizione di possibilità del problema è per conseguenza 

a« — 4A(f/A«-4-a« — A) ^ o a«-+-4A«^ 4Af/A*4-a*. 

Quadrando e riducendo questa relazione si trasforma in 

a* ^ 8 A* più semplicemente a ^ 2 A f/2 * 

La Sig/ F, Prime osserva poi che da questa limitazione si deduce che fra 
tutti 1 triangoli rettangoli della medesima altezza quello in cui la somma dei 
cateti è un minimo è il triangolo isoscele. 

Il Sig. y. Columho dà la seguente costruzione geometrica del problema. 
Descritto un segmento AB -nza^ si conduca dall'estremità B la perpendicolare 
B C= A e tirata A C si porti su di essa, a partire da C, il segmento B^C^zBC^ 
Si tracci il semicerchio di diametro A B, e si tagli il medesimo nei punti E, F 
con una parallela ad AB^ alla distanza A da questo diametro. I due trian- 
goli A^Bj, AFB, , eguali, soddisfano alla quistione. Infatti si ha subito 
A Bj :=: z z= f^A* + a' — A e i triangoli ottenuti oltreché rettangoli hanno 
evidentemente l'altezza A. 

Perchè il problema abbia soluzione è necessario e sufficiente che AO ^z 

AB, l/A« + a« — A , ^ , ._ 

-^ = ^ A, ossia j/h* + a« ^ 3A o finalmente a ^ 2A j/2 , 

il che coincide colla condizione trovata prima. 

180**. Data la somma 2<t (o la differenza 28) dei lati di dite triangoli 
sferici equilateri e polari fra loro, determinarli. (G. Bellacchi). 

Soluzione del Sig. Prof. V. Carpaneto ad Acqui (*). 

Indicando con a, A ed a'. A' il lato e Tangolo del primo e secondo trian- 
golo, si ha intanto 

[1] a 4- A' = 180« , a' -4- A = 180» . 

(*) Un^altra soliulone Tenne inyiate dal Sig. V. Oolunibo, itadente nella fi. Uni. di Napoli. 
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Dalla nota relazione 



SI ricava 



A — B-hC A-hB-^C 

_ cOB ::: eoa 

a 

2 T sen^ senC 

A 

a 2 1 1 



C08 



2 senA ^ A ^ a' 

2 sen — 2 CCS — 



e quindi 



a a' a ^ a' a — a' 

2 cos -g- COB — = eoa — h eoa — 5 — = 1 



finalmente 

[2] eoa ff 4- eoa S = 1 . 

La [2] con la [1] determina i due triangoli. Dalla [2] si deduce che, dovendo 
eaaere S <[ 60«, dovrà eaaere 60* < ff ^^ 90«. 

La Sig." Yed.* F, Prime, che trattò la ateaaa quiatione, pervenuta alla re- 
lazione [2], aggiunge la diacuaaione più particolareggiata che aegue: 
I.* Data <T, ai deve risolvere il aiatema 

(j 
a 4- a' = ff , eoa (a — a') = 2 aen* -^ • 

Biaogna primieramente che eoa (a — a^) aia minore di 1, ai deve dunque avere 
2 8en'— ^ 1, da cui, aiccome -^ è acuto, ai deduce -r- ^ 45* 2a ^ 180*. 

Se questa condizione è soddis&tte si troveranno per a — a' due valori eguali 
e di segni contrari e compresi fra — 90® e +90®. È ben chiaro che questi 
valori daranno il medesimo sistema di due triangoli equilateri ; ma perchè tali 
triangoli esistano bisogna che si abbia 



\a — a'I ^ a 4- a' cos (a — a') > cos a , 
(poiché <T -^ 180*) o 4 sen'— ^1» O1 poiché -^ é acuto, 

Y > 300 aa cui 2<T > 120». 

Le condizioni di possibilità sono dunque 

120» < 2cr < 180* . 
2.^ Quando é data $, il sistema a risolvere é 

a — a' =: 8 , cos (a -f- a') = 2 sen* — • 

Una discussione, in ogni punto, analoga alla precedente conduce airunica con- 
dizione di possibilità 

28 < 120*. 



— US- 
ISI*. Se due tangenti BA, BG di un cerchio si tagliano in B ad angolo 
retto e la parallela a B G, condotta pel punto medio della corda AC dei punti 
di contatto, sega il cerchio in E ed F, le rette A E, A F incontrario la tangente 
BC ed il suo prolungamento in due punti G, H tali che 

CG* = 2BG.GB, HG* = 2BC.HB. 

(G. PUCCIANO). 

Dimostrazione del Sig. B, Zurria^ alunno del H. Istituto tecnico di Catania (*). 
Si ha subito per note proprietà 



GC' = QA.GE=2GE' y HC = HA. HF=2Hr 



.8 



onde 2aC-=4GE' = GA', 2HC' = 4tHF' = HA\ Ora pel teorema di 
Pitagora Ol* = AB^ 4- BG* = ¥C* -f- BG* e HA* = aÌ^ 4- BH* = 



BC*-hBH*y quindi 



GC' = BC''hBG' — GC' , HC'zzzBC'-hBH' -- HC 



2 



e perchè GC^iBC-^ GB e HC:=zHB'^ BC, risulta 

GC* = BC* -+• BG* — {BC* 4- GE^ — 2BC . Wb) = 2 5c . GB , 
WC* = BC* -4- HB* — {HB* + BC* — 2 B C . HB) = 2BC.HB c. d. d.. 

Dimostrazione della Sig/ Ved.* F. Prime a Bruxelles. 

Siano ed 22 il centro e il raggio della circonferenza, D il punto medio 
di AC ed J il punto medio di OC; I appartiene alla corda £F la quale non 
è altro che il lato del triangolo equilatero inscritto nel cerchio 0. Si ha dunque 
BC=R e 

CG = 2.DE=2.E1 - 2.D/=:fi(f^3 — l), 

HC = 2.DF=2.IF '^2.DI = R(yS'^ l), 

GB = BC^ CG = R{2^ f/3), HB = BC ^ CE = R(2 + j/S). 

Ora ò identicamente 

(f^— l)* = 2(2- ;/3) e (f^+l)* = 2(2 4-f^3). 

Segue adunque 



CG''=:2.BC.aB e HC' = 2.BC.HB e. d. d.. 

Il Sig. G, Tirella, studente a Catania, considera il caso più generale in cui 
le tangenti BA^BC formino un angolo 6 qualunque. In questo caso dalla 
relazione 2GC z^ AG, avendosi 

AG* = BG* 4- Afi* — 2Ba.lBcose = BG*4- (BG + GC)* — 
2lG . BC cose = 2SS* 4- CG* 4- 2 CG . BG — 2BG . BC cose, 



(*) DfaxuMtnwloni poeo diifonni penrennero d«l Slgg. Biagio Arma$to (R. Liceo AleMandrU); 
ir. Carmina, 0. Maealtuo e 0. F. ataaira (R. latitato tecnico Olrgentl); F. Otiutri (R. Istituto 
tee. Modica) ; A, de Benedetti (R. ImL tee. PUeenzA) ; E. Lugaro (R. Liceo Garibaldi Paleimo) ; 
Jf. PiatteUi (B. Liceo Bari) ; L, PerotH, studente a Roma ; S. O. Rieei (Bologna) ; R, SeouaH 
(Palermo). 
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si deduce GC* = 2Wg(BG + GC) — 2BG>BCcob^ o finalmente 



GC' = 2BG.BC(Ì — cose). 
Analogamente risulta 

5C*=2FB.BC(1 —cose). 
Per e = 60*, 90^ 120» si ha rispettivamente 



■8 



GC'=zBG.BC, GC'=2BG.BC, aC' = 3BG.BC; 



a 



HC' = HB.BC, HC' = 2HB.BC, GC^SHB.BC 

/\ 182*. Dì due numeri reali e positivi x ed y è data la somma m* dei 

X y 
quadrati, e queUa k dei rapporti — e — ; trovare questi numeri e discutere 

y ^ 

t risultati. 

Soluzione dei Sigg. F. Celestri, alunno del R. Istituto tecnico di Modica; 
V. Columbo, licenziato dal R. Istituto tecnico di Bari ; E, Lugaro, alunno del 
R. Liceo Garibaldi di Palermo ; R. Scozzari, licenziato dal R. Istituto tecnico 
di Girgenti ; G, Tirella, licenziato dal R. Liceo di Modica ('). 

Si ha il sistema d*equazioni 

X XI 

y 00 

2m* 

Dalla seconda si deduce 2xy :=. — =— e sommando e sottraendo successivamente 

membro a membro colla prima, risulta 



m» (A-4-2) mt(A-^2) 



donde 



l/A + 2 l/i 

X -\-y "zizm ■/ — 7 — » X — y zzim ^ • 



2 



k 

potendosi supporre sempre x non minore di y. Di qui segue subito 
m / t—, > ^ m. 



I valori di 09 ed y dovendo essere reali, dev'essere h — 2 :è 0, ossia A>. 2 
e allora essi sono anche positivi giacché j/k + 2 > y^h — 2 . L* unica condi- 
zione di possibilità del problema è dunque A ^ 2. Nel caso di A :=: 2, o del 
valor minimo di A, i due numeri sono eguali. 

183*. Si conosce la somma a delle tangenti di due archi x ed y, e la 
tangente b della somma degli archi stessi. Trovare questi archi, discutere i 
risultati, e fame una applicazione numerica al caso di &zrz 3, b = 4. 

(*) Una Mlnsloiie trigonometrica venne Inviata dalla Slg.* Ved.' F. Prime a BrnzéHei. 
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Soluzioni completamente analoghe dal Sig. Y, Columbo, licenziato dal R. Isti- 
tuto tecnico di Bari, e dal Sig. O. Tirella, licenziato dal R. Liceo di Modica (*). 
Si tratta di risolvere il sistema d*equazioni 

tan OS -4- tan y 

tana? 4- tany = a , tan (a -+- y 1 = :r- -— - zz:&. 

'^ ^ *^' 1 — tan a? tan y 

b — a 
Dalla seconda segue immediatamente tan a? tan y=: — - — , cosicché tana; 

e tany saranno le radici delVequazione di secondo grado in z 

bs^ — abz -h b — a = 
ossia si avrà 



ab-hj/an^-h4ab — 4 ft« ab — j/aH* -h iab — 46« 
tan«r = , tany = 

Perchè i valori cercati siano reali è necessario e sufficiente che si abbia 

a'&«4-4ad — 4&« ^ 0. 



— 2 ± 2 ;/n- &« 
Supponendo 6 > da questa relazione si trae a = r per 



^ ^ , . , — 2 + 2^14-&« , ^ — 2-2;^14-ft« 

modo che deve aversi od a >. ~ od a -^ r 

— .6 b 

Se all'incontro si ha & ^ 0, risulta che a deve soddisfare alla relazione 

ba^ + 4a — Ab<0 
da cui si deduce per a la doppia limitazione 



— 2-+-2^^I-h6«^ _— 2 — 2I/H-6» 
^ a > L , 

3-f-2l/2 
Applicazione numerica. Se a=;3 e è = 4, si ha tano^zz: — — = 

3 — 2 l/2 
2,91421 e tany = ^ — = 0,08579, da cui si ricava 

a? = 71« 3' 38" ± h . 360* od a; = 251« 3' 38" ± h . 360®, 
y = 4» 54' 12" + k . 360« od y = 184o 54' 12" ± k . 360». 

184**. iS5? a, b, e ; ao , b^ , Cq sono due terne di numeri reali tali che 
ao c + ac0 — 2bb0 = 0, e se inoltre è b^ — ^0^0^ ^» ^^^ ^* — ac ^ 0. 
Se è, invece, \ — a^Co > 0, sarà b» — ac = 0. /^ ^^^^ j^j,x 

Dimostrazione del Sig. Prof. E, Cesàro a Napoli (**). 

Una dimostrazione elementari ssim a si può subito fondare sul!' identità 

(6« -- ac) (bl — aoCo) — &J (b^ — ac) — b^ (b] — a^c^) = 
(ac^ — bbo) (a^c — bb^ 4- 6*0 («^o + «o^ — ' 2&&o)- 



(*) Un'altra ■olaKlone pervenne dalla Sig.' Ved.* F, Prime a Bruxelles. 
(**) Altre dfmoftraxlonl perrennero dalla Sig.* V.* F.PtUm a Bnizellea e dal Big. E. &, Ricci 
•indente nella R. Unlvenità di Bologna. 

Ift 
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Infatti, quando ac^^ -^ a^c zz: 2bbQ, i numeri ac^ — bb^ ed a^c — bb^, 
se non sono nulli, hanno segni opposti, e però 

(ftt - ac)(bl - a^c^ ^ bl(b^ — ac) + &V&J- «0^0) • 

E dunque impossibile che i numeri &' — a e e b^ — a^c^ siano entrambi ne- 
gativi, che uno solo di essi sia negativo quando Taltro è nullo. 

Ciò si può anche dimostrare osservando che, quando è nullo» come si sup- 
pone nelFenunciato, Tinvariante simultaneo delle forme 

(p=:aa7* -h 2b(oy -f-cy*, (p^, =10007'+ 2b^a;y + Coy*, 

i cui discriminanti sono Z:=z ac — ft*, t^zzi a^fCQ — &q , il discriminante di 
(p + X cp^ è 8 + X' 8q • Questo non può essere sempre positivo, perchè, data 
Tarbitrarietà di X, non ogni forma <p -4- X (p^ conserva un segno invariato. Oc- 
corre dunque, quando uno dei numeri 8, 8q è positivo, che Taltro sia negativo. 
È ovvia r interpretazione geometrica. 

y" 185**. Dedurre daUa relazione 

AB-|-BG4-CA = 0, 
dove A, B, G sono punti di una retta^ V altra 

(abcò) + (acbò)= 1, 

dope a, 6, e, b sono quattro elementi qualunque di una forma fondamentale 
di i« specie O- (A- I^^l Rb). 

Soluzione della Sig.* Ved.» F. Prime a Bruxelles ('*). 
Da 

AB-HBC-4- CA = 0, 
si ricava 

AC AB 

1 = 1 

BC CB 



ossia 

AC AD AB AD 






BC BD^ CB' CD 

se D è Telemento air infinito della punteggiata ABC, 
Quest'ultima relazione è proiettiva, dunque 

(ab CO) +• (acbò) =1 ed. d.. 

186**. Di una conica sono noti la posizione degli assi, due rette reciproche 
ortogonali ed un punto (una tangente). Si domanda la costruzione della conica. 

(A. Del Re), 

(*) Va IntMO ebe, In queste qnUtlone, non deyeii fitr mo della relazione 

AB.OD^ BO,AD + OA.BD -= 0. 
(*•) Solnisloni pure dal Slgg. E. G. Bied (R. Uni. Bologna) e F. (Mmmbo (R. Uni. Napoli). 
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Soluzione del Sig. G. Scorsa^ studente a Firenze, v 

Siano a e & gli assi della conica, il centro (noto come intersezione degli 
assi), p e p^ le rette reciproche ortogonali, P e P^ i punti d* intersezione di 
queste rette con uno degli assi, per es. a. Si sa che per ogni punto P di un 
asse a di una conica vi è un punto P, del medesimo tale ohe due rette reci- 
proche qualunque passanti per P e P^ sono perpendicolari tra loro, e che se 
si fanno corrispondere tra loro due a due i punti così collegati i punti dell'asse 
a sono accoppiati in involuzione (*). 

Di questa punteggiata involutoria il centro della conica è il punto centrale, 
e i fuochi ne sono i punti doppii, o la proiettano mediante due fasci di raggi 
ortogonali. 

Dunque conoscendo noi della punteggiata involutoria a una coppia di punti 
corrispondenti P e P^^ ed il punto centrale potremo agevolmente costruire i 
fuochi F eà F^ della conica in questo modo : 

1.^ Se P e Pj sono posti dalla medesima parte di costruendo le inter- 
sezioni delibasse a col cerchio che ha per centro e per raggio la tangente 
tirata da ad un cerchio condotto per P, Pj. 

2.^ Se P e Pj sono situati da parti opposte per rispetto ad costruendo 
i punti d'intersezione dell'a^ b col cerchio di diametro P P^ . 

Ed ora, se è dato un punto M della conica, due sono le coniche che sod- 
disfano al problema e precisamente un' ellisse ed un'iperbole confocali facili 
ambedue a costruirsi ; se invece è data una tangente m secondochè il punto 
d'intersezione di m con a è dentro o fuori del segmento FF^ la conica è un'i- 
perbole un'ellisse, che può costruirsi prima trovando il punto di contatto di 
m e poi facendo passare per questo punto nel primo caso un' iperbole, nel se- 
condo un'ellisse. 

Il punto di contatto di m si può trovare prendendo il simmetrico F^ ài F 
rispetto ad m e poi congiungendo Pj con P' ; l'intersezione 3f di P, P' ed m 
risolve il problema, perchè la m risulta in tal modo bisettrice dell' angolo dei 
raggi vettori FM ed Pjlf. 

La Sig." P. Prime, che inviò pure una soluzione di questo problema, con- 
sidera poi i seguenti casi particolari : 1 ."" Se P coincide con 0, il problema 
ammette come unica soluzione una cii'conferenza. 2.^ Se & è all' infinito, la 
conica che risolve il problema è una parabola avente per fuoco il punto medio 
di PP^. 

187**. Di ima conica è noto tm punto con la relativa tangente, sono note 
due rette reciproche ortogonali e la posizione di un asse ; si domanda di co- 
struire la conica. Discutere inoltre il problema, (A. Del Re). 

Soluzione della Sig." Ved.' F, Prime a Bruxelles (**). 
Sia ofy la posizione di uno degli assi e siano A, B, C, D i punti in cui 
39 y è incontrata dalle rette coniugate MA, MB, dalla tangente PC e dalla 



(*) Bbtb. Geometria di po9ist<me; trad. Faifofbb, pag. 145. 

(**; Uo^altra solluione venoe Inyiata dal Big. G, Soonaf stadente a FlrenEe. 
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normale PD, Se è il centro dell* involuzione determinata dalle due coppie 
(A, B), (C, jD), è il centro della conica; si può quindi determinare la posi- 
zione del secondo asse e si è allora ricondotti alla quistione 186. 

Diversi casi sono da prevedere : 

1.*^ I quattro punti A, B, C, D sono distinti e il centro di AB noa coin- 
cide con quello di CD; in questo caso, il punto sarà a distanza finita e il 
problema ammetterà una sola soluzione che sarà un^ellisse o un*iperbole secondo 
che la tangente P C passerà o no esternamente .ai fuochi della conica. 

2.^ Il punto medio di AB è quello di CD, In questo caso, il punto è 
airinfinito e la curva cercata è una parabola. 

3.® I segmenti AB, CD coincidono. 11 problema allora è indeterminato, 
tutti i punti reali od imaginarì armonicamente separati da A e B possono esser 
presi come fuochi. 

4.* I punti B, C coincidono ma A e D sono distinti; il problema ammette 
come soluzione la circonferenza di centro C e di raggio CP, 

188'* Date due rette ortogonali X, Y, per un punto P di una circon- 
ferenza descritta col raggio P si tira una trasversale parallela ad una retta 
fissa ed un'altra cui essa perpendicolare seganti fe X, Y, nei punti M, M', 
N, N' ; 2a somma dei qt4adrati delle corde M M', N N' d costante. 

(G. Bellacchi). 

Dimostrazioni completamente analoghe dai Sigg. F. Celestri, alunno del 
R. Istituto tecnico di Modica ; A. Parsi, studente a Oenova ; G. Scorza, stu- 
dente a Firenze e G. Tirella, studente a Catania. 

Per dato Tangolo PMO^ziql è costante. Posto £ PON i=hù, si ha: 
Z P 03/ =180» -o), /P.V'Af' = à, Z PJVA/ = 900 — a, IP0M' = 
90» — o), PM'O = 900 4. ^ quindi 

PO. sento) , PO. COSO) PO. seno) , PO. coso) 

NP — , PN' = ; PM= , PM'= . 

cos a sen a sen a cos a 

Dopo ciò risulta 

NN^ — Nr^PN' — ro ^'''^'^'''^'^''''^'^'^'^ = ^^'''''''^'^~'^\ 

sen a cos a sen a cos a 

MM' = MP-M'P = PO «^'"■x'o^*-^"»'^'»"* _ PO^^i'^ -_*) . 

sen a cos a sen a cos a 

Quadrando e addizionando si ricava 



MM'^ -¥ NN'^ = — r — = costante. 

sen' a cos' a 

La Sig.' Ved.* F. Prime, osservando che i quattro punti P, M\ 0, N sono 

in una circonferenza di diametro M'N = ^ . perviene immediatamente a. 

cosa 

risultato, giacché allora si ha 

. _g OW^ ON^ Wn^ PV^ PO^ 

sen' a sen' a sen* a sen' a cos' a 4 
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Dimostrazione del Sig. F. Columòo, studente a Napoli. 

Sia y 2=zmx -^ b Teq nazione della retta fissa e siano oc, p le coordinate 
del punto variabile P della circonferenza. Le equazioni delle due rette MM\ 
NN' saranno 

y — p = m(« — a) , y — p = — — ■ (a; — a). 

m 

Da queste, facendo successivamente f/ = 0, 00 :=: 0, si ricava 

a 

OAfz=a — "^, 01f' = p — ma; ON=(i + pm, 0JV'=p4- 



donde 

Ma poiché P Toc, P) è un punto della circonferenza di raggio P 0, si ha 
a« 4- p« = PÒ* , cosicché 

FÀP* -+- NN'^ = PO*. I 2 + w* -h ^ I = costante. 



♦♦♦ 



QUISTIONI PROPOSTE O 

811**. Se, presi ad arbitrio due punti L, M su di una conica (p, 
si trovano le proiezioni ortogonali H^ K^ del polo della corda LM^ 
sugli assi a, h di 9, ed il simmetrico M' di Jf rispetto ^1 centro (7, 
si lianno le proprietà seguenti : 1° il simmetrico di Mi rispetto ad 
a (a 6) è allineato con K (con H\ e con £ ; 2° i quattro punti 
L, M\ HK.f^P, Q sono su una stessa circonferenza di cerchio. 

A. Dbl Re. 



I**. La conica che passa pei vertici di un rettangolo, di cui 
due lati sono gli assi di una ' conica cp, e pel punto airinfìnito di uno 
dei diametri coniugati eguali di (p, passa pure pel punto all'infinito 
dell'altro di questi due diametri, e taglia cp in quattro punti conciclici. 

A. Del Re. 

813**. Se, sui lati a, &, e di un triangolo AB C ^ abc, si 
considerano le involuzioni che hanno per punti coniugati i vertici del 
triangolo situati su essi lati, e per punti centrali i punti medii di 
questi, i coniugati dei punti nei quali a, b, e sono ordinatamente 



(*) Le gaegtioni eontrMsegnate con eemplloe Mteiiieo^sono indirizzate agU alunni delle ecnole 
secondarie, qneUe dtitinte eon dve aiterisehi sono dirette in partieolar modo agli studenti delle 
seuele snperiorii senza escludere qualsiasi altro studioso. 
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tagliati da una retta arbitraria del piano, sono proiettati dai vertici 

opposti secondo tre rette concorrenti (*). 

A. Del Re. 

814. Il polo di una retta, rispetto ad una conica immaginaria 

dotata di sistema polare reale, è il coniugato isotomico deirarmonico 

(polo trilineare) della retta rispetto ad un triangolo autoconiugato 

clie abbia il baricentro nel centro della conica. 

À. Del Re. 



>**. Dimostrare, elementarmente, che, se a, p, y, «', p', y' 
sono sei numeri reali, tali che almeno una delle quantità p* — a 7, 
p'* — a'x' sia negativa, si avrà 

(«r' + c't — 2 pp7 - 4(p« - «t) r - «'t') > 0. 

La proposizione è evidente quando una soltanto di dette quantità è 
negativa. 

A. Del Re. 



I. Se ad^ bV sono due coppie di diametri coniugati di una 
conica cp, di centro C, tali che si abbia, in grandezza e verso, 
/ a a' = Z 6 ò', e sono M, i' due punti arbitrari di <p, conducendo 
per M le parallele ad a', b\ le quali seghino di nuovo 9, ordinata- 
mente in Ali , jfj , e, ponendo Mi L\ a ^5 H, M^ L\ V ^ JST, sì avranno 
le proprietà seguenti: 1° la retta HK taglierà ^ in due punti che, 
insieme ad M^ C ed al simmetrico L di L rispetto a C, sono su di 
un' iperbole che ha gli assintoti paralleli ad a', V ; 2° sostituendo 
a con a, e V con ò, e, chiamando H\ K' i punti che, dopo ciò, 
vengono a sostituire ff, K^ il punto HK . H'K' ^ ;8^, rimane fisso 
quando V A aa =^ L hV varia. 

A. Del Re. 

SI*?*. Nella serie a?i, ccg x^ è costante il rapporto h di 

ciascun termine alla potenza di grado H* del termine precedente. 
Esprimere x^ per mezzo di aji, w, A, (x. 

A. Tagiurl 

*. Determinare il termine generale della serie 

1» 1| 2, 2, 3, 3, 4, 4, . . . . 

A. Tagiuri. 

**. Nella serie 

Vi 3^2 • • • • y» • • • • 



(*) Si desidera ohe U dlmoetrazione di questa proposisioiie sia fatta sensa ricorrera al si- 
stemi polari, coi quali si può fare immediatamente. 
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si ha per n > 1 

Dato il valore a^ di y^ , determinare y^ in funzione di n, ky l^ ky a^ . 

A. Tagiuri. 

y. 880*. Data in un oerchio una corda A G, e, dato un punto K 
situato in essa, condurre per K un'altra corda B D in modo che il 
quadrilatero AB CD risulti circoscrittihile. 

S. Catania. 

88 1"". In un triangolo ABC determinato per gli elementi a, 
i5, C iscrivere due circonferenze eguali, tangenti a due lati ed ester- 
namente fra loro ; si riduca atta al calcolo logaritmico la formola del 
raggio. Se ed 0' siano i centri dei due cerchi qual condizione 
deve sussistere fra gli angoli j5, C affinchè il triangolo AGO' ri- 
sulti rettangolo in O'? 

G. Bellacchi. 



\*. Determinare un triangolo sferico rettangolo data la somma 
a (o la differenza d) dei cateti e V altezza h relativa all' ipotenusa. 

G. Bellacchi. 
883*. Dimostrare che l'espressione 

34m + i^ 10. 3«- — 13, 
per m intero e positivo qualunque, è divisibile per 64. 

V. GOLUMBO. 



s*. Siano O, O' i centri di due cerchi dati che si segano 
ortogonalmente nei punti H^ K\ si tiri per H una retta qualunque 
che tagli i cerchi O, O' di nuovo in -4, B rispettivamente. Le rette 
AG, BG' si taglino in M. 1° Qual'è il luogo del punto if ? 2° Di- 
mostrare ohe le rette KA, KH, KB, KM formano un fascio armonico. 

F. Celestri 



»*. Dimostrare che le due progressioni geometriche 

■» 1 • 9 • 2l • . •* 1 . O . Q . 

godono ciascuna della proprietà che combinando i loro termini, o tutti 
in parte, per addizione e sottrazione dal 1° (a,) fino all'ii^'*^'"'* (a„), 
si hanno per risultati i numeri da 1 fino ad % -J- a^ H- . . . . -f- a„ . 

A. Lugli. 
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RIVISTA BIBLIOGRAFICA 



BERNARDI Dott. GIUSEPPE. — Soluzionario degli esercizi di trigonometria 
piana contenuti nel Trattato di Trigonometria rettilinea e sferica di G. A. 
Sbrret (trad. di A. Ferrucci). Firenze, Succ. Le Monnier, 1894 — Prezzo: 
L. 1.25. 

Gli esercizi in parola sono 29 in tutto (*), ma variati e molto interessanti 
come sanno tutti coloro, e son molti, i quali conoscono il Trattato di Trigo- 
nometria del Serret, che meritamente gode grande riputazione anche fra noi. La 
lettura di questo soluzionario sarà dunque assai profittevole per gli scolari i 
quali verranno così ad acquistare famigliarità con quelle vedute e quegli arti- 
fizi che sono di guida nella soluzione dei problemi e riescono così utili per 
Teducazione della mente, tanto più che le soluzioni di cui trattasi sono svilup- 
pate dal Sig. Prof. Bernardi con grande larghezza di particolari, con senso pra- 
tico e in modo assai completo avendo egli trasformato, in ogni caso, i risul- 
tati in modo da renderli calcolabili per logaritmi. 

Non vi ha chi non veda, per la larga difiusione che la Trigonometria del 
Serret ha nelle nostre scuole, come sarebbe stato desiderabile che una simile 
pubblicazione non si facesse attendere quasi mezzo secolo dall' apparizione del— 
r opera originale e quasi otto lustri dalla prima edizione italiana, comunque 
sta il fatto che, non essendo apparsa finora, il Professor Bernardi ha fatto 
opera utile nel l'eseguirla. Poche e di lieve momento sono le osservazioni critiche 
da farsi a questo soluzionario : noterò soltanto che nell'Es. IV, Gap. I. le con- 
giungenti 16*, 17*, 19' e 22*, ossia i doppi dei seni degli angoli di 84% 78% 
66° e 48% non sono date nella loro forma più semplice, che nella dimo- 
strazione delle identità deirEs. V la via seguita non è sempre la più diretta, 
che, almeno per varietà, si poteva determinare uno dei limiti dei quozienti 

sen (x-hk) — sen a cos (a? -f- A) — cos a , , . 
e T per A = 0, trasformando il numera^ 

tore in un monomio, come suol farsi nei trattati di calcolo difierenziale allora 
che si tratta di determinare la derivata di sen co e cos a?, finalmente che per qualche 
problema, come ad es. quello di costruire un triangolo equilatero coi vertici su tre 
rette parallele o tre circonferenze concentriche (Capo III, Es. X), si poteva, forse^ 
compenetrare la soluzione trigonometrica con quella sintetica con maggior pro- 
fitto* per il lettore. 

Consigliamo la lettura del libro in questione in particolar modo agli stu- 
denti del 2° biennio (Sez. Fisico-matematica) degli Istituti tecnici, convinti che 
di questo consiglio, a fatto compiuto, non potranno essercene che grati. 

A. Lugli. 



(*) Aleanl perft eottitaltl da pareeebl eeempi oongeneri cbe vengono In realtA ad annientare 
■enaibllmente qneelo nnmero. 
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FITZ-PATRIGK (J.) et CHEVREL (G.). — Exercices d*arùhmétique. Enoncés 
et Solutions, avec une préfece de J. Tannery. Gr. in-8**, p. 500. Paris, A. Her- 
mann, 1893. - Prix: 10 fr.. 

Questi esercizi d*aritmetica, in numero di 500 circa, che hanno avuto Tenore 
d*una prefazione del chiaro matematico J. Tannery e sono stati giudicati assai 
favorevolmente in Francia {Bulletin des Sciences Mathématiques e Revue gèni" 
vale des Sciences), non sono da ritenere come una raccolta di vieti problemi 
sui numeri, ma costituiscono una serie di quistioni, la massima parte del più 
aito interesse, le cui soluzioni, lungi dalFessere basate sopra artifici più o meno 
eleganti e inattesi, sono condotte per la via più semplice e naturale, cosi da 
raggiungere completo valore didattico. 

Ove si consideri che la letteratura scientifica, anche straniera, è scarsa in 
lavori di questo genere e per quanto io sappia non vi è in Italia che il Soluzio- 
nario degli Esercizi proposti nell'aritmetica di G. Bertrand con note ed ag- 
giunte del Dott. D. Fontebasso, che un po' vi s" accosti, credo utile di segnalare 
ai professori di matematica delle nostre Scuole secondarie un* opera la quale può 
riuscire loro dì non poco ausilio neirinsegnamento e che anche per se sola me- 
rita studio e considerazione. 

11 libro dei Sigg. Fitz-Patrick e Chevrel comprende 16 capitoli, dei quali i 
primi 1 4 sono riserbati alle ordinarie divisioni dell'aritmetica. Ciascuno dei me- 
desimi è preceduto da un sommario delle proprietà dei numeri inerenti all'argo- 
mento sul quale si svolge, ossia enunciazione di definizioni, regole e teoremi. 
11 capitolo XV riguarda non poche quistioni diverse ed ha sviluppo piuttosto 
considerevole. L'ultimo capitolo è destinato a delle nozioni elementari sulla teo- 
ria dei numeri, ma può venir riguardato, più esattamente, come un'introduzione 
abbastanza estesa a questa teoria. Termina il libro una nota del sig. Matrot, 
relativa ad una dimostrazione elementare del teorema di Bachct, ossia che « Un 
intero qualunque è la somma di quattro quadrati al più ». 

Fra le quistioni diverse vi hanno delle proprietà dei numeri figurati, trian- 
golari, quadrangolari, ecc., e amicabili, non che un saggio della teoria dei numeri 
perfetti, seguito da talune notizie storiche. E notizie di questa natura si trovano 
pure qua e là disseminate nel corso dell'opera, nella quale è fatta larga parte 
all'applicazione del metodo di deduzione da n ad «4-1, 

Dire anche solo degli esercizi più salienti sarebbe troppo grave, basterà ac- 
cennare che si trovano in questo libro moltissimi caratteri di divisibilità non 
considerati nei manuali d'aritmetica, alcune quistioni riguardanti il numero delle 
divisioni a farsi nella ricerca del massimo comun divisore di due numeri, la 
dimostrazione che un polimonio razionale intero in t, a coefficienti interi, non 
può rappresentare tutti e solo i numeri primi, due dimostrazioni del teorema di 
Fermat, oltre a quella che trovasi nell'ultimo capitolo, alcune somme di serie 
a termini frazionari, le proprietà più caratteristiche delle frazioni decimali pe- 
riodiche ohe non figurano nei trattati d'aritmetica, la teoria generale dei carat- 
teri di divisibilità in un sistema di numerazione di base qualunque, finalmente 
alcune quistioni riguardanti Tapprossimazione della radice quadrata. 

16 
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Fra le nozioni elementari sulla teoria dei numeri si trovano molte proprietà 
deir indicatore, alcuni casi di divisibilità di polinomi per polinomi e polinomi 
per determinati numeri, i teoremi di Fermat e Wilson ed i loro reciproci, non 
che la generalizzazione di quei teoremi, delle proprietà inerenti a numeri primi 
di date forme, i teoremi che conducono alla ricerca delle radici primitive d'un 
numero primo p, dei teoremi affini a questo soggetto ed altro. 

Questo rapido cenno mi pare sufficiente a mostrare come il libro in parola 
meriti effettivamente di essere conosciuto. A. Lugli. 

RIBONI DoTT. GAETANO. — Elementi di Geometria ad uso delle Scuole se- 
condarie superiori. Bologna, N. Zanichelli, 1894. - Prezzo L. 3. 

Questo libro può considerarsi come l'ampliazione di un altro pubblicato non 
è molto dallo stesso A. e destinato alle Scuole secondarie inferiori, del quale fu 
data notizia in questo periodico (Anno VII, 1892, p. 77). Anche per l'attuale 
sussistono quei pregi didascalici che mi occorse di rilevare nella prima com- 
pilazione e io credo che la nuova operetta possa fare onorevole compagnia ai 
buoni manuali di geometria pubblicati negli ultimi anni. 

Una delle qualità per le quali a parer mio il libro si fa particolarmente 
raccomandare è la forma stringata seguita dall' A. che gli ha permesso di svi- 
luppare in 253 pag. in 8** pie. tutto ciò che si richiede per Y insegnamento 
della geometria nelle nostre Scuole mezzane ed anche più di tanto, omettendo 
però gli esercizi che sogliono accompagnare consimili lavori. Va pure accennato 
che mentre la planimetria ha sviluppo sufficientemente completo, la stereometria 
è tenuta in confini piuttosto ristretti. 

L* A. non ha creduto di scegliere per definizione dell'equivalenza delle figure 
quella razionale adottata da parecchi moderni trattatisti, quantunque se ne sia 
valso nella sostanza, per non incorrere nelle difficoltà che presenta il confronto 
delle figure, ritenendo come un dettato dell' intuizione che date due linee, due 
superficie, due solidi finiti, l'estensione dell'uno sia maggiore, uguale o minore 
di quello dell'altro; e non gli si può dar torto perchè una tale difficoltà ha 
didatticamente gran peso. Così la t<'>orìa delle grandezze proporzionali è basata 
su quella aritmetica delle proporzioni, premessa la teorica della misura, analo- 
gamente a quanto è stato fatto dai Prof. Lazzeri e Bassani nei loro Elementi 
di Geometria e anche qui non si può disapprovare per quelle ragioni che fu- 
rono tanto bene esposte dal Prof. Bettazzi nella recensione fatta del libro men- 
zionato (V. Periodico, Anno VII, p. 155 e seg.). Del resto il libro del Prof. Ri- 
boni ha carattere essenzialmente sintetico e mi trovo d' accordo con lui nel 
ritenere che possa servire come testo anche pei Licei. 

Premesso ciò e facendo rilevare a titolo di lode come opportuna l'enuncia- 
zione delle proprietà delle grandezze, prima studiate, esposte al n. 74, (fra queste 

manca però quella sim'oolicamente espressa da — A 4^ — 5 = — (A + 5), 

tn tn fn 

di cui si fìi uso più tardi), estese in seguito ad altre, l'esposizione della teorica 
delle parallele quasi in principio, ciò che dà pre^o in mano ai discenti uno 
strumento assai proficuo per le applicazioni, 1' esame di tre luoghi che escono 
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dal comune (pp. 65, 66), il teorema reciproco di quello di Pitagora generaliz- 
zato (n. 207), che viene ordinariamente omesso, ecc., credo opportuno rilevare 
alcune mende che vorrebbero tolte. 

In primo luogo sarebbe opportuna una più precisa classificazione dei postu- 
lati e delle definizioni, che non sempre è fatta nettamente, perchè ciò non si 
può pretendere dal lettore. Così pure qualche enunciato di proposizioni sarebbe 
da precisare maggiormente: cito ad es. il corol. 1* a p. 43 e quello a p. 53, 
il teorema a p. 107, la propiàetà esposta al n. 353. Qualche dimostrazione vor- 
rebbe migliorata ; tal è quella del teor. al n. 196 in cui bisognava dire che A! ed A 
si possono pensare in ultimo composti di parti eguali e così B' e B: sono poi 
da farsi delle suddivisioni, non delle divisioni (da tale difetto va esente la di- 
mostrazione analoga al n. 545); così pure la dimostrazione del 2** comma al 
n. 239, ove non è provato che fra le grandezze considerate, una ve ne sia 
minore di una grandezza piccola comunque assegnata; la dimostrazione della 

w4- 1 
nota a p. 105 dalla quale, anche per p > 2 non risulta che le firazioni , 

w'4- 1 

} — ,.... siano decrescenti; quella della proposizione al 2* comma della p. 150 

Ti 

dove alla differenza r — a^ ^ "oT s***©^^ opportuno sostituire r — a» ^ hn- 

Finalmente osserverò che il richiamo alla dimostrazione che suol darsi in Arit- 
metica del teorema che « Se A : B':: C: D e M: B :: C: N si ha A : Af :: JV : D », 
per estenderlo alle grandezze geometriche, non è corretto per quelle ragioni che 
sono esposte al n. 255. 

Ciò nonostante mi è grato riconoscere un* altra volta che la nostra lettera- 
tura scolastica si è accresciuta d*un buon libro di più. 

A. Lugli. 

LAISANT (G.-A.), Docteur ès Sciences. — Recueil deprobUmes de MatJiéma* 
tiques classès par divisions scieniifiqueSy contenant les énoncés avec renvoi 
aux Solutions de tous les problèmes posés, dépuis Torigine, dans divers jour- 
naux : Nouvelles Annales de Mathématiques, Journal de Mathématiques élé- 
mentaires et de Mathématiques spéciales, Mathèsis, NouveUe Correspondance 
mathématique. 7 voi. in- 8. — Paris, Gauthier-Villars. 

Il titolo stesso indica la natura di quest*opera di cui son comparsi finora 
4 voi., ossia : I. Aritmetica. Algebra elementare. Trigonometria^— II. Geo- 
metria piana. Geometria solida. Geometria descrittiva — IV. Geometrici ana- 
litica del piano (e Geometria superiore) — V. Geometria analitica dello spazio 
{e Geometria superiore). 

Considerando come le pubblicazioni periodiche di lunga data divengano per 
necessità sempre più rare, s*intende la difficoltà di averle sotto' mano, oltre al 
fastidio di lunghe e pazienti ricerche per formarsi un'idea di "quanto contengono 
anche limitatamente ad uno scopo particolare com' è quello dell' indagine delle 
quistioni proposte relative ad un dato argomento. L*opera del Sig. Dott. Laisant 
non può quindi che riuscire assai utile agli studiosi tanto più che i problemi 
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raccolti sono disposti secondo le divisioni delle diverse parti delle matema- 
tiche e rappresentano in qualche modo il riassunto dei lavoii di mezzo se- 
colo (cioè dall'apparizione delle Nouvelles Annales de Afath., avvenuta nel 1842). 
Quasi tutti interessanti, alcuni son dovuti a matematici illustri (quali CfiasleSy 
MÓbius^ Jacobi, Steiner^ ecc.) e meritano Tatteazione non soltanto in se, ma ben 
anche per ciò che concerne il progresso della scienza pui*a. 

Con opportuni richiami TA. della raccolta pone il lettore in grado di tro- 
vare quella qualsiasi soluzione che volesse studiare ricorrendo alle collezioni delle 
biblioteche. 

I quattro volumi pubblicati contengono 32 problemi d'aritmetica, 138 d'al- 
gebra, 161 di trigonometria, 813 di geometria piana elementare e complemen- 
tare (e di geo. descrittiva), 1 1 83 di geometria analitica a due dimensioni (e 
geo. superiore), 334 di geometria analitica a tre dimensioni (e geo. superiore). 

Si potrebbe domandare se non fosse stato utile estendere Ih raccolta spo- 
gliando altri periodici pubblicati in lingua diversa dalla francese, quale ad es. 
Teccellente Zeitschrift fùr math. u. natunois. Unterricht redatta da J. C. V 
Hoffmann, in cui sono stati pubblicati fìn*adesso ben 1284 problemi quasi tutti 
di grande interesse, ma è certo che così facendo il lavoro già assai lungo di 
collezionamento sarebbe riuscito ancor più gravoso. 



.Hill' 



M 



VARIETÀ 



Problemi curiosi e paradossi matematici. 

(Continidazione e fine : V. pag, 41 e 75). 

38. AB CD è un rettangolo. Si faccia T angolo DAE ottuso e si prenda 
AEizz AB, Siccome le rette CB, CE s*incontrano in C, cosi le J70, KO ad 

esse rispettivamente perpendicolari nei 
loro punti di mezzo H e K^ s'incontrano 
in 0. Si traccino le OA, OD, OC, 
OE; sarà OA = OD, OC=zOE,e 
saranno quindi eguali i due triangoli 
ODC, OAE che hanno i tre lati dell'uno 
rispettivamente eguali ai tre lati dell'al- 
tro, e perciò /, ODC= l OAE. Ma 
per essere OD =. OA, nel triangolo 
ODA sarà Z ODA= / OAD e sot- 
traendo 

Z ODC — L ODA — i OAE — Z OAD 
ossia l ADCzzz /i E AD 

cioè: un angolo retto può essere egitale ad un angolo ottuso. 
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39. Tutti i triangoU sotto isosceli. Dato un triangolo ABC, consideriamo 
la bisettrice AO delFangolo A e la perpendicolare aO nel punto di mezzo di 

BC (asse di BC). Se la bisettrice è perpendico- 
lare sul lato B C si sa eh* essa si confonde con 
aO e che AB =z AC. Se la bisettrice non è 
perpendicolare al lato BC, dal punto 0, in cui 
essa incontra Tasse aO^ abbassiamo le perpen- 
dicolari Ob, Oc rispettivamente su AC ed AB» 
l triangoli AOb^ A Oc sono eguali, siccome 
triangoli rettangoli aventi Tipotenusa A comune 
e gli angoli acuti OAb, OA e eguali; dunque 
Abzzz Ac (\) ed Obz=:Oc. I triangoli rettan- 
goli aOBy a OC sono eguali perchè hanno gli 
angoli retti in a compresi fra lati eguali, ossia : 
Oa comune ed aB = aC, Dunque OB-=iOC. Infine i triangoli rettangoli 
ObC^ OcB sono eguali perchè hanno le loro ipotenuse OC, OB eguali e i lati 
Ob^Oc eguali. Ne risulta bC =zcB (2). Dalle relazioni (1) e (2) si deduce 

A&-f-6C = Ac4-cB, 
ossia AC ^ AB. Dunque tutti i triangoli sono isosceli, 

40. Se un quadrilatero ha due lati opposti A B 6 G D eguali, gli altri due 
sono paralleli. Dai punti medi /, K dei due lati AD, BC s' innalzino delle 
perpendicolari che s* incontrino in e si 

traccino OA, OB, OC, OD. Allora OA=z 

OD, OB:=zOC, e siccome AB=:CD 

per ipotesi, i due triangoli OAB, ODC 

sono uguali. Gli angoli AOB, COD sono 

dunque parimenti uguali. Da £^10 Az=i 

/ lOD e Z KOB = l KOC risulta in 

tal modo 

Z lOA -4- Z AOB 4- Z ^OK = 180», 

ossia che lOK è una linea retta : i due lati AD, BC perpendicolari a questa 

retta sono quindi paralleli. 

41. Scomporre un pentagono regolare in sette parti in modo che riunite 
convenientemente formino un quadrato. 

Nota. Come fu altrove avvertito la maggior parte dei problemi o quistioni 
curiose che precedono è estratta dal libro del Sig. A. RebiI:re: Mathématiques 
et Mathématiciens. Fanno eccezione il n. 16 che si trova nel libro : Wertheim 
(G.) : Elemente der Zahlentheorie^ p. 45, il n. 18 che figura quale quistione 
proposta dal rimpianto E. Lucas nel fas. di Gennaio del nuovo periodico 
L' Intermediare des Mat/iématiciens, ì n. 23 a 27 e il n. 40 che si trovano 
in Mathesis (t XIII, pp. 224-25), come venne già accennato il n. 28 estratto 
da Laisant et Perrin : Algebre, p. 312, finalmente i n. 38 e 39 levati da 
W. W. RousE Ball : Mathematical Recreations and Problemes of post and 
present Hmes. 

Né va taciuto che non poche delle risposte che seguono son proprie del 
Redattore di questo giornale. 
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Risposte. — 1. 29. 2. Dopo 10 giorni e 9 notti. 

3. Giuseppe prese il 16**'"°od il 31®"^'* posto e rimase finalmente con un 
uomo solo che doveva lasciarsi uccidere a sua volta ma che preferì arrendersi 
al nemico. 

4. Luigi nacque il 16 maggio 1867 e Giovanni il 28 settembre 1864. 

5. 20 giorni. 6. 39 buoi. 

7. Il giudice chiamato arriva sul suo cammello, vi sono allora 18 cam- 
melli ; il primo dei fratelli ne riceve 9, il secondo 6 e il terzo 2. Il giudice 
rìsale sul proprio cammello e rientra sotto la sua tenda. — Si ha infatti : 

i- JL _L — 12 
Y "^ 3 "*" "9" ~ 18 ' 

8. Il battelliere prende la capra e la porta airaltra sponda. Ritorna : prende 
il lupo e lo porta al di là, recando seco la capm nel ritorno. Lascia la capra 
in cima alla riviera e porta il cavolo alPaltra sponda. Finalmente torna vuoto 
a riprendere la capra. 

9. Chiamisi primo il vaso della capacità di 12 litri, secondo quello capace 
di 8 1., terzo il rimanente. Il modo più semplice per raggiungere 1* intento è 
il seguente: Si riempia col vino che si trova nel 1* vaso il 2*, poi col liquido 
che si trova in questo il 3® ; si versi il contenuto del 3" nel 1% quello del 2* 
nel 3* e col liquido del 1" vaso si ricolmi il 2°. Dopo ciò si vengono a tro- 
vare nei tre vasi 1 litro, 8 1. e 3 1. di vino. Non rimane quindi che a riem- 
pire, col liquido che si trova nel 2* vaso, il 3° ed allora rimangono nel 2* 
precisamente 6 litri. IO. IO ore. 

11. La bilancia va supposta a due piatti. I quattro pezzi devono pesare 
1, 3, 9, 27 libbre. 

12. Si formi il numero JV = 2 . 3 . 4 . . . m (w -h 1), poi si prendano i 
numeri -^-+-2, iV-f-3, JV-hw, J^+m-f-l 

13. Sono i quadrati di 7, 67, 667, 6667, Ciò proviene dal fatto che 

quadrando ì numeri 7, 67, 667, .... col riguai*darli come somma di due nu- 
meri 60 -h 7, 600 4- 67, 6000 -h 667, il doppio prodotto di questi numeri 
ha la forma 840, 80400, 8004000, .... 

14. 36 : la somma dei primi 36 numeri è 666. 

3 9 

15. 74 -h 25 4--^ 4- T^ • 16. 793. 17. 1 19. 

O lo 

19. La parte d'un figlio legittimo è 
1 n n •♦*(** — 1)....3.2.1 

1 21(1 -h 1) "^ 2« r(/ ^rrK/ +~i) ~ — — 2« / (V-h 1) ; . ;7(^ 4^ ■ 

21. Litri 46,1568 di vino e L 3,8432 d'acqua. 22. 756 salti. 

23. L'equazione può scriversi {co — a)' — (w — ft)' = o 

(b — a) ^af — a4-a7 — &|=:0. Essa dunque è formala oltre del fattore 
b — a, corrispondente al primo membro dell'equazione (x — a) — (a? — &) = 0, 

di un altro fiittore che posto =0 dà la soluzione a? = -— (a 4- 6). 



24. Ciò proviene dal fatto che pel valore di a;, radice di 
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3a? — ò 3a — 46 



3a? — 56 3a — 86' 

3a? — 3a 4- 36 

che e xz=La — 6, la frazione 7, -x irr assume il valore indetermi- 

307 — oa -+- 36 


nato ^- • 

• 

X — a-{-c 6 X -^ e a-f-6 

25. Le radici del sistema d*eq nazioni ^ = — , r ^ 

y — aH-6 e y-f-6 a-f-c 

sono a; = a4-6 — e, y = a — 6-t-c e per esse i primi membri di 

X — a — 64-c 6 X — a — 6 4- e a 4- 6 

, , = — 1 ; =: — ; — prendono la forma indeter- 

y — a-H6 — e e y — a 4- 6 — e a 4- e 

minata — - • 

26. La radice deirequazione è a? =1: a 4- 6 e per questo valore le ultime 

a4-64-l a4-6— 1 
uguaglianze divengono ^^^^^ = ^^^_^ e = ^ . 

27. Dividendo per a — a si divide per 0. 

28. Dividendo per a — 6 — e si divide per poiché per ipotesi a — 6 =: e. 

29. Siano A e B \ dati vertici. Si descrivano due cerchi con centri AeB 
e raggio A B, che si tagliano in E^ e si portino dopo B E, sul cerchio di centro 
A, due archi EF, FG uguali a BE, Con centri B e G e raggi B F^ GÈ 91 
descrivano due cerchi che si tagliano in J7, finalmente cogli stessi centri e con 
raggio H A altri due cerchi che si taglieranno in D terzo vertice del quadrato. 

30. Si divida nel numero dato di parti la circonferenza e si oongiunga 
col centro. 

31. Se MN è la corda deirangolo ACB, che divide il triangolo nel modo 
cercato, si ha 



dove a, 6 sono i lati deirangolo A CB e p i\ semiperimetro del triangolo. 

32. h altezza nota. Raggi --(f/3 — l) e "T-C^ — ^)- 

33. 2a e 6 base e lato uguale del triangolo dato, 2x ed y analoghi ele- 
menti del triangolo cercato : 



6_a4- f/6«4-6a6— 7a« 5a4- 36— ;/6« 4- 6a6-- 7a« 

2 ^ . 4 

espressioni che si costruiscono facilmente. 

34. 5, 12 e 13 oppure 6, 8 e 10. 

35. Si divida il quadrato dato in quattro quadrati uguali unendo i punti 
medi dei lati opposti e altrettanto facciasi per tre di quest^ultimi. Si ottengono 
cosi 12 quadrati dei quali il 1*, 2", 3", 4" posano su un lato del dato, il 5*, 
6% 7®, 8* posano rispettivamente sui precedenti, il 9" e 10" sul 7* e 8* e 
TU'* e il 12® sul 9* e 10*. Dopo ciò le quattro parti sono costituite dai qua- 
drati (5», 1*, 2»), (3% 4^ 8«), (6", 7', 9^), (10% \2\ 11*»). 



— 132 — 

36. Il quadrato dato sìa AB CD. V Si divida AB CD in quattro quadrati 
unendo i punti medi dei lati opposti e si conducano tutte le diagonali di que- 
st'ultimi. Ogni coppia di due dei triangoli risultanti dà un quadrato. — 2® Si 
dividano i lati AB, B C, CD, DA per metà in M, N, P, Q. Si tirino AN, 
B Py CO, DM e la divisione è compiuta mediante i quattro triangoli, i quattro 
trapezi e il quadrato ottenuto. — 3* Si divida A D in tre parti eguali AM =z 
MN=zND e si tirino A/P, NQ parallele ad AB, basterà mostrare come 
possa dividersi il rettangolo M B ìa parti che riunite diano un quadrato. Si 
costruiscano su DA ed AB due semicerchi il primo esternamente, il secondo 
internamente al quadrato: si prolunghi DM fino ad incontrare il semicerchio 
esterno in R. Si tiri RA e per A la perpendicolare A^ ad incontrare MP 
in £ e il semicerchio AB in /. Si congiunga 1 con B, tagliando MP in F 
e si tirino per E eà F una parallela ed una perpendicolare ad FB, la prima 
a tagliare A B in G, la seconda a tagliare E G in H. lì rettangolo MB risulta 
in tal modo scomposto nel modo voluto in quattro triangoli ed un trapezio ('). 

120 

37. A 2* e yvK^ di minuto la lancetta dei secondi è per la prima volta 

bisettrice deirangolo formato dalle altre due. 

Non è possibile che gli estremi delle 3 lancette formino un triangolo equi- 
latero. 

38. L'incoerenza deriva dall'essere T/ OAE concavo. 

39. Se ABC non è isoscele, cade fuori del triangolo e i piedi delle 
perpendicolari ai lati sono uno interno l'altro esterno ai lati medesimi. 

40. L' inesattezza sta in ciò che il punto cade fuori del quadrilatero. 

41. Sia ABC DE il pentagono regolare. Si prolunghi la diagonale CE di 
un segmento EFz=:EA e si tiri AF. Risulta S.F EA^DCE e trapezio 
ABCjP=pent. AB CD E, Per il punto medio (r di A i^ si conduca una pa- 
rallela a. B C & tagliare il prolungamento di BA in H ed E F in I, sarà 
l)ent. ABCDEzrz parallel. BHIC. Da H come centro e con raggio eguale alla 
media proporzionale fra la base e l'altezza di questo parallelogrammo, si descriva 
un cerchio che tagli CE in L e si tiri LH, che incontra E A in M e AF 
in N, I tre triangoli ANH, ANM, NBG e il pent. AfiVG 7^ sono i quattro 
pezzi in cui va diviso il triangolo CED. Finalmente se da B si abbassa una 
perpendicolare su HL si scompone ASCE in tre altri pezzi che insieme ai 
precedenti risolvono il problema. 



(*) Queste OMtmslone od altra analoga, serve per risolvere il problema generale di dlrldere 
nn rettangolo qualsiasi in parti tali da comporre nn quadrato e quindi può servire a risolvere ti 
problema di scomporre un quadrato in parti ehe riunite eonvenientemente diano n quadrati. 



Finita la redazione il di 31 maggio 1884. 
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SAGGIO ANALITICO 

DI INTRODUZIONE ALLO STUDIO DELLE FRAZIONI Q 



1. Per ora supporremo conosciuti soltanto i numeri interi. Come 

è noto, dividere un numero a per un numero 6 significa trovare 

quel numero che moltiplicato per b dia a. Un tal numero si suol 

indicare con la notazione a : &, quando però la divisione è possi- 
ti 
bile. Preferiamo ora d'indicarlo con la notazione -r- ; cioè vogliamo 

porre la seguente definizione simbolica : 

a - 

- X b = a. 

Ma se il numero a non è un multiplo del numero b non si trova 
nessun numero il quale risponda alla definizione di -r . Cosicché in 

tal caso la divisione dovrà dichiararsi impossibile. Per altro potrà 
rendersi possibile mediante l'estensione del campo dei numeri, ora 
limitato agi' interi, e V introduzione di opportune classi di nuovi enti 
aritmetici chiamati pure numeri. 

2. Si dicono parti aliquote 1", 2*, 3*, .... di 1, e si indicano 
(in accordo con la notazione che ora abbiamo convenuto di adottare) 

rispettivamente con le scritture -p , -g- , -y , . . . . , dei nuovi enti 

numerici che diremo anche unità frazionarie^ e che definiremo con 
le eguaglianze 

ovvero, conforme il noto concetto di ripetizione o moltiplicazione, 

In generale, se n esprime uno dei numeri naturali 1, 2, 3, .... , 



(*) Nella 2* edizione del mio Trattato di Aritmetica razionale (Padova, 1891) troyasl nn cenno 
di questo metodo analitico. Ma nella nuova indizione, pubblicata in questi dì, ho soppreaso quel para- 
grafo, che offro interamente rifatto o assai migliorato ai lettori di codesto PeriodieOf nella spe- 
ranza di invogliare qualche professore a esporre in Iscnola la teoria delle frazioni seguendo la 
via qui tracciata. 
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si chiamerà parte aliquota n™* di 1, e si indicherà con — , una 
nuova unità, detta unità frazionaria^ definita dall'uguaglianza 

j_+j_ + .... + ±=i 

n n n ' 

dove il simbolo — è ripetuto n volte ; cioè, conformemente a questo 
concetto di ripetizione, il simbolo — è definito dall'uguaglianza 

Qui il segno + di somma e il segno x ^^ moltiplicazione indi- 
cano l'operazione del considerare insieme due o più enti unitari 

uguali a — . Cosicché il segno + nelle uguaglianze precedenti do- 
vrebbe leggersi e piuttosto che piv, ; per esempio, T uguaglianza 

-g- -f- -3- +- ^ = 1, dovrebbe leggersi "3" ® ^ ® "3" /aw*M> 1 ; più 
precisamente, come vedremo fra poco, un terzo e un terzo e un 
TERZO fanno uno. Il segno X dovrebbe leggersi ripetuto anziché 

moltiplicato per ; così, p. es., T uguaglianza -g- X 3 = 1 dovrebbe 

leggersi -^ ripetuto 3 volte fa 1, e più precisamente un terzo 

ripetuto TRE volte fa uno, o anche tre terzi fanno uno, o ancora 
tre unità frazionarie secondo il numero 3 fanno una unità intera. 
Ma, per seguire l'uso comune, leggeremo il segno + anche piti, e 
il segno X anche moltiplicato per. 

Le unità frazionarie -g- , -o- , t;^ , — , . . . . si leggono rispetti- 
vamente un mezzOf un terzo, un diciasettesimo^ un ennesimo, 

8. Si chiamerà numero rotto o numero frazionario o numero 
fratto, 0, semplicemente rotto, frazione, fratto, una unità fra- 
zionaria qualsiasi — , oppure un'espressione 1 1 h.— H 

contenente un numero qualsiasi m di unità frazionarie uguali legate 
fi^ loro con il segno -+- di somma ; il quale segno •+• , giova dire 
anche una volta, indica qui l'operazione del considerare insieme 

quanti enti si vuole tutti uguali a — . Quest'espressione, conforme 
sempre al solito concetto di ripetizione moltiplicazione, potrà in- 
dicarsi con — X ^, e si leggerà m ennesimi. 
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4. La frazione — X m si dirà somma o totale di m addendi 

fi) 

tutti uguali all'unità frazionaria — • 

Cosi la frazione "o" X 5 esprimerà la somma "o" + "o" + -ó~ + 
-^ -f- -g- , e si leggerà 5 terzi. 

Anche le imita frazionarie entrano nel tipo — X wi , e corri- 

* n 

spondono a m = 1 . 

In opposizione ai rotti, i numeri naturali 1 , 2, 3, ... . si dicono 
interi. 

5. D*ora innanzi con la parola numero, senz'altra qualificazione, 
si dovrà intendere tanto un numero intero quanto un numero fra- 
zionario ; ma con le lettere dell' alfabeto si designeranno soltanto 
numeri interi. 

6. / numeri frazionari definiti in qicesto modo analitico coin- 
cidono con qìielli definiti mediante la considerazione di grandezze. 

Per es., una lunghezza rappresentata dal numero frazionario 

-=- X 4, si ottiene prendendo un segmento uguale alla sonuna di 

4 segmenti uguali ciascuno a un settimo dell'unità lineare prescelta, 
cioè alla parte aliquota secondo il numero 7 di tale unità. 

In generale, la frazione — X m, cioè m ennesimi, di una gran- 
dezza è una grandezza che si ottiene prendendo o contando o ri- 
petendo sommando m grandezze tutte eguali a una parte aliquota 
secondo il numero n della grandezza unitaria, e il numero frazio- 
nario — X m rappresenta appunto la grandezza considerata. 

7. Nella frazione — X m, il numero intero n determina quali 

siano le unità frazionarie considerate, e dà il nome a queste unità 
medesime, quindi, assai opportunamente, chiamasi il denominatore 
della finzione : invece, il numero intero m determina quante siano 
tali unità frazionarie, esprime cioè quante se ne sono prese, quante 
se ne sono contate, numera cioè tali unità, quindi, molto appro- 
priatamente, si chiama il num^atore. 

Il numeratore e denominatore si dicono i termini della frazione. 
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Ogni unità frazionaria e da considerarsi come una frazione il 
cui numeratore è 1. 

8. Le frazioni di uguali denominatori si dicono della stessa 
specie ; fra esse sono uguali quelle di uguale numeratore, disuguali 
quelle di numeratore diverso, e fra queste sarà maggiore quella di 
numeratore maggiore. 

Per. es., -;=r X 8 è maggiore di -=- X 5, e questa è minore di 

quella ; si esprime ciò scrivendo indifferentemente Y una o V altra 
delle seguenti disuguaglianze : 

4-X8>4x5 , ^X5<4-X8. 

Ciò è sempre conforme al noto concetto fondamentale del con- 
tare : e poi, effettivamente, V aggregato di 8 urUtà (che nel caso 
attuale sono chiamate sellimi) e maggiore dell'aggregato di 5 unità; 
8 decine è un aggregato maggiore dell' aggregato 5 decine, e 
cosi via. 

{Continua). GIOVANNI GABBIERI. 
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SU UN TRIANGOLO NOTEVOLE 



1 .*^ — Furono studiati, anche su questo Periodico (*), il trian- 
golo i cui vertici dividono secondo uno stesso rapporto i lati di un 
altro triangolo ABC, e altri triangoli che da questo dipendono. 
Tutti questi triangoli appartengono ad una unica classe di triangoli 
che hanno proprietà interessanti. 

Indico con M un punto del piano di un triangolo ABC, con 
Mai M},, Me i piedi delle rette che lo proiettano da A,Bj C rispet- 
tivamente ^M BC, CA, AB\ e pongo 

A Me BMa CMj, 

-McB- =^' -MiTc-^^P' M.A-^^^ ondempg=l. 



(*) Anno II, pag. 1, e pag. 65. — Anno V, pag. 106. 



V 
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Sieno poi P, Q altri due punti analoghi, a cui corrispondono sui lati 
AB, BC, CA rispettivamente i rapporti 

APe _ BPg _ CPb AQc _ BQa CQi 

IVB~^' 'PaC~^' Pi,A~^'' 'q7b~^' ~QaC~'^' Qì,A~P' 

E' MQP il triangolo a cui accennava. 

Chiamerò i punti ilf, P, Q circolarmente associati rispetto ad 
ABC. Dato uno di essi, gli altri due restano determinati. 

Per avere omogeneità nelle formolo porrò m ==-^> p== -^, e 

a p 

quindi q= — Allora a, p, y risultano proporzionali ai triangoli 

MBCyMCA, MAB e sono le coordinate baricentriche di M ri- 
spetto ai lati BC, CA, AB del triangolo fondamentale ABC. Cosi 
p, Y,a risultano proporzionali ai triangoli PBC, PC A, PAB e 
sono le coordinate baricentriche di P rispetto ai lati stessi BC, CA, 
A B; e y, a, p risultano proporzionali ai triangoli QBC, QCA, QAB 
e sono le coordinate baricentriche di Q rispetto ai medesimi lati 
BC, CA, AB. 

Per a = a*, p = 6*, Y = e*, (a, b, e misure di B C, CA, A B), 
i punti M, P, Q sono punti noti nella Geometria del triangolo ; p. e. 
per a = a"*, P = &"*, 7 = 0-*, M, P, Q sono rispettivamente il 
punto isotomico del punto di Lemoine e i due punti di Brocard. 

2.° — Se una delle oc, p, y è zero, p. e. a = 0, i punti M, Q, P 
cadono rispettivamente sui lati B C, CA, AB e reciprocamente. // 
triangolo MQP diventa allora il triangolo, i cui vertici dividono 

BC, CA, AB nello stesso rapporto (-f)' 

Se due delle a, p, y sono nulle, p. e. a = 0, ^ = 0, i punti 
M, Q, P cadono rispettivamente sui punti C,A,B. 

Tutte tre le a, % y non possono essere nulle. 

Se a = p = y, i punti M, P, Q coincidono col baricentro G di 
A BC- A. valori positivi di a, p, y corrispondono posizioni di M/P, Q 
interne dia AB C; onde per valori positivi di a, p, y il valor mi- 
nimo di MQP è zero e il valor massimo é ABC. 

3.° — Se un lato di MQP, p. e. MQ, passa per un vertice 
di ABC, p. e. per A, i rapporti che le rette AM, AQ determi- 
nano sul lato opposto B C sono eguali p = m, e reciprocamente. 
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Allora anche i lati QP, PM passeranno rispettivamente per B, C, 
ed ilf QP sarà circoscritto dA ABC, Vi sono quindi infiniti trian- 
goli della specie MQP circoscritti ad ABC; la condizione ne- 
cessaria e sufficiente perchè un triangolo di tre punii circolar- 
mente associati rispetto ad AB G sia dr^coscritto ad ABC è che 
due dei rapporti corrispondenti a questi punti sieno egu^ali^ ossia 
che una delle loro coordinate baricentriche sia media proporzio- 
nale fra le altre rfwe. In particolare se nel triangolo ABC è un 
lato medio proporzionale fra gli altri dice, il triangolo dei punti 
(a", b", e**) (b", c°, a"») (c°, a*, b") è circoscritto ad ABC per ogni 
valore di n, e reciprocamente. 

Se MQP deve essere circoscritto ad ABC, dato uno dei rap- 
porti corrispondenti ad M, risultano determinati gli altri e quindi 
MQP; onde MQP é determinato data la direzione di un sico 
lato, o anche dato un punto per cui un suo lato debba passare. 

4.** — I vertici del triangolo M» Q^ ?« dividono i lati BC, C A, 
AB nello stesso rapporto^; altrettanto dicasi dei triangoli M^OcPa^ 
M.QaP,. 

Ai punti Afi, Pi, Qi, ove le rette A May BQ^,, CPc si incon- 
trano, corrispondono rispettivamente sui lati BC, CA, AB ì rap- 
porti |-^, p, p,|, |p,p, ^1 , |p, ^, pj ; onde il triangolo Mi Qi Pi 

appartiene alla classe dei triangoli MQP, ed è inoltre circo- 
sc7'itto ad ABC. Altrettanto dicasi dei triangoli analoghi M^ Q^ Pj, 

Jfs Qs Ps. 

Le rette AP^, BQj,, CM^ dividendo rispettivamente BC, CA, 
A B nei rapporti q, p, m si incontrano in uno stesso punto M, le 

cui coordinate baricentriche sono quindi ordinatamente -g- > — > — • 

Pi 

Analogamente le A Ma, BPj,, CQ^ si incontrano in uno stesso punto 
P', le cui coordinate baricentriche sono — , — , -b- > e le A Q- , 
BMj,, CPc si incontrano in uno stesso punto Q\ le cui coordinate 

baricentriche sono — , -^ , — . Perciò i punti M', P', Q' 'sono 

TP 

anch'essi circolarmente associati rispetto ad A B C, e il triangolo 
M' Q' P' appartiene alla classe dei triangoli MQP. 
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Il triangolo M Q P è omologico di A B C rispetto a ciascuno dei 
centri M', P', Q'. 

5.° — I punti isotomici di Mj P, Q sono pure punti circolar- 
mente associati rispetto ad 4 fi C Altrettanto dicasi dei loro punti 
complementari e degli anticomplementari. Cosi pure il punto 
( — a, % y) armonicamente associato ad Jlf, il punto (p, y. — a) ar- 
monicamente associato a P, e il punto (y, — a, P) armonicamente 
associato a Q sono circolarmente associati rispetto ABCy ecc. 

6.° — Si ha 

CUP _ CM^ CP _ p4-a Y + p 
CMcP<» ~ CMc CPc~ 2 (X "2a" 
CMc Po ^«Pc p — m _ ay — P' 



CAfi — AB ~(p-4-l)(mH.I) — (Y4-P)(p4-a) 

onde: 

C MP a Y — p* , AMP _ ^x — f B;;fP_Yp — oc« 

CTB ~ ~(2a)« ' ^ ^^^^ TfiTc ~ (2 a)' ' 'b'CA ~ (2a)«" ' 

Permutando circolarmente fra Io a, p, y si ottengono le formole 
corrispondenti ai triangoli CP Q ecc., CQM ecc.; onde si ha: 

AMQ = BQP = CPM, ecc. 

cioè : i triangoli che i vertici A, B, C /ormano ordinatamente coi 
lati del triangolo di /re punti circolarmente associati rispetto 
ad ABC sono equivalenti. 

T.** — Mediante le precedenti relazioni si trova; 

MPQ _ CMP+ CPQ-hCQJbr_2ap--2a« 



ove: 



ABC ABC (2 a)^ 



2a« = oc« + p« + y«, 2ap = ocÉi + Py + ya 



onde: 

n\ ^0P_2a^j-_2a_p_ 3.2ap _. mp+p +ì 

^^ ABC~ (2a)« ~ (2a)« " (mj9 4- w-f- 1)«' 

La (1) non muta scambiando fra loro comunque a, p, y ; onde 

il triangolo dei punti (p, a, y), (a, y, P), (y, p, a) è equivalente 
ad MQP. 

(*) Qui e altrove fl^eelo tuo di forinole ■tobillte « psg. 66, anno VIU del Peiiodieo. 
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Se ilf QP è inscritto si ottiene dalla (1) la nota formola. 
So Af Q P è circoscritto (m =z p) si ha dalla stessa : 

MQP 3m (m— ly^ 

ABC m*-Hm4-l m'-|-m-f-I 

o anche (P* = a y) : 

MQP _ 3p a — 2p-hr 

ABC 2a a-hpH-Y * 

Per i punti M\ P', Q[ si ha: 



(2i) 



la quale formola esprime pure il rapporto ad ABC dell'area del 
triangolo dei punti isotomici di M, P, Q. 

Se \L, 7c, p sono punti circolarmente associati rispetto ad A BC, 
e sono a', fi', y' le coordinate baricentriche di {x, la condizione perchè 
sia ilfQP = jApw sarà: 



2ap_2a^p; . Saf _ 2(/p' 

(YoO"« — (2 a')* ' ^^^^ '2 a»' " "2 à'« ' 

Se MQP, {xpTc sono inscritti in ABC (aznO, a'mO), oppure 
sono circoscritti ({i* zz: a y, fi'* := a' y )» questa condizione si riduce 
alla-J.^' = l. 

8." — Dalle formolo delle distanze MP\ PQ^, QM* deriva 
tosto : 

onde per la (1) si ha: 

MQP MQ^ + QP^-^PM^ , MQP ABC 

o anche 



A BC AB'^ 4- BC^ + CA« MQ^-^QP^-i-PM^ AB^ -h fiC« -f-CA* 

onde : il y^apporto fra il triangolo MQP e la somma dei quadrati 

dei suoi lati non varia con M, P, Q. 

Poiché fra l'angolo o) di Brocard di un triangolo ABC e \ suoi 

lati passa la relazione: 

A. ABC 



tang(o ::=: 



AB«4.BC«4-CA« 
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dalla relazione precedente deriva che : l'angolo di Brocard di tre 
punti circolarmente assodati rispetto ad ABC non varia con 
questi punti, ed è eguale all'angolo di Brocard di ABC. 
9.® — Dalle relazioni: 

^^ AMa~ B Oh ~ CPc~ 2a ' A Ma~ B Qb~ CPc~ ^oi 

e poiché esiste il triangolo delle A Ma, BQ^, CP^^ si deduce che 
esistono pure i triangoli {AM, BQ, CP),(MMa, QQb. PPc), « questi 
triangoli sono simili al triangolo (AM., BQ^, CP,), e hanno quindi 
lo stesso angolo di Brocard di ABC e ciascuno di essi sta alla 
somma dei quadrati dei stwi lati come A B C «te ad a* -+- b* + e*. 
L' area di questi triangoli si avrà dalle relazioni : 

jABf , B Q, CP) _ (AM,BQ,CP) (AMg, BQi,, CPc) _ 
ABC (A Afa, B Q^ CPe) ABC 

{MMa,QQb,PPc) _ (MMa,QQb,PPc) (A Mg, B Qt,, CPg) _ 
ABC (A May B Qi^ C Pc) ABC ~ 

(x^ P' + Pt+t ' _ «UP^ + Pt+t') 

(2 a)' (p4-r)* "" (P-f.Tr.(2ay 

Permutando circolarmente fra le a, {i, y si hanno le formole 
corrispondenti agli altri triangoli analoghi (BM, CQ, -4P), 

{MMb, Ga, PPal (CM.AQ, BP), (MM,. QCU. PPiY 
Da esse si deduce: 

(AM.BQ, CP)-^(BM, CQ, AP) + (CAf, AQ, ^P) _ 22a*4-2ap _ 

ABC ~ (2a)« ~ 

32ap 
(2 a)' 

donde per la (1) deriva: 

(AM, BQ, CP) + (BM, CQ, AP) H- {CM, AQ, BP) = MQP+ABC. 

La quantità J(i4Af, BQ, CP) + {BM, CQ, AP) -h (CM, AQ, BP) 
— MQP non varia con M, P, Q. 

10.** — Dalla proporzionalità delle a, p, y ai triangoli MBC, 
MCA, MA B e dalla relazione MBC + MCA -hMAB=ABC 
si ottiene : 

(3) MBC^'t^,MCA=:tA^, MAB=1^ 

^ ' 2a 2a 2a 

18 
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e quindi chiamando M Xa, M X^, MX^ le distanze di M da. BC. 
CA,AB, 

(4) MX. = 1^4^^. M A'. = ^-h^, MX.= ^ -^-^ ' . 

^ ' a.2a &.2a c.2a 

Le corrispondenti formole per le distanze P Ya, P V^, P Y^ ; 
QZa, QZj, QZ, dei punti P, Q Adi BC, CA, AB si ottengono da 
queste permutando circolarmente fra le a, p, y; onde chiamando 
Kf hi, he le altezze di il B C relative a. BC, C A, AB si ottiene : 

g. MXa + PYa + QZa = ha, M X^ + P Y^ + QZ, = k^, ecc. 
MBC-A-P BC + QBC = ABC, ecc. 




onde : la somma delle distanze di tre punti circolarmente associati 
da un lato di ABC non varia con questi punti ; la somma dei 
triangoli che i detti punti fanno con un lato di ABC non varia 
con questi punti. 

11.° — Poiché ha, hj, rappresentano rispettivamente la somma 
delle distanze di A, B, C Ab, BC, e la somma delle distanze di 
A, B, C Adk CA, le prime (5) dimostrano che: il triangolo di ire 
punti circolarmente associati rispetto ad ABC è isobaricentrico 
con ABC. * 
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Ne segue che J/, P, Q dividono nello stesso rapporto i lati di 
ciascuno dei triangoli Mi Qi Pi, Afg G» P%j M^ Qj P». 

Ne segue ancora che i punti complementari di M, P, Q saranno 
rispettivamente i punti di mezzo di PG, QM, MP, e i loro punti 
anticomplementari saranno i vertici del triangolo formato dalle paral- 
lele condotte da Af, P, Q ai lati di MQ P. 

12.» _ Si prolunghino MQ, QP, Pilf ad incontrare AB, BC, CA 
rispettivamente nei punti iV^', N'a, Nb> Dai triangoli CMcQc, A QaPa^ 
B Pi, Mj, segati rispettivamente dalle rette MQ, QP, PM si ha per 
il teorema di Menelao: 

CM McN'o QoQ AQ QaN^PaP BP PbNi,AfbM 






MMc NcQc QC QQaNaPa PA PPbNbMb MB 
dalle quali per le relazioni analoghe alle (2) deriva : 

M^NÓ _ QaNg _ PbNh 
NoQc ~ NaPa~ NbMb' 

Essendo McQ^Pb* Qe Pa ^b triangoli inscritti e isobaricentrici 
con ABC, e poiché i vertici dei triangoli inscritti isobaricentrici con 
ABC determinano sui lati AB, BC, CA punteggiate simili, queste 
relazioni dimostrano che il triangolo N'ó N'aNb è pure isobaricentrico 
con ABC. Altrettanto dicasi dei due triangoli analoghi iV^' JVi Ne, 
N'bN'eNa', cioè: prolungando i lati di un triangolo di tre punti 
circolarmente associati rispetto ad kBG si ottengono tre triangoli 
inscritti in ABC e con esso isoba/icentrid. 

Poiché N^c N'aNb, IfaNlNe, N^ N'cN^ sono isobaricentrici con 
MQP e sono in questo inscritti, sarà: 

MQ _ QP _ PM 

NcNa NaNb NbNc 

cioè: esiste il triangolo {N'é Ifa, I^a^'b, Ni Ne) ed è simile al trian- 
golo MQP; altrettanto dicasi dei triangoli (N'a N'^, NlN'e, N^N^), 

(iv;'iv;',i^^;^;, iVaiVj).. 

Quando MQP è circoscritto, uno di questi triangoli diventa il 
triangolo delle rette che uniscono A, B, C ai vertici di un triangolo 
isobaricentrico inscritto in ABC. 

{Contmua). F. FerRARI. 
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SUI POLINOMI! 



(ContinKaxione, V. pag. 77). 

1 0. Diremo che un polinomio è divisibile per un altro, o che 
è suo multiplo, se è prodotto del medesimo per un polinomio intero ; 
ed in tal caso diremo che il secondo polinomio è divisore, o sotto- 
multiplo, del primo. 

Parlando di divisori e multipli supporremo sempre che i poli- 
nomii considerati siano interi. 

Diremo che un polinomio intero è primo, o semplice, od irredu- 
cibile, se non è divisibile che per sé stesso e pel suo contrario, per 
-h 1 e per — 1. TJn polinomio intero non primo lo diremo com- 
posto. 

Diremo che dei polinomii sono primi fra loro se non hanno nes- 
sun divisore comune diverso da + 1 e da — 1. 

1 1. Diremo puro polinomio qualsiasi polinomio, che non sia mo- 
nomio ed abbia termini primi fra loro. 

Ogni polinomio intero è quindi prodotto d'un monomio per un 
puro polinomio: il fattore monomio è prodotto dal M. C, D. dei coef- 
ficienti, preso con segno qualsiasi, per le minime potenze delle let- 
tere comuni a tutti i termini. 

Teorema. Il prodotto di dus puri polinomi è un puro polinomio. 
Dimostrazione. Siano H e K due puri polinomii : dico che il loro 
prodotto è un puro polinomio, cioè i suoi coefficienti sono primi fra 
loro e nessuna lettera è comune a tutti i suoi termini. Infatti, se 
a è un numero primo od una lettera, a non può dividere né tutti i 
termini di H né tutti quelli di K: siano ?n ed n i termini supremi 
di H Q K, tra quelli non divisibili per a ; indichiamo con A/j l'in- 
sieme dei termini di H superiori e con M^ l'insieme di quelli in- 
feriori ad m ; indichiamo con Ni l'insieme dei termini di K supe- 
riori e con Ni l'insieme di quelli inferiori ad n. È: 

HK=[M^ -^ {m + M^)] [Ni + (w + iV,)] 
= Mi [Ni-hn+N,) + Ni{m-+- M^) -h (m + M^) {n + N^). 
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Essendo m ed n ì termini supremi di H e K, tra quelli non divisi- 
bili per a, per a son divisibili tutti i termini di M^ed Nii sono per 
ciò divisibili per a tutti i termini di 

e solamente tra essi termini (4) ve ne possono essere di simili ad 
m n, che è il termine supremo di (m 4- M^) (n -h ÌV2) : so x è un nu- 
mero primo, il coefficiente di ww, essendo prodotto di due numeri 
non divisìbili per a, non può essere divisibile per a per cui, dopo 
la riduzione dei termini simili, il coefficiente del termine simile ad 
mn non sarà divisibile per a perchè o sarà lo stesso coefficiente di 
mn, o sarà somma del medesimo con soli numeri divisibili per a ; se 
poi X è una lettera, il termine m n non può ridursi con nessuno perchè 
sono da esso dissimili anche gli accennati termini, contenendo essi la 
lettera x mentre m n non la contiene. Nel prodotto H KYÌh dunque 
sicuramente un termine non divisibile per a. Nessun numero primo, 
nessuna lettera, può dunque divìdere tutti i termini del prodotto, il 
quale per ciò è puro polinomio. 

1 2. Dall'ultimo e dal numero 9 segue immediatamente che : Un 
polinomio intero si può ridurre in un sol modo al prodotto d*un mo- 
nomio intero per un puro polinomio, a parte i segni dei fattori. 

Se un monomio intero ed un puro polinomio li diciamo il monomio 
ed il puro polinomio del polinomio risultante dalla loro moltiplica- 
zione, si ha pure che: Il monomio ed il puro polinomio del prodotto di 
polinomii interi sono, rispettivamente, prodotto dei monomii e pro- 
dotto dei puri polinomii dei fattori, a parte il segno. Il monomio ed il 
puro polinomio del quoziente della divisione d'un polinomio intero per 
un suo divisore sono, rispettivamente, i quozienti delle divisioni del 
monomio e del puro polinomio del dividendo per il monomio ed il puro 
polinomio del divisore, a parte il segno. 

1 3. Da quanto fu detto negli ultimi numeri segue immediatamente 
che : Sono polinomii primi di grado zero i numeri primi ; sono poli- 
nomi primi di primo grado i puri polinomii di primo grado. 

Teorema. Ogni divisore d'un puro polinomio è un puro polinomio: 
i divisori alfabeticamente infimi d'un puro polinomio sono primi. 
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Dimostrazione. Sia P un puro polinomio, B sia un suo divisore e sia 

P = DQ. 

Se D non fosse puro polinomio ed m e Di fossero il suo monomio ed 
il suo puro polinomio (12), se cioè fosse D = mDi, il polinomio P, 
uguale ad mDiQ, sarebbe divisibile pel. monomio m, la qual cosa non 
può essere perchè P è puro polinomio ; deve dunque essere puro poli- 
nomio anche Z). Se D non è primo, sia S un suo divisore diverso da 
Dj — D, 1 — 1, e sia D = X A ; il polinomio P, uguale a X A Q, è 
divisibile per S, che è alfabeticamente inferiore a D perchè h non può 
essere un numero, essendo D un puro polinomio: adunque, se D non 
è primo, non è neppure tra gli infimi divisori di P. Ne segue che i di- 
visori di P alfabeticamente infimi sono primi. 

14. Teorema. Ogni polinomio composto è prodotto di polinomii 
primi. 

Dimostrazione. Poniamo il dato polinomio sotto forma di pro- 
dotto d'un monomio, m, per un puro polinomio, P : il monomio si 
decompone facilmente nei suoi fattori primi che sono le sue lettere, 
prese tante volte quante sono le unità dei rispettivi esponenti, ed 
i fattori primi del coefficiente, che trovansi con le note regole del- 
l'aritmetica. Trattasi quindi solamente di far vedere che si può de- 
comporre in fattori primi il puro polinomio. Sia Pi uno dei divisori 
alfabeticamente infimi di P e sia P = p^ g'i : Pi e qi sono pure poli- 
nomii (13) e p è primo: sia pj uno dei divisori alfabeticamente in- 
fimi di qi e sia qi = p» g'g : p« e q^ sono puri polinomii e pg è primo : 
continuando cosi, siccome P non può essere il prodotto d'un numero 
di puri polinomii maggiore del suo grado (9), si perverrà ad un quo- 
ziente primo; sia esso qn-^i* poniamo per conformità di notazione 

g'n-l = Pn epperÒ g„_2 =Pn_ign-l=P«-lPn 

e, decomposto in fattori primi, sarà: 

^=PlP2 • • -Pn-lPn- 

1 5. Diremo che un polinomio è ordinato per le potenze di x 
se ha la forma: 

Po a?" + Pi af-^ + ...-+- P„-i a; + P^ 
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dove Po , Pi y . . . , Pn - 1 » -Pn > che diconsi coefficienti, siano poli- 
nomii indipendenti da x. 

Diremo puro polinomio ordinato per le potenze di x ogni poli- 
nomio intero ordinato per le potenze di x con coefficienti primi 
tra loro. 

Teorema, fife A e B sono polinomii interi ordinati per le potenze 
di IL ed A non è inferioì^e a B m x, la divisione per B del prodotto 
di A per una potenza del primo coefficiente di B d'esponente mag- 

giorre del grado di ^ in x si può continuare, senza int^^odurre fra- 
zioni, fino ad ottenere un resto di grado minore di quello di Btn x. 
Dimostrazione. Sia n un intero positivo ed m sia od intero 
positivo nullo; e siano 

due polinomii ordinati per le potenze di x. 

Il grado in a? di -p- è m. Si vuol provare che la divisione di 



bo A per B, dove sia A > /n -|- 1 , si può continuare senza introdurre 
frazioni fino ad ottenere un resto inferiore a, B in x. È 

boA: Bz=:{bo Oq fl?" + * + . . .) : (J© ^" + . • •) = bo~^ Ar© a?" + . . . 

per cui il primo resto è 

biA — hl-'aoaf'B = bÌ-'{boA—aoBaf') 
= &o"' [(fto «1 — «0 *i) a?«+~-^ + . . .]. 

Il primo resto ha dunque la forma bi"^ Ai; Ai è nn polinomio 
intero il cui grado in a? è tutto al più uguale a quello rti A dimi- 
nuito di 1 . Si riconosce similmente che il secondo resto ha la forma 
&o~*^t ; -4j è un polinomio intero il cui grado in a? è tutto al più 
uguale a quello di A diminuito di 2: il terzo resto ha la forma 
bò~^ As , dove A^ è un polinomio intero il cui grado in x è tutto 
al più uguale a quello di A diminuito di 3, e cosi via. Ne segue 
che s'otterrà un resto inferiore s, B in x dopo meno di m resti 
superiori a B, oppure i primi m resti saranno superiori a 5 ed allora 
il resto (?n + l)"^ avrà la forma Jj""*""^ A.^+ìÌ fto""^"^ è un pò- 
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linomio intero indipendente da x perchè k — m — 1 od è nullo od 
è intero positivo e boè il primo coefficiente Ai B; A^^iè un poli- 
nomio intero ed è inferiore a. B in x perchè il suo grado in sé non è 
maggiore di (n -|- w^) — (m + 1 ) = n — 1 . Si perviene dunque cer- 
tamente ad un resto inferiore a J5 in a? senza introdurre frazioni. 

16. Se AeB sono poUnomii ordinati per le potenze dioo^ diremo 
che C h un resto infimo della divisione di A p^' B se C sia un poli- 
nomio intero inferiore al divisore J5 in a? e sia resto della divisione 
per B del prodotto di A per un divisore di qualche potenza del primo 
coefficiente di B. 

(Continua), 

F. Giudice. 



TEMI DI MATEMATICA DATI PER L' ESAME DI MATORIIA 

IN GINNASI E SCUOLE REALI SUPERIORI DELL' AUSTRIA-UNGHERIA 

aUa fine degli anni scolastici 1891-92 e 1892-93 

(Continuazione: V. pag, 27, 55 e 97), 

Pilsen: ù r. Scuola reale sup, — 1. Dividere il numero 1000 in due 
parti di cui una sia divisibile per 13 e T altra per 53. 

2. Alla nascita di un figlio viene posto a interesse composto una certa somma 
dalla quale cominciando del suo 19* anno questi deve ricavare per 5 anni una 
rendita annua di 1000 corone per mantenersi allo studio dell' Università. Quanto 

importa quella somma se fruttando il 4~**/o d'interesse deve bastare a ciò? 

3. Il volume di una piramide quadratica retta è V e T angolo d' inclina- 
zione degli spigoli laterali colla base è a; quali sono gli spigoli? 

21 

4. Dal punto M (x^ = -r-i y, =: 2) sono condotte le due tangenti alla iper- 
bole 4 a?* — 9 y« = 36. Si domandano le equazioni delle tangenti e della corda 
di contatto e la lunghezza di questa. 

I. Praga: t. r. Scuola reale sup, ted, — 1. Determinare tutti i valori di 

5 



2. In quanti anni una persona potrà estinguere un debito di 20000 f. as- 
sieme agli interessi del 4,28 ^/^ mediante annualità di 2500 f.? 

3. Ad un cono retto il cui Iato fa un angolo a colla base è inscrìtta una 
sfera di raggio p ; qual'è il volume del tronco di cono compreso fra la base ed 
il circolo di contatto? 
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4. Si trovino le coordinate dei punti di contatto delle tangenti guidate dal 
punto 0?, :=: 16, y^ zzz lì al cerchio a?* 4- y* = 169. 

II. Praga: t. r. Sctdola reale sup, ted, — I. La somma del 4* e 6* ter- 
mine di una progressione aritmetica è 28, il prodotto del terzo e decimo termine 
è 232; qual'è il primo termine e quale la differenza? 

2. Un capitale di 16582,70 f. che dovrebbe venir pagato subito, viene ammor- 
tizzato in 10 rate posticipate ; quanto importa ogni rata se si calcola V inte- 
resse del 5,5 7o ? 

3. Il volume di una piramide retta con base quadratica è V ^ 58,778 cm^, 
Tangolo d^inclinazionc delle facce laterali colla base a = 68® 9' 24''; quali sono 
gli spigoli alla base e laterali? 

4. Sull'asse maggiore deirellisse 4a7* +• 9t/* z=r 36 è descritto un cerchio; 
dal punto (0,4) si conduca nel primo quadrante a ciascuna delle curve una tan- 
gente e si determini Tangolo compreso da queste due tangenti. 

pROSSNiTz: Scuola reale sup. prov. -~ 1. I contributi di tre negozianti in 
un'impresa comune stanno in progressione aritmetica. Immediatamente avanti 
la distribuzione del guadagno muore il secondo, in conseguenza di che, in base 
ad accordo, la sua parte di guadagno va divisa fra i due superstiti in rapporto ai loro 
contributi. Se il primo licevc di più m =700 f. ed il secondo n= 1000 f., 
quali erano le tre originarie quote di guadagno? 

2. Risolvere un triangolo dato il rapporto dei lati a : b : e :=:S : 15: 17 
e Tarea s = 540 m*.. 

3. 11 vano d'un vaso ha la forma di un cono retto col vertice rivolto in 
basso. La profondità del vaso è A ^ 22 cm. e due Iati opposti del cono for- 
mano un angolo di 30^. Che quantità d'acqua esce dal vaso colmo immergen- 
dovi una sfera dì ferro col raggio p = 5 cm.? 

4. Sono costruite tangenti perpendicolari alle diagonali del rettangolo cir- 
coscritto ad un ellisse à^y^ + b^eo^ = a'^b*. Si determini V area del quadrila- 
tero formato dalle tangenti. 

Teschen: t. r. Scuola reale sup, — 1. L'ascensione retta di a Herculis 
nel 1870 era a = 17'^8~43«,28 e la declinazione d = 1 4® 32' 26",8. Quale 
era la longitudine e la latitudine di questa stella nell'anno 1870? 

2. Per il punto A (a, b) è condotta una retta che sega l'asse delle (o in M 
e l'asse delie y in N, Quale linea descrive il punto P del segmento MN dato 
dalla condizione NP ^ AM^ se il segmento ruota intorno al punto A? 

3. Dare in forma chiusa la frazione continua periodica 

n— l-^ 1 

IH 1 

n— 2H 1 

l-h 1 

2n — 2H 1 

1-*- 1 

w — 2 H 1 

1 H 

2n— 2-j- .... 

19 
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4. Da un punto fuori di un piano si devono guidare a questo quattro seg- 
menti di egual lunghezza a sì che formino gli spigoli laterali di una piramide 
che ha pei* base un quadrato ed abbia il massimo volume. 

Trautenau : i. r. Scuola reale sup. ted. — 1 . Un tale ha impaccati in una 
cassa 100 libri che pesano 100 chilog. Ogni volume in-foglio pesa 4 chilog., 

ogni volume in-4** pesa 2 chilog., ed ogni volume Jn-8** pesa — di chilogram- 

ó 

ma. Quanti volumi d'ogni specie vi erano nella cassa? 

2. Un capitale di 6000 f. deve venire ammortizzato con 25 rate annuali 
eguali da pagarsi alla fine d*ogni anno ; quanto importa ognuna di queste rate 
calcolando il 4 ^/^ d'interesse ? 

3. Si domanda la superficie laterale di un cono retto se il suo volume importa 
200,85 m^ e l'angolo al vertice della sezione che passa per Tasse è di 65^21'? 

/6 3\ 

4. All'ellisse »* -4- 2y* = 2 sono condotte tangenti dal punto esterno M I c'»Fr 

calcolare l'angolo da esse compreso. 

Trieste: Scuola reale sup, civica — 1. Quanto costerà l'asportazione di un 
terrapieno di forma conica, il quale ha alla base una circonferenza di 190 m., 
ed un pendio di 11^ 52^ se per lo scavare e pel trasporto di ogni carro pieno 
di terra si pagano soldi 45, e se ogni carro ha la capacità di 0,76 m^ ? 

2. Data Inequazione di un cerchio to* 4- 1/^ = 4 ed un punto della periferia 
(a?| ^ 1, Vi = 4-...^, si trovi l'equazione di quella retta che passa per questo 
punto e taglia il cerchio sotto un angolo di 60^. 

3. Si domanda l'annuale pensione da pagarsi ad un individuo per 25 anni 
consecutivi, in compenso del capitale di fior. 4446 che da lui sarà dato alla fine 
del nono anno, calcolando il 4 ^/^ d' interesse composto. 

4. Qual premio si dovrà pagare ad un istituto d'assicurazioni per un bam- 
bino di 5 anni, affinchè questi riceva, all'età di 24 anni, un capitale di 3000 fior., 
calcolando il 4 ^/^ d' interesse ? 

Trieste : t. r. Scuola reale sup. — I . Alla parabola t/* = 4 a; devesi gui- 
dare nel punto oo^^2-^ una tangente, la quale sia contemporaneamente tan- 
gente nello stesso punto ad un cerbio che ha il centro sul lato positivo del- 
l'asse delle X. Qual'è l'equazione della tangente, quale l'equazione del cerchio e 
che valori hanno i segmenti di contatto ? 

2. Un tale vuoi pagare per 20 anni, al principio di ogni anno, una deter- 
minata somma, onde, passato questo tempo, godere per 18 anni, alla fine di ogni 
anno, una rendita di 1200 f.. Quanto importerà quella somma, se viene calco- 
lato il 5 ®/o d' interesse composto ? 

3. Sono date le latitudini dei punti più settentrionale e più meridionale della 
Monarchia austro-ungarica (51® 18' e 42" 14'); si determini la difierenza dei loro 
giorni più lunghi. 

Troppau: i. r. Scuola reale sup. — 1. Risolvere l'equazione: 

2te __ 1025 . 2* 4- 1024 =r 0. 
2. Qualcuno depose per 30 anni al principio d'ogni anno una somma di 
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129,15 f. in una cassa di risparmio che paga il 3 ^ % d'interesse. Quale an- 
nualità potrà ricevere costui, passato questo tempo, per 20 anni pure al prin- 
cipio di ogni Anno? 

3. Un triangolo rettangolo ruota prima intorno al cateto er, e poi in- 
torno al cateto &• I corpi di rotazione risultanti hanno i volumi Ai=:240t[ 
e £= IOOtc, Risolvere il triangolo. 

4. La latitudine geogr. di Troppau è di 49® 56^ 24'^ N. Quando vi leva e 
quando vi tramonta il sole ai 16 maggio, se la sua declinazione in questo 
giorno è 4- 19* 13'? 

Znaim : Scuola reale sup, provinciale, — 1 . Un debito di e fior, deve ve- 
nire pagato mediante annualità delle quali la prima importa r fior, ed ogni suc- 
cessiva q volte la precedente. In quanto tempo verrà cosi pagato il debito cal- 
colando il p % d* interesse composto ? 

(e =1000000, r = 560000, ?=^i P = ^) 

2. Costruire e calcolare un triangolo isoscele data la base a = 10 dm. e la 
somma m^b + ha = 20àm. óeì lato e dell'altezza. ' 

3. Calcolare la capacità di una caldaia limitata dalla superfìcie convessa di 
un tronco di cono e da una calotta sferica tangente al medesimo. Sono dati i 
raggi R^z2 dm. ed r := 1 dm. delle basi del tronco e la lunghezza 2 = 2 dm. 
del lato. 

4. Si deve trovare l'equazione centrale di una ellisse, che taglia la para- 
bola y* = 2 £0 sotto angolo retto, se V asse maggiore dell* ellisse, che coincide 
coir asse delle x, ò uguale al parametro della parabola. 

(Continua), 



PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE 

Sulle progressioni per difTerenza. — Scopo di questa nota si è di 

stabilire una proposizione molto generale relativa alle progressioni per differenza. 

Se xn è pari ; e: 

, , (w + 2)(m+l) 

M^ = 2; Mj = 2(m + 2) — 2^ M3 = 2 ^^— ^,^-^— -' — 2«(m-4-2) 4- 2^ 

(m4-2)(m-4-l)w , (m -h 2) (tn 4- 1) 
M, = 2' 1.2.3 ^ rr2 -V2«(m + 2)-2^ ; 

(m 4- 2) (m 4- 1) .... 5 . 4 (m 4- 2) ( m + 1) .... 6,5 

•*"" 1.2....(m— 1) 1.2...(w — 2) "^ 

^ (m4-2)(m4- 1) 
— 2"^* ^ 12 "*" ^ (w4- 2) — 2"*; 

(m 4- 2) (m + 1) .... 4 . 3 (m + 2) (m 4- 1) .... 5.4 
"^i~ 1.2....m 1.2....(m— 1) "^ 

+ 2-^ ^"-^'^^"^-^^^ -2-(m4-2)4-2--^ 

1 . ^ 



• 
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e si divide la progressione aritmetica che comincia con 1, e di ragione: 

M^ (p— l)'*n'^^ 4-Mj(p — 1)"*-* n« -j- Mg (p — l)**-»»»*-^ -*-.... 



H-M^(p-l)n* + M_,n 



in gruppi contenenti rispettivamente 1, (n + 1), (2n-f- 1), (3n+ 1), ter- 
mini, la somma dei [(p — 1) n + 1 ] termini del gruppo di rango p è uguale a : 

[(p— l)n+ir^. # 

Infatti: il 1** e T ultimo termine del gruppo di rango p sono rispettivamente: 

e 

l-^\M^(p—irn^' + M^{p—ìy'^n'^ + ,.. + M^(p-^\)n^'hM^^n\ 

12 4- (p — 2) n . l 

e la loro semisomma: 

1+lf/-^ ^2 h(Jf,-h2ifj'-^^ '- h 

(M^^2My^—^- h {M^ + ZM^;)"^-^ h 

(p-l)«n* 



Ma: 

(m4-2)(m4-l) 
Af, = 2; Afg 4- 2 Af^ = 2 (m -4- 2); Afg -*- 2 Afg = 2 . ' p'^ ^5 

(m + 2)(m4-l).... 5.4 

Af +2Af , = 2 ^ . ;^ — , ^ ,, ; 

"» •*-* 1 . 2 .... (w — 1) ' 

(m + 2)(m-|-l).... 4.3 

e pei* m pari: 

^«M-i = m + 2. 
In conseguenza : 5 = [(p — 1) n 4- 1]"*^*. 

Questo teorema generale, ne contiene evidentemente una doppia infinità che 
si ottengono facendo assumere successivamente ad m tutti i valori pari, per ogni 
valore intero e positivo di n. 

In particolare: lasciando ad n la sua generalità, e facendo m = 0, potremo 
enunciare la proposizione seguente: 

Divisa la progressione aritmetica che comincia con 1 e di ragione 2n, in 

gruppi contenenti rispettivamente 1, (n-h 1), (2n4- 1), (3n-h 1), termini, 

la somma dei [(^ — 1) n + 1] termini del gruppo di rango p è uguale a 

[(p-l)n4-l]'; 
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la quale è a sua volta la generalizzazione di due teoremi noti ('), che òorri- 
Bpondono ai casi di n = 1, e n := 2. 

Lasciando invece la sua generalità ad m e facendo successivamente n = I, 

n = 2, avremo : 

1') Se me party e si divide la progressione aritmetica che comincia con 1, 
e di ragione: 



Mj(p— ir-f-MjCp— 1)»*-* + M3Cp— 1)"^*4- M^(jp — 1)4-M 



WrH 



! 

M 



in gruppi contenenti rispettivamente 1.2.3 p termini^ la somma dei ter- 
mini del gruppo di rango p è uguale a p"*^^. 

2**) Se m è pari, e si divide la progressione aritmetica che comincia con 1, 
e di ragione: 

M,(l>— ir2"^' + M,(P-l)"^'2'»*+ 4.M^(i)~.l)2« + M^^, 2 

in gruppi contenenti rispettivamente 1, 3« 5, 7, termini^ la somma dei 

(2p — 1) termini del gruppo di rango p è uguale a (2p— 1)^"*^. Ecc. 
Osservo da ultimo, che si può ancora dimostrare direttamente: 

1*) Che se m è pari e si divide la progressione aritmetica che comincia 
con 1, e di ragione: 

2{i)"*4-p"*-*+p"*-* + 4- p* 4-^« -H 1) 

m gruppi contenenti rispettivamente \, 2, 3, p termini^ la somma dei p 

termini del gruppo di rango p è uguale a p**"*^. 
2°) Che se m è pari; e: 

M; = 2"*+*, m; = 2"^* (m + 2) — 2"»+»; 
M;=a- ^"^"*"^^^^^"^^> -2'^^(m + 2) + 2'--^^ 

^tt — ^ 1.2....(m— 1) """^ 1.2.... (m— 2) "^ 

-.2-^:^^+l) + 2-n- + 2)-2~-; 

' _ gg (m+2)(m4-l) .... 4.3 __ , (m + 2)(m-4-l) ....4 
"*+*"■ 1.2.... m — 1.2....(m— 1) 

+2- ^^"^f ^^+^^ - 2-* (m+ 2) + 2--^ 

6 si divide la progressione aritmetica che comincia con l, e di ragione: 

in gruppi contenenti rispettivamente 1 , 3, 5, 7, termini, la somma dei 

(2p — 1) termini del gruppo di rango p è tdguale a (2p — l)**"*"^. Ecc.. 



(*) V. Ed. Luoas, TJtéorie det nomhrt p. 8S6 - Ss. I e IH. 
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In conseguenza avremo le identità: 

2 (p~ 4-p"-» 4- p"*-* + 4-p«+p«4- 1); 

«icp"— (p-in— «';[p"^'-(p-i)"^*]+ 

+ Ml_,[p*-(p-\)*-ìC = 0; 

ecc.. G. Musso. 

Genova. 18 aprile 1994. 



SOLUZIONI DELLE QUISTIONI 
191, 193**, 194*, 195*, 196* e 197* 

191. Se m è divisibile per 1, 2, 3, .... n, il minimo multiplo comune ai 
numeri m, m + 1» • • • • (m + n) è dato da 

m (m -4- 1) (m + 2) . . . . (in + n) 
1 . 2 . 3 . . . . n 

(U. SCARPIS). 

Dimostrazione della Sig.* Ved." F. Prime a Bruxelles. 
Per una nota proprietà del minimo multiplo comune ('), il teorema si riduce 
a dimostrai*e che il prodotto 

D^ = 1 .2.3 n 

è il massimo comun divisore dei numeri 

N^ = {m+\)(m + 2) (m + n) 

iV^ =3 m (rw + 2) (m + 3) . . . . (m + «) 



N^ = m {m + ì) (m + 2) (m + n—ì). 

Ora m ed m -h 1 essendo primi fra loro il m. e. d. dei numeri iV^ ed N^ è 

D^ = 1 . (m + 2) (w + 3) (m + n). 

Analogamente m(m-|- ed m-f-^ avendo 2 come solo fattor comune, il m. 
e. d. di D^ ed -^g è 

Dj ==: 1 . 2 . (w + 3) (m + n), 

V unico fattor comune ai numeri m (w + 1) (m + 2) e 1.2 (w + 3) è 
1.2.3, dunque il m. e. d. di D^ ed N^ è 

Dg =5 1 . 2 . 3 . (m + 4) (w + n) 

e così di seguito fino aD =l«2.3.,..n. 



(*) Il teorema a cai al allade è il aegnente: « Se si formano i prodotti di n numeri, n — l ad 

n — 1 per volta e §*iadiea oon D il loro massimo comun divisore, il minimo comune multalo deyli u 

nuineri i eguale al loro prodotto diviso per D >. 

[N. d. Sed.]. 
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Dimostrazione del Sig. Prof. A. Tagiuri a Massa. 

m -|- r 
I quozienti (r = 1, 2, . . . n), interi a causa deiripotesi, sono primi 

tra loro due a due. 

Infatti il massimo comun divisore 8 di m + r, m + ' (^ < ' :^ »*) è divi- 
sore di / — r quindi di m e in conseguenza di r, ti viceversa il m. e. d. di 
r, < è divisore di m-\- r^ m-\~ t e sarà quindi 8. Pertanto si avrà m-{' r = Za, 

^ tn-^- r a m + t b 

m + < = oft, r-< oa. , /=:5ò. e = — » — : — r= - , ma a, b 

* * r a^ < 6^ 

a & , 

sono primi tra loro, quindi anche » -r- • 

Ciò premesso pongasi per brevità 

m+lm4-2 m -\' r m -\- s 

K = m . — • — - — • • • • • • • • (s <C t) 

12 r s ^ ' 

e dimostriamo che il m. e. d. di m, m + ' 6 uguale a quello di^ K^ m + t 
Sia p un fattore primo comune ai numeri w, m 4- < e quindi a K, tn -\~ t. 
Poiché p è fattore di /, si avrà m =sp^q, t = pP^^ con a ^ p e g, q^ non 
divisibìli per p, inoltre 

m + t = p^(p^—^.q + q^) =pPQ. 

Se a >• p , Q non ammette il fattore p e sarà p? la più alta potenza di p che 
comparisce nel m. e. d. di m, m 4- < ed in quello di K, m -^ t; se invece 
a = p, Q potrà contenere il fattore p ; se non lo contiene si concluderà come 

pel caso di a >> p, se invece lo contiene si avrà Q=p^^2(^2 non divisibile per 

p) e m + * = p* "'' *^. ^g . Pertanto sarà p* la piò alta potenza di p contenuta 
nel m. e. d. di w, m 4- t. 

Ora = p ' . — - , e quindi, per quanto è stabilito in principio, nessun 

fattore di K può contenere p ; ne segue che p è la più alta potenza 

di p contenuta nel m. e. d. ài K, m -{- t. Si aggiunga poi che ogni fattore 
primo comune a £", m 4- ^ ^ pure comune (per un determinato valore di r) 

ad , m 4- * oppure ad m, m -{- t e quindi in ogni caso ad m, w 4- '» 

e si potrà concludere che il m. e. d. dei numeri JT, m -^ t è uguale a quello 
di m, m + ^ e sarà quindi t. Segue che il minimo multiplo comune di JT, 
m+ t è 

rr. , A . m(m4-l)....(m4-5)(m+f) 

(m4-l) 
Supponendo in particolare «, * consecutivi ed osservando che m -— - - è il 

m. m. e. ai numeri m^ m -\- \ si ha subito il teorema proposto. 
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Il Sig. Prof. U. Ceretti, che inviò pure uaa dimostrazione di questo teo- 
rema, osserva che il medesimo può venir esteso cosi : e Se m è divisibile per 
a, 2a, 3a, . . . na, il m. e. m. dei numeri w, m + ^» w + 2a, . . . w + na è 

m (wi + a) (w + 2 fl) . . . . (m + n tì) 



a ,2a ,3a . . , . na 







193**. Risolvere il sistema d'equazioni 

X + y = a + b, x«(y« — x^ = a«(b« — a^. 

• (A. Lugli). 

Risoluzioni completamente analoghe dalla Sig." Ved." F. Prime a Bruxelles; 
dal Sig. Prof. F. Tonelli a Teramo, e dai Sigg. V. Columòo^ studente a Napoli; 
M. Morale^ studente a Catania; G. Scorza^ studente a Firenze. 

Dividendo membro a membro la seconda equazione per la prima si ha 

a?* (y — fl?) = a* (6 — a), 
la quale per la sostituzione di a -f- ^ — ^ ^^ luogo d*y si riduce a 

2a^_(a + Ò)a7«4- a*(6 — a) = 0, 
che si può scrivere 

(x — a) [2a?* + {a — b)x + a{a — b)] = 0. 

Risulta la terna di valori per m 

a — b± l/(b — a)(b + la) 

X s= a x = -. ■ 

4 

a cui corrispondono per y i seguenti 



^a + hbziiy {b — a)ib + la) 
y = b y = ^ 1 \ 

La soluzione x = a, y =s b era prevedibile fin dal principio per la simme- 
tria del sistema rispetto BjA a eà y, a e b (**). 

194**. Un cono circolare ha il suo vertice in una sfera di raggio r e il 
suo asse passante pel centro. Indicando con a il setni-angolo al vertice del cono, 
dimostrare che il volume della parte di sfera esterna al cono è dato da 

-^-r^ cos*a. ,. - . 

3 (A. Lugli.) 



Soluzioni analoghe dalla Sig." Ved.* F, Prime a Bruxelles, e dai Signori 
M, Carmina, alunno del R. Ist. tee. di Oirgenti ; E. Lugaro, alunno del R. 
Liceo Garibaldi di Palermo; D. Rossi, studente privato a Napoli; G. Scorza, 
studente nel Liceo delle Scuole Pie in Firenze. 

(«) Altre dlmoatrailoni pervennero dal Sig. L. Perrotti, studente * Rena e dal Sig. O, Scotta, 
Btadente a Firenze. 

(**) Klflolnxlonl poco dladmill pervennero dai Sigp. F. Ceoeherini e R. (Piombo (alunni del R. 
Istitato tecnico di Roma); F. CelesM (R. Iit tee. Modica); Af. Piattelli (R. Liceo Bari) e O F. 
Sina^a (U. Ist tee. Glrgenti). 
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Un piano passante per Tasse A del cono (0 centro della sfera) ne sega 
la superficie lungo due generatrici che incontrano la sfera in due punti C, D 
simmetrici rispetto alleasse A 0. Si conduca CD e sia B il suo punto d'incontro 
con AO» 

La parte di sfera esterna al cono è manifestamente il solido generato dal 
segmento circolare A C che ruota intorno al diametro passante per A. Il suo 
volume, come si sa, è 

1 



v==—-'kAC^ , ab. 

o 

Ora si ha A C= 2r san CDA = 2r 8en(90* — a) = 2rcosa; AB = 
A C cos a = 2 r cos* oc, quindi sostituendo : 

V==^»^cos*a Q. 

195*. Un cilindro circolare di raggio p taglia una sfera di raggio r (p > p) 
il cui centro cade neWasse del cilindro, dimostrare che il volume della parte 

di sfera estema al cilindro è dato da — ^j- (r* — P*) * • 

o 

(A. Lugli). 

Soluzioni analoghe dalla Sig.* Ved* F, Prime a Bruxelles e dai Signori 
M, Carmina, alunno del R. Ist. tee. di Girgenti ; E, Lugaro, alunno del R. 
Liceo Garibaldi di Palermo; D. Rossi, studente privato a Napoli; G. Scorza, 
studente nel Liceo delle Scuole Pie in Firenze. 

Le sezioni fatte nella sfera e nel cilindro da un semipiano condotto per Tasse 
del cilindro sono un semicerchio MNP ài raggio r e un rettangolo aventi per 
lati p e Tasse del cilindro. Essendo r ^ p il lato di questo rettangolo paral- 
lelo alTasse incontrerà il semicerchio MNP in due punti A, B: tanto la lun- 

_i_ 

ghezza A B come quella della sua proiezione su MP sono eguali a 2 (r^ — p*) « 
Ciò posto la parte di sfera esterna al cilindro sarà il solido generato dalla 
rotazione del segmento circolare A NB intorno al diametro MP, il volume del 
quale, come si sa, è dato da 



y=-g-AB». 



Avremo quindi pel volume cercato 



4« r ~ 

V= — |2(r*-pr 



« 4n i. 



<*) Altre Minzioni ftirono inrlate dai Slgrg. F. Oelettri (R. Ist tee. Modlea); V. Columbo, stu- 
denle a Napoli; Jf. Morale, stadente a Catania; A, Panehkmeo (R. Iit. nautico CaUnla); F. Ro- 
mano, fltodente a Catania. 

(**) Altre Bolnzlont furono iuTlate dai SIgg. F. Oelestri (R. lat. tee. Modica) ; R, Colombo (R, 
lai. tee. Roma); V. Oolumbo, studente a Napoli; D. Faiulini (R. Ist. tee. Piacenza); O. Oiovan- 
fletti a Pavia; M. Morale, studente a Catania; A,Panehianeo{R. lat. nan. Catania > ; il. Par«t, stu- 
dente a Qenora. 



80 
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196'* Dimostrare die 

4 4 

1/23,5 + 10,5 . f/b + 1/23,5 — 10,5 . yè = 3. 

(A, Lugli,) 

Dimostrazioni analoghe dalla Sig." Ved.*^ F. Prime a Bruxelles e dai Signori 
C. Montanari, licenziato dal R. Istituto tecnico di Livorno e M. Piattelli, licen- 
ziato dal R. Liceo di Bari ('). 

Poiché (23,5)^ — (10,5 . j/b)^ = I, è quadrato perfetto, applicando la nota 
forni ola 



si ha 



1/23,5 + 10,5 j/~ò t= 3,5 + 1/11,25 

1/23,5 — 10,5 yò = 3,5 — 1/1 1,25. 
Similmente poiché (3,5)* — 11,25= 1, è quadrato perfetto, segue 

1/3.5 + 1/1X25 = y^^^ + y 



3,5 


1 


2 


3,5 — 


1 



laonde 



\/'^-ì/ 



4 4 

1/23,5 + 10,5 ;/5 + 1/23,5 — 10,5 yb = 



V^ 



ed. d.. 



197*. Eliminare x daZ sistema d'equazioni 



ax — b j/1 — x* = 2c(2x« — 1) 

a f/1 — X* + bx = 4cx yi — X*. 

(S. Catania). 

Soluzione della Sig.° Ved.' F. Prime a Bruxelles. 
Queste equazioni possono scriversi 

a . cos <f — b , sen cp = 2 e . cos 2 cp, 
a . sen f + b . (yo8(^ ìì=^2c , sen 2 <p. 

(* Altre mlazlooi pervennero dai Sigg. £. Armano (alunno del R. Liceo di Aleanandriii); F, 
CeUstri (K. I«t. tee. Modica;; V. OolumbOj studente a Napoli: A. de Benedetti (K. lat tee. Pia- 
censsa); K. Lugaro (R. Liceo Qaribaldl Palermo); O, Maealn»o e G. P. Sinaira (R. Int. tee. Qir- 
genti); M. Morale e P. JUmano, studenti a Catania; A. PaneHanm (¥^. Isl nan. Catania); G. Scorta 
(Lleeo delle Scuole Pie Flrense;. 
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Basta quindi aggiungerle membro a membro dopo averle innalzate al qua- 
drato, ed allora si ricava 

a* 4- &* = 4c*. 

Soluzione dei Sigg. E. Lugaro, alunno del R. Liceo Garibaldi di Palermo 
e A, Panebianco, alunno del R. Istituto nautico di Catania. 

Moltiplicando la prima equazione per x, la seconda per }^\ — x^ e som- 

a 
mando, dopo facili riduzioni, si ricava » = — . Sostituendo questo valore in una 

^c e 

delle date si ottiene 

a^ + b^ = ic\ 

che è la risultante domandata ('). 



QUISTIONI PROPOSTE O 



>*. Determinare un triangolo rettangolo nel quale la somma 
dei lati dell'angolo retto sìa m, e quella dell' ipotenusa e deir altezza 
relativa all'ipotenusa sia n; e indicare le condizioni perchè il pro- 
blema sia possibile. 

887*. In un triangolo sferico AB C, rettangolo in j5, il coseno 
dell'angolo in il è il quadrato del coseno del lato opposto a. Dimo- 
strare che la somma degli altri due lati ò e e è -^, o -^ secondochè 

essi sono minori o maggiori di -— -; e nel primo di questi casi dimo- 
strare anche che, onde il triangolo possa esistere, il lato e dev'essere 
inferiore' a -r-, e determinare tutti gli elementi del triangolo per 
mezzo di e (***). 



(*) Altre soluzioni vennero inviate dai Slgg. IP. Otlfiri (alunno del R. Istituto tecnico di Mo- 
dica); B. Colombo (R. Ist. tee. Roma); V. Oolumbo, studente a Napoli; A. de Benedetti {R. Ist. 
tee. Piacenza) ; G. Maealuso (R. Ist. tee. Girgenti) ; O. Montanari (licenziato dal R. Ist. tee. Li- 
vorno); A, Parn, studente a Genova. 

(«•) Le questioni contrassegnate con semplice asterisco sono Indirizzate agli alunni delle scuole 
secondarle, quelle distinte con due asterlsehi sono dirette in partlcolar modo agli studenti delle 
scuole superiori, senza eseludere qualsiasi altro studioso. 

{***) Le qnistloni 226* e 221* sono i temi di matematica dati nel luglio per la licenza dagli 
Istituti tecnici nella Sezione Fieieo^matewtatiea. V. a proposito della q. 281* Vea. 6 a pag. 44 
deU'edlz. ItaU della Trig. S/erUa del Todhunter. 
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***. Per un punto S^ ad un cerchio <p, si conducano le se- 
canti arbitrarie SB G, S MM\ e la secante SAD, perpendicolare 
al diametro che passa per B. Si avrà: 

^ BC , BM ^ BM' ^ .BA/^ BM . ^ BM' ^ BC\ ^ 
tan — . tan — . tan — tan'^ — ( tan— + tan — tan — j= 0. 

A. Del Re. 

888**. La somma dei quozienti incompleti di tutte le frazioni 
continue che si ottengono sviluppando le (2*^^ — 1) frazioni irridu- 
cibili della serie di Brocot d'indice p, (comprese fra e 1) è uguale 
a (2? — 1) 2*--^ 

NB, La serie di Brocot di indice 1 si compone dei due termini —r^lìr' 

Inserendo fra questi la mediante -r- , si ottiene la serie omonima di indice 2, 

Oli 
e cioè : -r- , -z- > 'tt • Inserendo fra i termini di quest*ultima le due medianti 

12.. 01121 

— e -p , SI ottiene quella di indice 3, e cioè • "i~ > "ò" » "f > -p » -fr l 



e COSI via. 



6. Musso. 



*. Dimostrare che si ha 



j^ (n + l)(32»2 + 28n + 3) 

3 



G. Candido. 



^ XZ3 X IZIÌÌ. v^ - 



RIVISTA BIBLIOGRAFICA 



OMERO MONTESPERELLL — Lezioni elementari di aritmetica pratica ad 
uso delie Scuole secondarie; pag. 147. Ditta G. B. Paravia e G. — Prezzo: 
L. 1.60. 

Lezioni elementari di aritmetica teorica ad uso delle Scuole secondarie; 
pag. 237. Ditta G. B. Paravia e C. — Prezzo : L. 2. 60. 

In questi due libricini il prof. Montesperelli si è evidentemente proposto 
lo scopo di esporre con somma chiarezza, non disgiunta a rigore, le teoriche 
elementari deiraritmetica. Non novità di metodo adunque, non originalità nella 
esposizione; ma chiarezza, chiarezza sopratutto. E lo scopo è stato pienamente 
raggiunto. Poche volte ci fu dato leggere libri cosi chiari, così precisi, così dif- 
fusi in utili applicazioni ed in problemi svariati, così accessibili alle intelli- 
genze dei giovani cui sono destinati. I due libri procedono quasi di pari passo; 
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sono svolti con metodo e trama identiche. Ma FA. ha ben fatto a dedicare il 
primo libro esclusivamente alParitmetica pratica; è necessario infatti, ed è ben 
più importante, che il giovane, nei primi passi nello studio dell* aritmetica si 
eserciti assai più nelle regole del calcolo numerico, che non nelle teoriche astratte 
delFaritmetica razionale. 

Nei primi quattro capitoli delle « Lezioni elementari di aritmetica teorica » 
TA. svolge le regole delle prime quattro operazioni, e, con molta opportunità, 
insiste nei primi elementi del calcolo letterale, che trovasi quindi sufficiente^ 
mente sviluppato nel caso particolare che le lettere rappresentino numeri 
interi. Numerosi e buoni gli esempi; alcuni dei quali forse d*indole troppo alge- 
brica, ma scelti con criterio tra i casi particolari di note identità. ' 

Il capitolo V tratta dei resti delle divisioni dei numeri per alcuni divisori 
particolari ; ed il VI, delle teoriche del M . G . D e del M . M . G, esposte con 
generalità indipendentemente dalla teoria dei divisori primi di un numero. Nel 
cap. VII è esposta la teoria dei numeri primi assoluti, con molta diffusione e 
chiarezza; tra i numerosi esercizi che seguono il capitolo, sono posti alcuni 
dei teoremi più famosi deiraritmetica superiore. I cap. Vili e IX sono destinati 
alla ricerca dei divisori di un numero ; alla ricerca del M . G . D e del M . M . G 
di più numeri per mezzo della decomposizione in fattori primi, e alla teorica 
dei numeri primi relativi. 

Nel cap. X viene dato il concetto di numero frazionario; e qui sarebbe 
caduto in acconcio mostrare la sua genesi ; V operazione della divisione non è 
sempre possibile coi soli numeri interi ; di qui la necessità di estendere il con- 
cetto di numero, introducendo nella aritmetica i numeri frazionari. Gi pare 
utile che i giovani incomincino a riflettere su queste successive estensioni del 
concetto di numero, che troveranno poi minori difficoltà allorché sarà il caso 
d'introdurre, nelKaritmetica generale, il concetto di numero negativo, di numero 

irrazionale, e di numero complesso. 

« 

E vero che V A. fa di questo un fugace accenno nel n. 263 ; ma non ci 
sembra troppo esplicito. Le regole del calcolo letterale, dimostrate poi soli nu- 
meri interi, sono estese quindi ai numeri frazionari. Buoni anche qui e numerosi 
gli esempi di calcolo numerico e letterale; dai quali vediamo con piacere banditi 
i soliti esercizi, veri indovinelli per i giovani digiuni di algebra. 

Gì pare però strano che negli esercizi 42 .... 52, TA. presupponga nei gio- 
vani Tidea di limite di una somma di un numero infinito di termini e la cono- 
scenza del teorema che : 

lim a»» = 00 (a ^ 1). 

Il cap. XI tratta dei numeri decimali, delle loro operazioni e poi delle fra- 
zioni periodiche semplici e miste. Non ci sembra del tutto rigorosa la definizione 
di limite dì una serie di numeri data nel n. 302; ad ogni modo TA. avrebbe 
dovuta chiarirla (e non gliene sarebbero mancati i mezzi) con numerosi esempi. 

L'estrazione di radice quadrata dei quadrati perfetti, della radice quadrata 

di un numero a meno di un'unità o di — è lo scopo del cap. XII. Viene 
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ancho accennato alla definizione rigorosa di radice quadrata di un numero, e al 
concetto di numero irrazionale, generato da estrazioni di radice quadrata. 

Finalmente il cap. XIII è destinato alla teorica dei rapporti, alla propor- 
zionalità e problemi relativi. Ci sembra un po' vaga la definizione di limite data 
nel n. 339 e non sufficientemente corroborata da esempi. Nel n. 341 TA. definisce 
esattamente il rapporto di due grandezze nel caso che queste siano incommensu- 
rabili ; ma anche qui poteva addurre qualche esempio, e l'aritmetica e la geo- 
metria potevano fornirgliene di assai semplici. Ad ogni modo dal momento che 
TA, come fa benissimo ad osservare esplicitamente, si limita alla considerazione 
dei soli rapporti razionali, poteva omettere senz'altro questo caso. Seguono in- 
fine le applicazioni alla regola del tre semplice e composta, ai problemi d' in- 
teresse ecc., sulle quali applicazioni T A. ha avuto maggior campo di insistere 
nel corso di aritmetica pratica. 

Dì questo vogliamo anche accennare che TA. ha sviluppato notevolmente il 
sistema metrico decimale, delle origini del quale assai ragionevolmente e con 
molta erudizione, discorre. Inoltre il libro ha alla fine una raccolta di più di 
trecento esempi che vertono su tutte le teoriche svolte precedentemente, e tra i 
quali Tallievo troverà utili e belle applicazioni di fisica e di geometria. 

Le mende alle quali abbiamo accennato sono lievi e in parte derivano dal 
forte desiderio dell' A. di voler essere completo; mende lievissime se si consi- 
derano rispetto ai pregi incontrastabili dei due libri che con vero piacere rac- 
comandiamo agli insegnanti delle scuole secondarie. 

R. Marcolongo. 

DIONISIO Dott. GAMBIOLI — Raccolta di circa 1500 esercizi di Geometria, 
di Trigonometria piana e sferica e di Geometria descrittiva con una breve 
esposizione dei vari metodi per risolverli e con esempi di applicazione del- 
l'algebra alla geometria, ad uso dei Ginnasi, dei Licei, degli Istituti tecnici 
e nautici e delle Scuole militari. Milano, Dott. Fr. Vallardi — Prezzo : 
L. 2,50. 

— — Chiave della raccolta di esercizi di Planimetria e Stereometria, di Tri- 
gonometria piana e sferica e di Geometria descrittiva con alcune aggiunte. 
Milano, Dott. Fr. Vallardi — Prezzo: L. 4. 

Segnaliamo con piacere agli insegnanti ed allievi delle Scuole secondarie 
questa raccolta di esercizi, la maggior parte tratti da opere consimili inglesi, 
colla relativa chiave; ai primi perchè potrà riuscire di utile strumento nella 
scuola, ai secondi perchè vogliano giovarsene aggiungendo alle cognizioni teo- 
riche acquisite la sanzione ben efficace delle esercitazioni. 

Il volumetto degli enunciati contiene 1674 esercizi dei quali i primi 30 
sono accompagnati da completa soluzione e vengono dati come esempio dei 
diversi metodi da seguire nella dimostrazione dei teoremi e nella risoluzione dei 
problemi. Degli esercizi rimanenti 858 riguardano la planimetria, 322 la ste- 
reometria, 335 la trigonometria piana, 89 la trigonometria sferica e 40 la 
geometria descrittiva. L'A. ha dato parte rilevante in questa raccolta ai quesiti 
metrici, ciò che devesi approvare. 
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Gli esempì solla geometria, non di misura, sono classificati in ordine ai 
libri d* Euclide, che si studiano nelle scuole, quelli di trigonometria non sono 
che la riproduzione, alquanto ampliata, degli esempi aggiunti ai diversi capitoli 
della 2* e 3* parte della traduzione italiana della Geometrie des Masse» dello 
Schldmilch, di cui il Prof. Gambioli fu uno dei traduttori. 

La chiave poi è lavoro diverso dagli ordinari soluzionari e può riguar- 
darsi per i quesiti più difficili quale una traccia della via da seguire nella 
dimostrazione o nella soluzione deiresercizio. Manca qualunque indicazione per 
gli esercizi più semplici, alFinfuori della parola facile. 

Questo in genere il contenuto del lavoro del Prof. Gambioli, il quale nell'idioma 
nostro, per quanto io sappia, non ha intimo confronto che in un vecchio libro 
francese tradotto in italiano nel 1 863 (Ritt. (G.) Problemi di geometria e trigo- 
nometrìa). In quanto alla natura degli esercizi è debito riconoscere che si tratta 
d'una collezione varia ed importante. Gli accenni di dimostrazione o soluzione 
della chiave rispondono bene allo scopo, nella generalità dei casi, ma nel secondo 
volume, specialmente, sono frequentissimi e talvolta grossolani gli errori di stampa. 

Due osservazioni non mi paiono fuor di luogo a proposito del lavoro di cui 
sì tratta. La prima è che una raccolta d' esercizi non si consulta soltanto per 
levarne tale o tal altro esempio, ma bene spesso anche per cercarvi un eser- 
cizio determinato o di specie determinata e la disposizione della raccolta in 
discorso non facilita abbastanza una ricerca consimile, pur tanto importante. La 
seconda osservazione da farsi è che dopo il ben noto lavoro del Petersen (Me- 
todi e teorie per la risoluzione dei problemi ecc.) e quello pregevole del Pro- 
fessor Bettazzi (La risoluzione dei problemi numerici e geometrici) si poteva 
pur tentare qualche cosa di più nel senso teorico della rìsoluzione dei pro- 
blemi, di quello che non vi sia neirintroduzione del libro del Prof. Gambioli. 

Ma anche com'è, questa raccolta d'esercizi, còlla chiave corrispondente, mi 
pare destinata a prestare utili servigi nell' insegnamento elementare della geo- 
metria presa in senso lato. A. Lugli. 
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VARIETÀ 



CONGRÈS DE CAEN DE L'ASSOCIATION FRANgAISE 

POUR L'aVANCEMENT des SCIENCES 



(Seance du i4 Aaut 1894) 

QUESTION A L'ORDRE DU JOUR. 

Etude des moyens qui seraient de nature à assurer un échange de vues plus 
facile et plus suivi entre les mathématiciens des diverses nations^ et qui 
pourraient contribuer ainsi aux progrès des sciences mathématiques et au 
perfectionnement des méthodes. 
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RÉSOLUTION. 

Les l^*"^ et 2® Sections, après une discussion approfondie, à laquelle ont 
pris part un grand nombre de membres; 

lO — Donnent en principe Tadbésiori la plus complète aii projct de création 
de Congrès matltématiques intemationauo; et ae déclarent dès-à-présent disposées 
à apporter tout leur concours aux efforts qui sont ou seront faits dans cet ordre 
d' idées ; 

2® — Approuvent absolument l'idée de M.'^ Mansion, relative à la rédaction 
de Vocabulaires mathématiques et applaudissent au commencement de réalisation 
que M' le Gommandant Brocard a déjà donne à cette idée, par la préparation 
d*un vocabulaire matbématique frangia; 

3° — Expriment Tespoir que le projet de M.' Jacques Boyer, concernant 
rétablissement d*un Dictionnaire mathématique, pourra aboutir à un heureux 
resultata et en France, et dans la plupart des autres pays; 

4® — Croient devoir attirer Tattention sur les remarquables monographies 
matbématiques qui se publient en ce moment en Allemagne, et dont il aerait 
très désirable de voir publier des traductions dans diveraes langues; 

5^ — Considèrent que les granda efforts faita par M/ le Professeur Peano et 
pluaieurs de ses Gonfrères pour la propagation de la Logique math&matique^ et 
la publication d'un formulaire mathématique sont de nature à contribuer puis- 
aamment au but qu' il s'agit d'atteindre; 

6** — Sont heureusea de conatater le degré d*avancement du Répertoire hi' 
bliographique des Sciences mathématiques^ et, dana le méme ordre dMdées, ap- 
plaudissent à la publication ai intéressante due à un groupe de matbématìciens 
hollandais et entro autres de M.' P. H. Schoute, et qui est intitulée Revue Se- 
mestrielle des Publications mathématiques; 

7* — Estiment que la publication de Vlntermédiaire des Matliématiciens^ 
depuis le commencement de 1894, a rendu et eat appelée à rendre encore de 
trèa granda services, en ce qui concerne les rapports de mathématiciens entre eux; 
expriment leur reconnaissance aux fondateurs, MM. Laisant et Lemoine, et ae 
félicitent de voir que cette initiative a été due à deux dea membrea de TAsso- 
ciation fran^aìae pour Tavancoment dea aciencea; 

go .. Eh*ennent en trèa sérieuse considération les réflexiona préaentées par 
M.^ Lémeray aur la possibilité d*établir des bibliothèquea mathématiquea, ayant 
pour objet de mettre des livrea à la diaposition dea travailleura éloignés des 
centres scientifique; 

9* — Décident que la queation, aoua la forme generale où elle a été rédigée, 
aera maintenue à Tordre du jour dea aéancea pour la aesaion de Bordeaux en 1895. 

(Gea diveraea résolutiona ont été prises à Tunanimité des Membres presenta). 



Finita la redazione il di 12 settembre 1894. 
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SAGGIO ANALITICO 

DI INTRODUZIONE ALLO STUDIO DELLE FRAZIONI 



{Continuazione e fine : V". pag. i32), 

9. Con Vintroduzione dei numeri frazionari tutte le divisioni 
con numeri interi sono possibili (purché il divisore sia diverso 
da zero). 

Siano a e b due interi, e si cerchi il numero che moltiplicato 
per b dia a. Avendo convenuto di indicare un tal numero, che 

chiameremo quoto, con -v- , si ha il teorema : 

Il quoto della divisione di due numeri interi a e h (b diffe- 
rente da zero) esiste sempre: esso è uguale alla frazione ir X a, 
cioè si ha Vuguaglianza 

(4- X aj X 6 = a , 
la quale dice che : 

Ripetendo b volte la frazione -^ X a, ^t ha il numero in- 
tero a. 

anche : 

La frazione -r- X a è un numero che moltiplicato per b dà a. 

Infatti, per la proprietà commutativa della moltiplicazione, la 
quale proprietà è compendiata nell'uguaglianza a X 6 = 6 X « > 
risulta che : 

b gruppi di a enti ciascuno possono considerarsi come a 
gruppi di b enti ciascuno. Si avrà dunque, qualunque sia Tonte J?, 

(EX a) X b = (E Xb) Xa, 

la quale uguaglianza esprime che : in un prodotto di tre fattori 
si può cambiare l'ordine dei due ultimi fattori intieri, qualunque 
sia il fattore E, purché a questo fattore o ente E sia applicabile 
il concetto e Toperazione del ripetere o contare, vale a dire purché 
E sia aggregabile a tanti altri E (tutti uguali fra loro) quanti se 

21 
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ne vuole, ossia purché E possa essere preso come unità di una 
collezione. 

In particolare, il primo fattore E potrà essere una unità fra- 
zionaria ; quindi, ponendo -r- in luogo di E^ si avrà : 



(4- X a) X & = (4" X *) X « • 



Ora per la definizione dell'art. 2, -^ X 6 = 1 ; dunque sarà ap- 
punto 

(^ X a) X 6 = 1 X a 

= a . 

Quindi, poiché si è convenuto di indicare con la scrittura -r- il quoto 
della divisione dì a per ft, si avrà : 

1 , a 

Si noti che qui, come molte altre volte, il segno =: ha il si- 
gnificato di una pura affermazione ; cioè la relazione precedente 

1 a 

piuttostochè leggersi: -r- X a uguale a —, dovrebbe leggersi: 

la, 1 

-V- X a é -r- , più precisamente : la frazione "T" X a è il quoto 

della divisione di a per b, o anche, come volevasi dimostrare, la 
frazione "t" X a è un numero che moltiplicato per b dà a. Dunque 

le due scritture "i" X a e -^ hanno lo stesso significato ; ma si 
preferisce scrivere -r- invece di -v- X a, come faremo sempre. Co- 
sicché -T- sarà una frazione che ha per denominatore b e per nu- 
meratore a. 

10, Dopo ciò si può affermare che : 

Una frazione è uguale al quoto della divisione del Si40 nu- 
meratore per il denominatore. 

anche : 

Moltiplicando una frazione per il suo denominatore, si ottiene 
per prodotto il numeratore. 
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Dunque, in generale, la frazione -r- sarà una parte aliquota 

ÌT" di a, sarà un IT di a. 

11. Se il numeratore è un multiplo del denominatorey la fra- 
zione esprime un intero. 

Infatti, se fosse a multiplo di b, p. es. a = 6Xc, la frazione 

-^ , essendo uguale al quoto del numeratore b X e diviso per il 
denominatore b, sarà appunto uguale all'intero e. 

Inversamente : un intero può esprimersi con una frazione di 
dato denominatore. Il numeratore sarà uguale al prodotto del 
denominatore per V intero» 

Per es., per esprimere in quinti l'intero 8, si ha 8 = (8 X 5) : 5. 

Ma per Tart. precedente, (8 X 5) • 5 == — g— ; quindi 8 = ^ . 

La frazione che rappresenta un numero intero si suole anche 
chiamare frazione apparente. 

Ciò mostra che il concetto di numero frazionario è più generale 
che quello di numero intero, il quale non è che il caso particolare 
di una frazione avente il numeratore multiplo del denominatore. 

18. È facile estendere ai fratti le operazioni eseguite sugli in- 
teri. In particolare, le unità frazionarie della medesima specie si 
potranno aggiungere {addizionare) e togliere {sottrarre) successi- 
vamente. Più generalmente si ha che le operazioni di somma e 
sottrazione di frazioni della stessa specie sono ricondotte a quelle 
di interi, i quali sono i numeratori ; quindi si possono concepire e 
definire le operazioni di addizione e sottrazione di frazioni della 
stessa specie precisamente come le operazioni di addizione e sot- 
trazione degli interi. 

18. L'addizione di frazioni della stessa specie è espressa 
dall'ugicaglianza 

a b a 4- & 



m tn tn 



La quale uguaglianza si dimostra provando che il quoto di a H- & 

a b 

diviso per m è anche uguale a 1 , cioè che è vera l'ugua- 
glianza 



{— 'h—]xm = a+b. 
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■ 

Per dimostrare quest'ultima uguaglianza si osservi che l'ugua- 
glianza 

{E + F) Xm = EXni + FXm, 

la quale fu dimostrata valida per numeri interi, è vera tutte le 
volte che l'espressione {E+ F) X m ha un significato determinato 
in accordo coi soliti concetti di addizione e moltiplicazione, e perciò 
tutte le volte che gli enti F e F sono aggregabili con altrettanti 
E Q F quanti si vogliono (purché, cioè, siano aggregabili tanto gli 
E fra loro e gli F fra loro, quanto ciascun E con ciascun F, 
come anche i gruppi formati da un J? e da un F). In particolare, 
l'uguaglianza precedente sarà vera anche nel caso che E e F siano 
numeri frazionari. 

Ciò risulta subito dal solito concetto di ripetizione, e dal con- 
siderare il segno H- come un e, cioè come una congiunzione, vale 
a dire come indicante Voperazione del considerare simultaneamente 
due più enti. Poiché, per es., l'aggregato che si ottiene ripetendo 
3 volte un gruppo formato coi due enti E e F può essere invece 
considerato come l'aggregato dei due gruppi che si ottengono ri- 
spettivamente ripetendo 3 volte l'ente E e 3 volte l'ente F. Si ha 
dunque per il nostro caso : 

(a b \ a 6 V . 
1 ] Xm = — X m-i Xm, 

cioè, per l'art. 10, 

quindi, come dovevasi dimostrare. 



m m m ^ 



cioè : 

Il totale {o la somma) di più frazioni della stessa specie si 
esprime con una frazione della stessa specie il cui numeratore 
è la somma dei numeratori delle date. 

b 9, 

14. Sottrarre una frazione — da una frazione — , significa 

b a 

trovare un numero tale che sommato con — dia — 

m m 
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Se un tal numero si può trovare, esso chiamasi il resto o la 

ah - ab 

differenza di — e — , si indica con la scrittura , e si ha: 

a b a -^ b 



tn tn fìi 



Infatti, se il numero b non supera a, la scrittura esprime 



m 



un numero. Inoltre si ha, per l'art, precedente, 

a — 6 b (a — b)+b 

m m m 

e quindi : 

a — 6 b a 

1 — = — ; 

w m m 

sicché il numero sarà, per definizione, il resto cercato della 

a b 

sottrazione 

Dunque, quando b non è superiore ad a, si ha Y uguaglianza 

a b a — b 

m m tn 

cioè : 

Il resto della sottrazione di due frazioni della medesima 
specie si esprime con una frazione della medesima specie, il cui 
numeratore è la differenza dei due numeratori delle date. 

15. Se qualcuno dei termini della somma o uno dei termini 
della sottrazione fossero numeri interi, essendo gli altri termini 
della somma frazioni della stessa specie, si trasformerebbero gl'in- 
teri in fratti con il denominatore comune, e così potrebbesi eseguire 
l'addizione o la sottrazione. 

16. Se il numeratore è minore del denominatore, la frazione 
dicesi pura o propria, perchè efiettivamente è una parte del nu- 
mero 1, è un frammento, un rotto; diversamente, la frazione si 

dice spuria o impropria, 

4 

17. Un'espressione come 9 + -g- si suol scrivere, quando non 

4 4 

nasca ambiguità, 9 -g- , e si legge 9 e -g- ; essa chiamasi qualche 

volta num£ro misto o espressione mista, e talvolta anche espres- 
sione fratta o frazionària. 



— 170 — 

18, Una frazione impropria può sempre esprimersi o con un 

numero intero o con un numero misto. 

39 4 

Per es , la frazione -g- equivale al numero misto 7 + -g- . Qui 

7 è il quoziente della divisione (divisione in senso lato) di 39 per 5, 

39 4 

mentre invece -^ o 7-+--^- è il quoto della divisione di 39 per 5. 

Taluno invece chiamerebbe il numero 7 quoziente incompleto o 

4 
approssimato o parte intera del qv^to ; e chiamerebbe 7 + -g- 

39 

o -i=- quoziente completo o esatto della divisione di 39 per 5. 

Nervi, luglio 1894. 

Giovanni Garbieri. 
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su UN TRIANGOLO NOTEVOLE 



(Continuazione e fine: V, pag. i36), 

13.0 — Essendo MQP isobaricentrico inscritto in il/i Qi Pi, di- 
cendo 7\, Ta, Tj i punti ove QP, PM, MQ incontrano rispettiva- 
mente tìi Pi , Pi ilfi , Mi Qi , pel teorema precedente sarà : 

(6) or. ^PT, ^MT, 

^ ' T^P T^M T^Q 

e poiché Ti, T^, T^ sono pure i punti*d'incontro delle AM.BQ, CP 
ordinatamente colle QP, PM, MQ si ha il teorema : le rette che 
congiungono A, B, C ordinatamente con M, Q, P incontrano i lati 
opposti di MQP in punti che sono vertici di un triangolo iso- 
baricentrico con ABC. 

Dicendo Fi, F^, Ff^ i punti analoghi a Ti, T^, T^ che si otten- 
gono congiungendo A, B, C ordinatamente con Q, P, M, e Vi, F,, V^ 
quelli che si ottengono congiungendo A, B, C ordinatamente con 
P, M, Q, risultano analogamente : 

(a\ ^^EJjL^^lEi Q ^2 _ -P ^. _ ^ ^1 

^^ F^P F,M F^Q' Y^p—y^M~Y^Q 

e i triangoli FiF^F^, ViV^V^ sono isobaricentrici con ^BC. 
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Q T P F MV 

Essendo ^-5» f~M' v~M ^ ^^PP^^*'^ ^^® ^® ^®**® ^^® proiettano 
A da il/, Q, P determinano sui lati opposti di MQP; ^==-~ , T^r^y r=—^ 
quelli che le rette che proiettano B da ilf, Q, P determinano sui lati 

Q F P ^ M T 

opposti di MQP; e -p—py y~ò' jf~Q quelli che le rette che proiet- 

3 «f •* 

tano C da M, Q, P determinano sui lati opposti di MQP, dalle (6) de- 
riva che: se M,P, Q sono circolar, ass. rispetto ad ABC, A, B, C 
sono circolar, ass. rispetto ad MQP. 

Se un triangolo circoscritto ad im altro è con questo isobari- 
centrico, i vertici di questo secondo divideranno i lati del primo 
secondo lo stesso rapporto, cioè saranno circolar, ass. rispetto al 
primo, e allora per ciò che precede i vertici del primo saranno cir- 
colar, ass. rispetto al secondo, cioè: i vertici di un triangolo iso- 
haricentrico circoscritto ad un altro ABC sono punti circolar, ass. 
rispetto ad A B C. Questo è per il triangolo circoscritto il teorema 
inverso di quello del n. 1 1. 11 teorema inverso dello stesso per il trian- 
golo inscritto è il noto teorema : i vertici di un triangolo isobaricen- 
trico inscritto in ABC dividono i lati à\ ABC secondo lo stesso rap- 
porto. 

Da questo teorema e da quello del n. 3 deriva una facile risolu- 
zione del problema : costruire i triangoli isobaricentrlci con ABC e 
ad esso circoscritti. Se MQP è circoscritto ad ABC (mzzip) e 
[A, 7c, p sono altri punti circolar, ass. rispetto ad^^Cet^Tupè pure 
circoscritto ad ^IBC, la condizione perchè sia MQP^=^ jxpTr è per la 
(1) mm •=. 1, essendo m' il rapporto secondo cui Cjx sega AB. 

Altrettanto dicasi se MQP, j^pTu sono entrambi inscritti in ABC. 
Onde si ha il teorema: se MQP è un triangolo isobaricentrico circo- 
scritto {0 inscritto) ad ABC, esiste uno e un solo altro triangolo 
isobaricentrico circoscritto {0 inscritto) ad ABC, equivalente ad 
esso, e giusto è il triangolo che ha per vertici i punti isotomici dei 
vertici del primo. 

H.** — Sia Di DiD^ un triangolo isobaricentrico inscritto in MQP 
e sieno !)„, i)^, D^ i punti in cui le rette ikf A» Q A> PBs incontrano 
BCy CA, A S rispettivamente. Dai quadrilateri QPN'^Nay PMN'^N'^, 
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MQN'cN^ segati rispettivamente dalle rette MDa, QD^^ PD^sì ha 
per il teorema generalizzato di Menelao : 

Q D, PM NaDa NaM PD^ MQ N^ Dj, NÌ Q 

(7) ' — * — 



tf — ^ 'f 



B^P MNa DaNa MQ D^M QNh B^Ni QP 

= ì. 



MD^ QP Ne De NcP 



D^Q PNc De Ne PM 

Essendo por ipotesi 

QI\ _ PD, _ MD^ 
D,P — D,M—D^Q' 

ed inoltre 

i^itf M_Q QJP^ NgM N\Q^_NeJP 

MNa QNI PNe' MQ QP PM 

perchè N^ Ni iV« JV^ Ni Ne sono triangoli isobaricentrici inscritti in 
MQP^ dalle precedenti risulta: 

NgDg _ Ni Di, _ NeDe 
DaNa~Df,NÌ,~DeNe 

donde, per essere iVoiVi'iVé, N a Ni Ne triangoli isobaricentrici in- 
scritti in ABC, deriva che anche DaDj,De è un triangolo isobari- 
centrico inscritto in ABC. Altrettanto dicasi dei due triangoli che 
si ottengono dai punti d'incontro di A/ Di, QD2, PDs ordinatamente 
con CA, AB, BC e con AB, BC, CA. Cioè : le rette che uniscono tre 
punti M, P, Q circolar, ass. rispetto ad un triangolo ABC coi vertici 
di un triangolo isobaricentrico inscritto in MQP, incontrano i lati 
de ABC in punti che sono vertici di tre triangoli isobaricentrici con 
ABC. 

E poiché A, C, B sono a loro volta circolar, ass. rispetto ad MQP, 
si ha pure : le rette che congiungono A, C, B, coi vertici di un trian- 
golo isobaricentrico inscritto in ABC, incontrano i lati de MQP in 
punti che sono vertici di tre triangoli isobaricentrici con MQP « 
ABC. 

I due teoremi possono essere generalizzati supponendo che Di, 
Dt, D^ sieno punti circolar, ass. rispetto ad MQP {0 ad ABC), 
poiché le rette che uniscono ordinatamente MQP (od ABC) con 
questi punti, uniscono anche AI, Q, P (od i4, B, C) coi vertici di un 
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triangolo isobaricentrico inscritto con MQP (o con A, B, C) (vedi n. 4). 
Facendo -g— ^ = 1, -^^ =: — 1 si hanno i corollari: 

le mediane del triangolo di tré punti M, Q, P circolar, ass. 
rispetto ad un triangolo ABC, determinano su ABC tre triangoli 
isobaricentrici con ABC, e le mediane di ABC determinano su 
MQP tre triangoli isobaìHcentrici con MQP {e ABC), 

le parallele condotte dai vertici di detto UHangolo ai lati op- 
posti determinano su k^G tre triangoli isobaricentrici con ABC, 
e le parallele condotte dai vertici di ABC ai lati opposti determi- 
nano 5i« MQP tre triangoli isobaricentrici con MQP (e ABC). 

Poiché evidentemente le parallele alle mediane di un triangolo 
condotte pei vertici determinano sui lati di questo triangolo due trian- 
goli isobaricentrici inscritti, si ha pure: 

le parallele alle mediane di ìliQV condotte per i suoi vertici 
determinano su kBC sei trHang oli isobaricentrici inscritti con ABC 
e le parallele alle mediane di ABC condotte per i suoi vertici de- 
terminano 5w MQP sei triangoli isobaricentrici inscritti con MQP. 

15°. — Dalle (7) se si suppone DaD^Dc triangolo isobaricentrico 
inscritto con ABC, deriva evidentemente: 

D^ P B^M~ B^ Q 

onde Di Di D^ è isobaricentrico con MQP {e ABC), ecc., cioè: le 
rette che uniscono tre punti M P Q circolar, ass. rispetto ad un 
triangolo ABC coi vertici di un triangolo isobaricentrico inscritto 
m ABC determinano 5u MQP tre triangoli e su ABC altii sei trian- 
goli isobaHcentrici con MQP (e A B C), e le rette che uniscono k, B, C 
coi vernici di un triangolo isobaricentìHco inscritto in MQP rfe- 
te7vninano su ABC tre triangoli e su MQP altH sei lì^angoli iso- 
baHcentHci con ABC (e MQP). 

Se si fa -7:-^ = — 1 si ha il corollario : le parallele condotte 

da M, Q, P ai lati di x\BC determinano «wMQPedABC trian- 
goli isobaiHcentrici con essi; onde anche : le parallele condotte da 
A, B, C ai lati rfi MQP determinano ^w ABC ed MQP triangoli 
isobaricentrici con essi. 

82 
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16*. Alcune altre proprietà, che derivano immediatamente dalle 
(3) (4) sono le seguenti: 

I. MXa.MX^.MX, = PY^.PYj,.PY,= 

II. PAB = PBC=QCA 

cioè: i triangoli che M, Q, P /birmano ordinatamente coi lati 
di ABC sono equivalenti. 

III. MX..PY..QZ. = ^^^^^^, 
onde [MXa.PYa.QZa)'. {MXj,. PY^^.QZj): 

{MXc , P Yc> Q Zc) = -^ : -p- : -^ . 

IV. Poiché la soramma MX^-h P Ya-h QZa non varia con a, p, y, 
il prodotto MXa.P Ya.QZa per a, ^, y positivi sarà massimo pei 
valori di a, p, y per i quali risulti ilf X^ r= P y^ = Q Zo cioè per 
a =r p = y cioè quando My P, Q coincidono col baricentro ABC, 

IV, Inoltre indicando con L un punto del piano del triangolo 
ABC della relazione 

2 OL-LA^ ^f^.LB^ + y.LC^ PYa« + 7*^^"-+- ape' 

X/ifcf — = — — - 

2 a (i a;' 

ed analoghe per LP^, LCt^ deriva sommando 

(8) LM^ -^ LP^ + LQ^ = L A^ + LB^ + LC^ — ^^^:^^,^a^ 

onde la quantità (LM^+LP^ -{- L Q^) — {LA^ -{- LB^ + L C^) 

non varia con L, e la quantità LM^ + L P^ -+- L Q* + -J^-\ . 2 ** 
non varia con ilf, P, tì. 

Se a = p = y, la (8) diviene 

(9) S.LG^ = LA^ + LB^^LC' — -^.'2^^' 

Se a, p, y sono positive e almeno due diverse da zero, la 

2aS 
quantità (2^ ^ maggiore di zero, onde /.il/* + LP* + Lf? < 

jLi4* + Li5^ + LC*; se due delle a, B, y sono zero, è ,^ L = 0, 

' * (2 a)* 

onde LM^+LP^ + LQ'^ = LA^ + LB^-\^LC', e allora difatti 
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M, Q, P coincidono con A, B, C. Ne deriva che per valori variabili 
non negativi di a, p, y (cieè per A/, P, Q non esterni ad i4J5C) 
e per L fisso, il valore massimo di LM^+LP'^ + LQ? è 
L4» +LB'^L(?. 

Essendo sempre 2 * P "^C 2 *' P^^ «, p, y non tutte eguali, e 
invece 2*^ = 2 <5t*P^ra = p = Y, sarà sempre 3 . 2 « P < (2 *)*» 
ossia Tv"— ^ <C "o" » P^r a, p, Y non tutte eguali, e sarà invece 

3 . 2 a P = (2 a)*» ossia t^^ 3-, per (x. = ^ = y; onde per 

a, p, y variabili non negative, e L costante, il valor minimo di 

LM^ + L P^ + LQ^ ^ L A^ + LB^ -h LC^ — Y '^^^ = ^ ' LG^' 
Cosi per L variabile ed M, P, Q fissi, il massimo (minimo) di 
L M^ -^ LP^ + LG? corrisponde per la (8) al massimo (minimo) 
di LA^+LB^ + LC^. Ora dalla (9) deriva che LA^-^-LB^ + LC^ 
acquista il valore minimo quando L coincide con (r, e il valore mas- 
simo (per L non esterno ad ABC) quando L coincide con quello 
dei vertici dì ABC che è opposto al lato minore, perchè allora 
fj G acquista il valore massimo, essendoché, se a è questo lato 

minore, è AOy^^. Onde il valore minimo di ZrJf^ + LP'+i^G" 
è (1 _ ^^\ ^ anche y (^^ + PQ' + Q M% e il valore 
massimo è (a il lato minore) {b^ + e*) — 72~v» 2 ^* • 

Dicembre 1898. 

F. Ferrari. 



SUI POLINOMII 



(Continttazione e fine : V. pag, 77 e i44), 

17. Teorema. Un polinomio primo non può dividere il prodotto 
di due polinomii se non è divisore di almeno uno dei medesimi. 

Dimostrazione. Ammettiamo vero il teorema pei polinomii primi 
contenenti meno di n lettere e consideriamo un polinomio primo P, 
che contenga n lettere e non divida nessuno dei polinomii A\ B\ 
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Se un multiplo di P è uguale al prodotto d'un polinomio con 
meno di n lettere per un polinomio H, questo jwlinomio H e divi- 
sibile per P; infatti, sia L un polinomio, che contenga meno di n 

lettere, e sia 

LH=PT 

dove T sia un polinomio intero. Se L fosse + 1, questa stessa ugua- 
glianza direbbe chiaramente che Ho divisibile per P; se L non e 
ne 1 ne — 1, sia esso prodotto (14) dei fattori primi aj , a^ , . . ., a^ , 

quindi sia 

PT 

ai a» . . . a^. jy = P T eppcrò — = a^ a» . . . a^ H. 

a, 

L'ultima eguaglianza mostra che ai è divisore di P T ed il quo- 
ziente e a2 as . . . ar -ff; ma a^ è polinomio primo e contiene meno 
di n lettere per cui deve dividere o P o T e precisamente deve 

dividere T, non potendo dividere P che è primo e diverso da ai ; 

T 
adunque — è polinomio intero ed è 



«i 



T 
P — =^ a^ aj • . . a,. H, 



«1 
Ripetendo il già fatto ragionamento si conclude successivamente 

essere polinomii interi i quozienti 

T T T 

• ■ • 

per cui resta dimostrato che H è divisibile per P, essendo 

T 

H=P 



Osserviamo ancora che, se il prodotto di P per un polinomio, che 
contenga meno di n lettei^o e non contenga w, è eguale al pro- 
dotto di due polinomii // e K, uno di questi polinomii non contiene co. 

Infatti, sia 

HK = IP 

dove I sia polinomio con meno di n lettere e senza x. Non può 
essere / uguale + 1 perchè P, essendo primo, non può essere pro- 
dotto di due polinomi; sia esso prodotto (14) dei fattori primi ^i, 
Pa> • • • > P* > quindi sia : 

HK=^^^^...%P opperò -^ = ».„ ^, . . . {i, P. 

Pi 



— 177 — 

L' ultima eguaglianza mostra che HK è divisibile per ^i ed il quo- 
ziente è P2 Pa • • • P« P'i ma Pi è primo e contiene meno di n lettere 
per cui dovrà dividere od H K. Poniamo 

dove Hi e Ki sono r- e Ky oppure JI e -q-, secondo che pi è, op- 
ri Pi 

pure non è, divisore di H\ essi sono polinomii interi per ciò che 
fu detto. Dair ultima eguaglianza deducesi che Hi Ki è divisibile 
per % ed il quoziente è %%. .,^^P per cui P2» che è primo e con- 
tiene meno di n lettere, deve dividere od Hi Ki. Poniamo 

dove H^ e K^ sono Hi\ % e /fi, oppure Hi e K^: %, secondo che 
p2 è, oppui^e non e, divisore di Hi\ H^ ^ K^ sono polinomi interi 
per quanto fu detto. Continuando in questo modo si perverrà ad 

//. K. = P 

per cui, essendo primo P, uno dei fattori Hg e K^ deve essere + 1 
e l'altro Hh P; ma //, e quoziente della divisione di H per certi 
fattori p e ir, è quoziente della divisione di K pei rimanenti fat- 
tori p per cui, non trovandosi x in nessuno dei fattori pi, Pa» •••» % 
percliè il polinomio / non contiene ce, H e K sono prodotti di H^ 
e Kg per polinomii che non contengono x : per ciò, se ò H^ uguale 
a + 1, if non contiene x; e invece K senza a?, se è K^ uguale a + 1. 
Premesso ciò, poniamo che li' ed li'i siano infimi resti (1 G) delle 
divisioni per P dei polinomii A' e B\ ordinati per le potenze della 
lettera x di P, rispetto alla quale supporremo ordinati tutti i polino- 
mii che ora considereremo: sia precisamente' 

MA = PQ'-h ft' MiB' = PQ[ + R'i 

dove M ed Mi sono polinomii che, non potendo contenere se non le 
lettere del primo coefficiente di P, non possono avere più di n — 1 
lettere; per quanto fu premesso i resti R' ed E'i sono quindi necessa- 
riamente diversi da zero, non essendo divisibile per P nessuno dei 
polinomii A' e B\ Se in A' e B' vi sono lettere, che non si trovano 
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in P, diamo ad essi tali valori numerici interi da non ridurre a zero 
nessuno dei resti R' ed R'i (9) ; indichiamo con ^, J5, Q, Qi, /?, Ri ciò 
che divengono così 4', B', Q', Ql, R\ R[\ M ed M^ non vengono 
mutati perchè contengono solamente lettore di P. Avremo dunque 

ilfA = PQ-h ff M^B = PQ,'^Ri. 

Non può essere zero A perchè, se ciò fosse, si avrebbe PQ = — /? -I- 0, 
la quale uguaglianza non può sussistere (9) perchè P Q è per lo mono 
del grado di P mentre R è inferiore a P in a?: per analoga ragione 
non può esser nullo B. 

Se fosse intero ^ , sarebbe intero anche -p- perchè il quo- 
ziente della divisione A B per P s' ottiene da quello di A' B' per P 
attribuendo alle lettere non contenute in P i valori numerici interi 

che furono a loro attribuite. Se è intero ->>-, è intero anche — p-*, es- 
sendo 

Se R\ contiene ancora rt?, sia R^ resto infimo della divisione di P 
per Ri ; precisamente sia 

M^P=RiQ^^R^ 

dove M^ è polinomio con meno di n lettere, non contenendo x (16) : 
Qg invece conterrà x perchè P è superiore ad Ri'm x: per quanto 
fu premesso non può quindi esser nullo R%. Dall' ultime eguaglianze 
deducesi 

RR R R 

per cui, se è intero — vr» ^ intero anche —5^. Se R^ contiene an- 
cora X, sia Ri resto infimo della divisione di P per R^ ; precisa- 
mente sia 

3/3P = 7?2Q3 + 7?3. 

Il resto Ra non può esser nullo ed ò 
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R R RR 

per cui, se è intero —p^> è intero anche —p^- Continuando, devesi 
pervenire ad un resto senza x perchè ogni nuovo resto è inferiore al 
resto precedente in x : sia esso i?* e sia 

Per quanto fu premesso è diverso da zero i?* ; è 

per cui, se è intero -t>"*""^ ^ intero anche -p-*; «la questo non 
può essere intero perchè RRj^ è inferiore a P in a?, essendo R infe- 

A' B' 

riore a P ed jff * senza x. Non può dunque essere intero — p- perchè, 

RRk 
se fosse intero, seguirebbe dal fatto ragionamento che anche -p— sa- 
rebbe intero. Il polinomio P non può dunque dividere il prodotto 
di due polinomii, se nessuno dei medesimi è divisibile per P. 

Il teorema è dunque vero pei polinomii primi di n lettere, se è 
vero per quelli, che h^nno meno di n lettere ; ma è vero per quelli 
senza lettere, cioè pei numeri (11), quindi è vero pei polinomii primi 
ad unica lettera, quindi è anche vero per quelli a due lettere, e cosi via. 

18. Dal teorema precedente segue che : Sussiste pei polinomii pri- 
mi una teoria identica a quella dei numeri primis purché soltanto 
si considerino come unico divisore, od unico multiplo, due divisori, o 
multipli, che differiscano solo pel segno, tali cioè che l'uno s'ottenga 
moltiplicando l'altro per — 1 , la qual cosa noi appunto faremo (*). 
Possiamo così enunciare senz'altro le seguenti proposizioni, che si pos- 
sono dimostrare con ragionamenti affatto simili a quelli con cui si di- 
mostrano in aritmetica le analoghe proposizioni pei numeri : 

Un polimonio si pwó scomporre in un sol modo in /attori 
primi. 

Perchè un polimonio intero sia divisibile per un altro è neces- 
sario e sufficiente che il primo contenga almeno con egual espo- 
nente i fattori primi del secondo. 



{*) Volendo togliere anche qaesta ambiguità si pnò oonrenire p. ea. che 1 polinomii primi 
debbano avere termini sapreml positiri. V. F. GiODicn : Algebra ad tuo delle scuole liceali. Editore 
Hemo Sandron, Palermo, 1887. 
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Sono divisori comuni di più polinomii interi il prodotto dei loro 
fattori primi comuni al minimo esponente ed i divisori di tal pro- 
dotto. 

Sono multipli comuni di più polinomii il prodotto dei loro fat- 
tori primi, comuni e non comuni, al massimo esponente ed i mul- 
tipli di tal prodotto. 

19. Dairultimo teorema dimostrato segue pure che: 11 prodotto 
di due puri polinomii ordinati per le potenze d'una lettera è un puro 
polinomio ordinato per le potenze della stessa lettera (11) per cui : Se 
il prodotto d'un puro polinomi) ordinato per le potenze di x per 
un polinomio indipendente da x è divisibile per altro prodotto 
della stessa forma, il fattore indipendente da x del dividendo è di- 
visibile pel fattore indipendente da x del divisore ed il fattore in 
X è divisibile pel fattore in x. 

20. Se A, B, C sono puri polinomii ordinati per le potenze della 
lettera x relativamente alla quale C abbia grado minore di A e 
di B ed il prodotto di C per un polinomio intero indipendente da (v 
è resto della divisione per B del prodotto di A per un polinomio 
indipendente da x, diremo che C è resto principale della divisione 
di A per B. 

Teorema. Se sono dati due puri polinomii ordinati per le po- 
tenze d'una lettera, un solo polinomio, a parte il segno, è resto 
principale della divisione d'uno dei polinomii dati per l'altro. 

Dimostrazione. Infatti, siano 4 e 5 i due polinomi dati, che sup- 
porremo ordinati per le potenze della lettera x : se non sono d'egual 
grado in x, sia il quello di maggior grado ; in questo caso per poter 
giungere ad un resto inferiore ad ^4 ed a B m x, dovremo dividere A 
per B\ se siano d'egual grado, vi potremo invece giungere tanto di- 
videndo A per B come dividendo B per A. Siano 1? ed /?' resti prin- 
cipali ottenuti dividendo sempre A per B e precisamente sia 

MA = BQ + NR MA = BQ + N'R 



dove i? ed R' siano puri polinomii ordinati per le potenze di x mentre 
Al, Nj M' ed N' sono indipendenti da x. Togliendo l'ultima egua- 
glianza moltiplicata {)er M dalla precedente moltiplicata per M^ e 
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scrivendo opportunamente, s'ottiene 

(M& — M'Q)B= M'NR — MN' R\ 

Deve quindi essere 

Ma — M'Q = 

perchè, se cosi non fosse, il primo membro sarebbe almeno del grado 
di B in a? e sarebbe eguale ad un polinomio di minor grado, R ed R 
essendo inferiori a £, la qual cosa non può essere (9). Per ciò è 

M' NR = MN'H 
e deve quindi essere (19) 



cosicché R ed R' sono unico resto (18), potendo solamente diflferire 
nel segno. 

Se A e B sono d'egual grado, siano R ed J?' resti principali otte- 
nuti dividendo una volta A per B ed un'altra volta B per A e preci- 
samente sia 

MA=::BQ + NR LB = AQ[+N'R 



dove R ed R' sono puri polinomii ordinati per le potenze di co mentre 
M, Ly N, N' sono indipendenti da x. Siccome S ed A sono d'egual 
grado in a?, è indipendente da co anche Q' per cui basta porre 

Q>= — M' L = —Ql 

per riconoscere, nel modo già usato, dover essere 

R = =^ le • 

Teorema. / divisori comuni a due puri polinomi ordinati per 
le potenze d'una lettera sono gli stessi che i divisori comuni ad 
uno di essi ed al resto principale della loro divisimie. 

Dimostrazione. Siano ^4 e jB i due polinomi, che supporremo 
ordinati per le potenze di fl?; iZ sia il resto principale della loro 
divisione e precisamente sia 

MAz=zBQ-^NR 

28 
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dove ^ ed iV sono polinomi indipendenti da x. Dico che, se C è 
divisor comune di A e B, esso è anche divisore di R opperò divisor 
comune di 5 ed i?; e se Z) è divisor comune di B ed /?, esso è 
anche divisore di A epperò divisor comune di A e B. Infatti ; dalla 
precedente uguaglianza deducesi 



NR ,, A 


^ B 


MA ^ B ,^ /2 


C ^ C' 


« e 


B ^ B ^^ B 



per cui C, che è divisore di A e di B, è anche divisore di NR; e 
Z), che è divisore di B e di /?, è anche divisore di MA; ma C e 2) 
non possono aver divisori indipendenti da x, diversi da =fc= 1 , perchè 
son divisori di puri polinomi ordinati per le potenze di w ; per cui, 
essendo NR divisibile per C ed MA per D, deve essere R divi- 
sibile per C ed -4 per D (19). Adunque, i divisori comuni di il e -B 
sono gli stessi che i divisori comuni di B ed R: si riconosce pa- 
rimenti che sono anche gli stessi che i divisori comuni di A ed R. 

21. Diremo Divisor coìnune supremo, o massimo comun divi- 
sore, di più polinomi interi, e T indicheremo con M . C. D.^ il (18) 
polinomio che divide ciascuno d' essi polinomi ed è divisibile per 
ogni divisor comune dei medesimi. 

Diremo Multiplo comune infima, o minimo comune multiplo, di 
più polinomi, e l'indicheremo con M. M.C, il (18) polinomio che 
è divisibile per ciascuno d'essi ed ò divisore d'ogni multiplo comune 
dei medesimi. 

lì M. C. D. ed il M. M. C. dì più polinomi, che siano scom- 
posti in fattori primi, ,si formano subito seguendo le norme stesse che 
valgono per i numeri, a parte il segno (18). La scomposizione dei po- 
linomi in fattori primi, sebbene sia sempre possibile, è però già com- 
plicata pei polinomi ad unica lettera e può dirsi addirittura impra- 
ticabile, in generale, pei polinomi a più lettere. Ci occuperemo quindi 
ancora della ricerca del M. C. D. di due polinomi per mezzo delle 
divisioni successive: pur troppo però la ricerca riesce quasi sempre 
faticosa anche con questo metodo, pur se trattisi di due polinomi 
ad unica lettera. 

La ricerca del M. C. D. e del M. M. C . di più polinomi si 
riducono alla determinazione successiva del AL C. D. di coppie di 
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polinomi, oltre ad usuali operazioni di minor importanza, ricorrendo 
agli stessi principi che sono valeyoli per i numeri. 

22. Per il secondo teorema dimostrato al numero 25 possiamo 
enunciar subito la regola : 

Se sono dati due puri polinomi ordinati per le potenze d'una 
lettera comune e se ne vuole il M. C. D., si cerchi il resto principale 
della loro divisione, poi si cerchi il resto principale della divisione 
dell'inferiore dei due dati polinomii per il trovato resto principale; 
poi si calcoli sempre il resto principale della divisione del penul- 
timo resto principale calcolato per l'ultimo: in questo modo, sic- 
come ogni nìwvo resto è inferiore al precedente, si perverrà final- 
mente ad un resto principale, che sarà divisore del precedente : 
esso è M. C. D. dei dati polinomii. Se il il/. C D. è ==*= 1 , la qual 
cosa si verifica quando l'ordinario resto dell'ultima divisione fatta sia 
indipendente dalla lettera ordinatrice, i due dati polinomii sono primi 
tra loro. 

Se si vuole il M. C, B. di due polinomii interi qualunque, si 
pongano entrambi sotto forma di prodotti di puri polinomii ordinati 
secondo le potenze d'una medesima lettera x per polinomii indi- 
pendenti di X : il loro il/. C. D. è prodotto del il/. C. D. dei fattori 
indipendenti da x per il M. C. D. dei fattori contenenti x (19). 

23. Per quanto fu detto, la ricerca del M. C. D. di due poli- 
nomii di n lettere richiede solamente delle divisioni, oltre a deter- 
minazioni del M, C. D. di polinomii aventi meno di n lettere, per 
cui si sa calcolare il M. C. D. di due polinomii qualunque di n let- 
tere, se si sa calcolare quello di due polinomii qualsiansi a meno 
di n lettere ; ma si sa calcolare il M. C. D. di due numeri, dunque 
si sa calcolare quello di due polinomii ad unica lettera, quindi si 
sa calcolare quello di due polinomii con non più di due lettere, quindi 
anche quello di due polinomii con non più di tre lettere, ecc.. 

Siamo dunque in grado di calcolare M. C. D. e M. M. C di più 
polinomii interi ; e ciò sappiamo fare operando sempre con polinomii 
interi, senza introdurre mai frazioni neppure solo provvisoriamente 

Genova, gennaio 1894. FI GIUDICE. 

' H I" 
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TEHI DI MATEMÀTICA DATI PER L' ESAME DI MATDRITÀ 

IN GINNASI E SCUOLE REALI SUPERIORI DELL' AUSTRIA-UNGHERIA 

alla fine degli anni scolastici 1891-92 e 1892-93 

(Continuazione : V. pag. 27, 55, 97 e 148). 

Vienna : t. r. Ginnasio Frane. Giuseppe. — 1. (20? 4- iy°« («« + 1) : (2x •+- 1)^ 
= 1 : 10000. 

/ 1 \'° 

2. Qual ò ril°»° termine nello sviluppo di J2a: — — | ? 

3. Di una piramide tronca è nota Taltezza hì=sAS cm., la somma delle basi 
5==l64cm.* ed il volume t?=^3904 cm.^. Si calcolino le basi del tronco ed 
il volume dell'intiera piramide; inotre, supposto che il tronco sia quadratico 
regolare, si calcolino le lunghezze dei suoi spigoli e gli angoli d'inclinazione 
degli spigoli laterali e delle faccie laterali colla base. 

4. »* + !/« — 72,25 = e a?* + y« — 21 a? 4- 85,25 = sieno le equa- 
zioni di due linee in coordinate ortogonali. Si costruiscano queste e si determi- 
nino i loro punti d'intersezione e cosi pure Tarea del quadrilatero le cui dia- 
gonali sono la centrale e la corda d'intersezione delle due linee. 

ViBNMA : »• r. Ginnasio nel III Circ. — l . Un capitale di 1 0000 f. deve 
venire ammortizzato con una quota annuale di 1001,5 f. pagabile alla fine di 
ogni anno; in quanti anni si farà ciò calcolando il 4^/o d'interesse composto? 

2. In un cerchio due diametri si segano sotto un angolo Y=:36^2r 40". 
Gongiungendo i loro estremi una delle corde è di dt=i409 m. maggiore del- 
l'altra. Quanto è lunga ognuna delle corde e quanto il diametro? 

3. Dato il raggio d'una sfera calcolare il volume d'un tronco sferico se 
una delle due basi passa pel centro e l'altezza è il segmento maggiore del 
raggio diviso in media ed estrema ragione. 

4. L'equazione d'una ellisse è oc + TTr = 1 ; una parabola ha il vertice nel 

centro di quest'ellisse ed il suo fuoco nel fuoco di questa che giace sul lato 
positivo dell'asse delle ascisse. Sotto che angolo si tagliano le due curve? 

» — l/so a?' — so 
Vienna: i. r. Ginnasio sup. nelV Vili Circ. — 1. — r- v~ ^= r^r^r. * 

X -\- j/aj 900 

2. La somma di una progressione di tre termini è 97. La differenza fra il 
3x0 Q 2'*° termine è di 25 maggiore della differenza fra il 2^° ed il 1™° ter- 
mine. Qual è la progressione ? 

3. Ad una piramide retta che ha per base un quadrato è inscritta una sfera 
tangente alla base e ad ogni faccia laterale. Qual è il raggio della sfera se il lato 
della base è a = 5 e l'altezza è A = 6 ? In che rapporto viene divisa tanto la 
piramide quanto la sfera dal piano condotto per i punti di contatto della sfera 
colle faccie laterali ? 
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4. Qua!' è Tequazionc della parabola, il cui vortice sta ncirorigine delle 
coordinate, ed il cui asse coincide coll'asse delle ascisse e che è toccata dalla 
retta i/ = aa;4-& (4y — 3a; = 8). Dove giace il punto di contatto ? Quanto 

dista il fuoco della parabola dalla retta, e quanto dal punto di contatto? 

21 X y 

Vienna: t. r. Ginnasio nel IX Circ. — 1. I. op 4- y=i-^ , IL — 

8 y X 

_25 

2. A che somma ammonta una quota di 300 f. pagata al principio di ogni 
anno verso il 4 y ^j^ d'interesse composto dopo il principio dell* 8^'° anno, se 

per le spese d'amministrazione viene levato alla fine d'ogni anno V 1 y ^f^ ? 

3. Determinare il volume d*un piramide triangolare dati i lati della base 
a = 9,07, 6 =5;= 8,64, e = 7,6 se lo spigolo laterale ^=6,2 fa colla base l'an- 
golo a = 70®. 

4. Si determini il luogo geometrico del ponto di mezzo di tutte le corde 
di una parabola che si tagliano nel piede della direttrice. 

Vienna: i. r. Ginnasio sup. nel XII Circ, — 1. Un tale può godere per 
10 anni una rendita di 700 f. che scade alla fine d'ogni anno; quanto vale 
essa al momento, calcolando Tinteresse del 4 ®/^ ? 

2. Risolvere le equazioni a;' + y J^^y = 336 00:'+ ocj/ooy =112. 

3. Un triangolo che ha un lato a e i due angoli adiacenti ^ e y ruota at- 
torno a questo lato, qual' è il volume del corpo di rotazione? 

(In generale e per a = 6, p = 970 12', ^ = 13» 18'). 

4. Si trovi l'equazione di quella tangente al cerchio a?* + ^* s=; 25 che è 

4 
parallela alla retta t/ = — — a? -\- 8. 

{Continua), 



PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE 



Un problema di geometria. — Dati tre cerchi tangenti ad una retta, 
condurre una secante tale che determini nei tre cerchi tre corde fra loro 
eguali. 

Lemma. 1. Se si unisce (V. tavola, fig. 1'; il punto medio della retta dei centri 
di due cerchi con un punto H qualunque dell' asse radicale, e per II si con- 
duce una perpendicolare alla congiungente, le corde determinate dai due circoli, 
saranno eguali. 

Infatti essendo H un punto dell'asse radicale, e K e K' ì punti di mezzo 
delle corde, avremo l'eguaglianza 

HD,HD' = EC.Ha ovvero HK^^KD^ = HK'^ ^ K'C^, 
Ma EK^zHK' quindi KB = K'C ed anche LB' = CC e. d. d.. 

La proprietà reciproca è ugualmente vera e si dimostra nello stesso modo. 
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Lebìmà II. Per un panto si possono condurre due rette in modo che le 
corde che esse determinano in due dati circoli sieno uguali fra loro. 

Infatti (fìg. 2") basterà descrivere un cerchio avente por diametro Oil/, 
essendo M il punto medio della linea dei centri. Se si congiunge il punto 
dato con i punti nei quali questo cerchio interseca Tasse radicale, verranno 
determinate le rette le quali per il lemma antecedente soddisferanno alla condi- 
zione richiesta. 

Lemma III. Se si conducono tre rette in guisa che le coppie di corde che 
ciascuna determina in due circoli dati sieno eguali, il circolo circoscrìtto al 
triangolo formato da queste rette passa pel punto medio della linea dei centri. 

Infatti (fig. 3") se H^ E!, R" sono i punti nei quali queste rette incontrano 
Tasse radicale, abbiamo veduto che RM^ R' ììy R'^ M. riescono perpendicolari 
a queste rette. Quindi il teorema che si vuole dimostrare si riduce al reciproco 
del teorema seguente : se da un punto di un circolo si abbassano le perpendi- 
colari sui lati di un triangolo iscritto, i piedi stanno in linea retta. Questo 
teorema è molto noto ed il suo reciproco si dimostra facilmente. Quindi è vero 
il lemma enunciato. 

Leboi A IV. Il problema seguente : dati tre circoli, condurre una secante in 
modo che le tre corde che determinano nei tre circoli sieno uguali fra loro, 
ammette tre soluzioni. Le tre rette che vi soddisfano formano un triangolo 
iscritto nel cerchio dei nove punti relativo al triangolo avente per vertici i 
centri dei circoli dati. 

Infatti (fig. 1") le rette BC perpendicolari ad M^ inviluppano una para- 
bola in cui Tasse radicale dei due circoli è la tangente al vertice ed Af il fuoco. 
Infatti è noto che i piedi delle perpendicolari abbassate dal fuoco di una para- 
bola sopra le tangenti, si trovano sulla tangente nel vertice. 

Cioè le rette che determinano in due cìrcoli A e B coppie di corde uguali, 
inviluppano una parabola il cui fuoco è il punto medio della linea dei centri. 

Similmente in due circoli A e C le medesime rette invilupperanno un'altra 
parabola. Quindi le rette che soddisfano alle condizioni del problema sono le 
tangenti comuni alle due parabole. Si sa che due parabole hanno tre tangenti 
comuni senza contare la retta alTinfinito. Dunque il problema ha tre soluzioni. 

Ora il lemma III ci dice che il triangolo formato da queste tre rette ha il 
cerchio circoscritto passante per ciascuno dei punti medi dei segmenti che uni- 
scono i centri dei cerchi due a due. Quindi il cerchio circoscritto a quel trian- 
golo è quello passante per i punti medi dei segmenti che uniscono i centri dei 
cerchi due a due; cioè è il cerchio dei nove punti relativo al triangolo avente 
per vertici i centri dei dati ; e. d. d.. 

Ciò posto il problema proposto in principio si risolve facilmente Sieno A, B, C 
i centri dei cerchi dati (fig. 4') tangenti alla retta data ìlN, Questa retta è 
una delle tre che soddisfano al problema generale enunciato nel lemma IV, 
poiché infatti le tre corde sono uguali fra loro, perchè ridotte a zero. Ora il 
triangolo formato dalle tre rette che soddisfano al problema è iscritto nel cer- 
chio dei nove punti relativo al triangolo avente per vertici i centri dei circoli 
dati; quindi basterà costruire questo circolo, cioè costruire il circolo che passa 
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per i punti medi A\B\ (f dei lati del triangolo ABC. Questo circolo incon- 
trerà la retta data in due punti M eà N. Bisognerà per ciascuno di questi 
punti condurre le rette che soddisfino alle condizioni del lemma U. Per ciascuno 
una soluzione sarà la retta M N^ e Taltra una delle rette cercate. Cosi trovo- 
remo le due rette m ed n che ne soddisfano al problema. 

Corollario, Se si costruiscono quattro circoli tangenti ad una retta e tali 
che uno dei centri sia il punto d* incontro delle altezze del iriangolo formato 
dagli altri tre, si possono condurre due rette tali che le quattro corde deter- 
minate da ciascuna siano uguali. 

Infatti si sa che il cerchio dei nove punti passa anche pei punti medi delle 
rette che uniscono i vertici col punto d' incontro delle altezze. Ed è facile ve- 
dere che considerando i dati cerchi tre a tre, le rette che soddisfano al pro- 
blema coincidono. 

Osserwizioni. — Al lemma HI si può aggiungere un'altra proprietà, che cioè 
il punto d'incontro delle altezze del triangolo formato da tre rette ecc. si trova 
sopra una retta parallela air asse radicale e distante da Af di una distanza 
doppia dalla distanza di M dal medesimo asse radicale. Ciò si deduce dal teo- 
rema che la retta di Simson divide per metà la retta che congiunge il punto 
della circonferenza col punto d* incontro delle altezze del triangolo iscritto. 

Da ciò si licava facilmente una proprietà che si può aggiungere al lemma IV 
che cioè dati tre cerchi, il segmento che unisce il centro del cerchio circoscritto 
al triangolo avente per vertici i centri col punto d' incontro delle altezze del 
triangolo soluzione, ha per punto di mezzo il punto d' incontro degli assi ra- 
dicali. 

Quindi la soluzione del problema principale (trovati che sieno i punti d* in- 
contro M ed N con la retta data tangente ai circoli) si riduce a costruire un 
triangolo di cui si conosce la base ed il punto d'incontro delle altezze. 

A. Sauve. 



SOLUZIONI DELLE QUISTIONI 
198*, 200*, 201* e 204* 



198*. Costruire il triangolo equilatero d*area massima i cui lati passano 

per tre punti dati non situati in linea retta. 

(G. Candido). 

Soluzione del Sig. E. Lugaro^ alunno del R. Liceo Garibaldi di Palermo. 

Siano If, iV, P tre punti dati, non situati in linea retta. Si costruiscano, 
esternamente al triangolo MNP, gli archi MAN, N B P, PCM, ciascuno 
capace di un angolo di 60®; siano Q, R, S rispettivamente i loro centri. Per N, 
si conduca \a ANB parallela a QR. Sì tirino le B P, A M, che prolungate 
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si incontreranno in C, formando un angolo ACB dì 60®, per essere ^ CA B = 
A5C = 60«; C si troverà perciò sull'arco MCP. 

Il triangolo equilatero AB C^ ì cui lati passano rispettivamente per i punti 
dati, è quello di area massima; in altri termini è di lato massimo. 

Essendo A P il massimo segmento che si possa condurre per N e che abbia 
gli estremi negli archi MAN, NBP (Ettclide, lib. Ili, eserc. 9), ci rimane a 
dimostrare che contemporaneamente sono tali AC e BC, cioè che sono rispet- 
tivamente paralleli a QS, SR. 

A tal uopo si compiano i tre cerchi : essi passeranno per uno stesso punto 
(Kruse : Geometrie der Ebene, § SO, art. 4, I); tirinsi OM, ON che risul- 
tano perpendicolari rispettivamente alle SQ, QR. Si ha che i due angoli MA N, 
SQR, per essere ambidue supplementari all'angolo MON, sono eguali: hanno 
i lati QR, AB paralleli, quindi sarà Oj5|| AC. Similmente per BC. 

Il triangolo QRS è equilatero. 

Essendo AB\\ QR, V^ ONA è retto, epperò OA è diametro del cerchio (0). 
A, B, C sono i punti d'incontro delle OQ, OR, OS con i tre archi costruiti (*)• 

Soluzione del Sig. V. Columbo, studente nella R. Università di Napoli. 
Tratterò la quistione più generale : Costruire il massimo triangolo, simile 
ad un triangolo dato, icui lati passino per tre punti dati non posti in linea retta, 

1. Àbbìansi due circoli 0^ 0^ che si tagliano in H, K e conducansi per H 
due corde AB, Aj B^ quali si vogliano. Si ha ^ AKA^ = A HA^ = BHB^ z=: 
B^KB ; perciò ^ A, KB^ = A^KA 4- AKB^ = AKB^ -f- B^KB = AKB, 
onde se due circoli si tagliano le corde condotte per uno dei punti d'interse^ 
zione sono viste dall'altro sotto angoli uguaU, 

2. Siano A,B,Cì tre punti dati ed ot, p, y tre angoli tali che a -f- p + y = 
1 80®. Si descriva il triangolo ABC q sul lato a ^ B C, esternamente al trian- 
golo, si costruisca un circolo 0^ capace dell'angolo a e su ft^CA un cer- 
chio 0^ capace d'un angolo = p. Tali archi prolungati s'incontrano nuovamente 
in JT e si ha: ^ CHB + a = Afi'C+p=: 180®, e descrivendo un circolo di 
centro 0^ sopra c^AB, capace dell'angolo y, anche questo passerà per E, 
giacché dalla precedenti eguaglianze, e dall'essere a, p, y ^ ^^ angoli d'un trian- 
golo, segue ^ AITB + Y = 180^ 

Un triangolo i cui lati passino per A, B, C e cogli angoli a, p, y si ottiene 
conducendo per A una retta qualunque che incontri i cerchi 0^, 0^ in E^, F^, 
poi tirando E^ C ed F^ B, le quali s'incontrano in un punto D^ che appartiene 
evidentemente ad 0^. Ora di tutti i triangoli come B^E^F^ il massimo BEF è 
quello che si ottiene tirando i diametri H O^B, E 0^ E, E 0^ F. Infatti, anzi- 
tutto i tre punti C, D, E sono per diritto, poiché i tre segmenti E OJ), E C, 
E O^E hanno i loro estremi per diritto e cosi dicasi delle terne di punti 
D, B, F; E, A, F cosicché D EF è un triangolo circoscritto ad ABC e cogli 
angoli a, p, y. Dimostriamo che la sua area è m^assima. Per 1) si ha ^ DEE zzi 
2)j E E^ ed essendo le corde E B^, E E^ minori dei diametri ED, E E consegue 

(*) Solnsionl poco dlBsImili dai Sigg. B. Amano (alnniio del R. Liceo di Alessandria); F. Cw- 
ehermi (R. Ut, tee. Roma) ; F. Otlutri ^R. Ist. tee. Modica), Jf. Morale (R. Ist. toc. Catania). 
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l^BHE > I>^HE^, Analogamente A ^^^ > E^HF^, A ^^^ > K^^i 

e quindi anche A ^EF^ D^ E^ F^^ e. d. d.. 

Troviamo ora Tespressione dell*area del triangolo D EF. Si ha DJ^= 2 0^0^ 

e 0,0 = 5-^. 0,C = ^-„, ^O.CO, = (90''-«)+C+(90»-p) 
* 2 sen a * 2 sen p * ' 

= 180' — (* + P — Q» <50"^® risulta dairosservare che O^C^ O^C sono i raggi 

dei cerchi 0^, 0^ in cui sono inscritte le corde a, & insistenti su angoli uguali 

ad oc, p e dal fatto che tirando OJj e O^M perpendicolari a C B ed A C si 

ha ^ COj L = a, ^ 0^ Clf == p. Posto ciò dal triangolo O^CO^ consegue 

« a* &* a6.co8[180'»— (a + p — C)] 



^ * 4 8en*a 4 sen^p 2 sen a sen p 

e quindi 

a* &* 2a&cos(a + p— C) 



* * fcen'a sen'p sen a sen p 

Ora posto /^ D E F= S, si ha, com' è noto : 



D £ . sen 2> . sen £J 
^^ 2aen{D + E) ' 

onde, ponendo mente che ^D=3 0c, ^^=p, segue: 

1 \ a* b^ 2ae»cos(a + p — C)) senasenp 

2 I sen*a scn*p *" senasenp j sen(a + P) 

1 \ - sen B . _ sen a , ^ ^^ 1 

7-Tà\ « + * « + 2a&cos(a+ p — C) • 

2sen(a4-P)' sena senp \ » r /) 

Ossercasione. 11 caso di a = pc=:Y corrisponde alla quistione 198. Allora 
^ è definito dalla condizione ^ Ajff J5 £= BiT C= CJ7 A = 120° e, come 
si sa, la somma delle sue distanze dai tre vertici A, B, C è un minimo» 

L^area del triangolo rispondente alla quistione è poi 



-^^ j a* 4. ft2 4, 2aft cos(120« — C) j = 
— I a* + ò* — 2a& cos(60® + ql (). 



j/3 

200*. Baio un triangolo equilatero ABC di centro e d*altezza h ed 
un punto 0' del suo piano, tale die il segmento 0' sia eguale a k, espri- 
mere in funzione di \i e k Varea del triangolo DEF che ha per vertici i 
piedi delle perpendicolari condotte da 0' ai tre lati e dimostrare che il trian- 

3 
golo DEF è i — del triangolo ABC pei punti della circonferenza inscritta 

in questo triangolo. 

(G. Tirella). 



(*) Qucit^nltliDo risultato ol venne coirnnlcato anche dal Sig. G, Candido, antore della qui' 
•Clone. 



té 
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Dimostrazione dei Sigg. K Celestri, alunno del R. Istituto tecnico di Mo- 
dica e M, Morale, licenziato dal R. Istituto tecnico di Catania. 

Siano AD\ BE', CF' le altezze del triangolo ABC^ che s'incontrano in 0, 
e da 0' si conducano le perpendicolari O'L, 0' M, 0' N rispettivamente su queste 
tre altezze. Posto ^ D' OC/ = (x. e prendendo come senso positivo delFangolo a 
quello pel quale da B si va ad A, poi a C, per ritornare a 2?, è chiaro che 
si avrà: 

h h 

(yB = Ljy = d^-^—kcos(i.', O'JS:=A/£rt=:5 = -j + A.cos(60'— .a); 

'■*-' 0'F^NF' = fz=^— — k . cos(120'— a) = -^ + k . cos(60* + a). 

Ora: 

A 2)^i^==-r- (DO'. ^0'+JS:0'.FO'-h FO'.DO'). seni 20» 
[2]... ' ^3 

per modo che non rimane che ad esprimere il trinomio de -^ ef-^- fd in fun- 
zione degli elementi dati. 

Valendosi delle [1] si trova subito: 

de + ef+ fdt=i—+ 2k. — |— cosa + cos(60* — a) + cos(60* + a)j 
— A* jcos a cos (60* — a) — cos (60° — a) cos (60* + a) + cos (60** + a) cos a| 

e poiché 

— cosa + cos (60« — a) + cos (60<» + a) = 
— cos a + 2 cos 60*. cos a = — cos a + cos a = 0, 

cosa [cos (60* — a) + cos (60** + a)] — cos (60* — a) cos (60' + a) = 

cos* a — cos* 60' . cos* a + sen* 60* . sen* a == 

cos* a 3 3 . cos* a 3 
cos*a ^ h-4- 4 = ^» 

risulta infine, per la [2]: 

Nel caso che ff sia un punto della circonferenza inscritta in ABC ai ha 

h j/1 » ys l 2A \* 

A = — e poiché A ABO=-^-Y- O^to)* = ——\ ^77=" ) = -77=:> co^^" 



segue: 



VZ ., ^3 / 2A \ A* 

J/ 3 /A* A* \ ^* _ 3 

A-D^^:AABC=-^(^^--j2-j:y|--jg e d. d.. 

Il Sig. F. Celestri osserva poi che se i segmenti condotti per 0' senz'essere 
perpendicolari ai lati del triangolo ABO^ formassero con questi, nello stesso 



\ 
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senso, angoli tutti eguali a p, Tespressione dell*area del triangolo DEF diver- 
rebbe quella precedente divisa per sen' p, ossia costante nello stesso modo per tutti 
i punti di una circonferenza concentrica a quella circoscritta al triangolo (*). 

Ir 201*. AB e CD sono una corda e un diametro perpendicolare d'una civ' 
1 conferenza data; le rette congiungenti i punti G, D alle estremità E, F d*un 
diametro qualunque deVa circonferenza descritta su KB come diametro si ta- 
gliano in un punto M. 

i^ QuaV è il luogo del punto M f 

2^ Dimostrare che le rette MD, MA, MG, MB formano un fascio isogonale, 

(¥.▼• F. Prime). 

Risposta del sig. E, Lugaro^ alunno del R. Liceo Garibaldi di Palermo. 

\^ Sia il punto medio di AB; P il coniugato armonico di rispetto ai 

due punti Ce D; le quattro rette MC, MO, MD^ MP formano un fascio 

armonico. Essendo OEz=, OF^ la EF^ come si sa, dev^essere parallela alla MP^ 

quindi abbiamo 

OE. CP 
MP: OE=zCP:CO, MPzzz — ^^ — zzzcostante. 

Siccome poi le AC^ AO^ AD, AP formano pure un fascio armonico e le 
coniugate AC, AD sono rettangolari, la AD è la bisettrice dell'angolo GAP 

del suo supplementarp, quindi 

DA CP 
APiOA = PD:DO=CP:CO, AP = -~^-^y— = PM. 

Il luogo del punto M è, per conseguenza, il cerchio di centro P e raggio 
PA. Questo cerchio taglia ortogonalmente quello dato, perchè la AB essendo 
la polare di P rispetto al cerchio dato, è PA tangente a questo cerchio. 

£• Essendo PA tangente al cerchio DAB si ha PC: PA = PA:PD e 
componendo e dividendo HC: PAt^HD: PD, CG : PA=:GD : PD, da cui 
risulta SC:SD = CG:GD, 

Le quattro rette MC, MG, MD, ME formano quindi un fascio armonico, 
ma le coniugate MG, GH sono rettangolari, dunque Af G è la bisettrice del* 
l'angolo CMD ed MH quella dell'angolo formato da C3f e dal prolungamento 
di DM. 

Se ora il punto M si trova sull'arco AB esterno al cerchio 0, si vede su* 
bito che le coppie di rette MC, MD e- MA, MB -formano angoli uguali colla 
bisettrice MG, onde ^ AMD = BMC, Se invece M cade neirarco AB interno 
al cerchio 0, prolungando le DM e MC fino airincontro del cerchio AE in J, 
L, essendo ME bisettrice deirangolo CMT, si ha atco EI = àvco EL, quindi 
anche arco /A =3 arco LB, donde segue ^AMT=^LMB, e perciò le rette 
MD, MA, MC, MB formano in ogni caso un fascio isogonale. 

(*) Risolnzlonl di questa qalitlone dipendenti dal teorema h, dimostrato a pag. 50 ed 80 del 
Voi. V, di questo Periodico, perToonero dal Blgg. B. Colomho (R. Ist. tee. Roma), V. Columho (stu- 
dente a Napoli), JB. Lugaro (R. Liceo Garibaldi, Palermo). 
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204*. I tre punti simmetrici di un punto M di un circolo, rispetto a tre 
rette passanti per il centro di questo, sono vertici di un triangolo che rimane 
costante nella forma e nella grandezza, al variare di M sul circolo. 

(G. BiASi). 

Dimoitrazione del Sigaor F, Celestri, alunno del R. Istituto tecnico di Modica. 

Siano A,B,Cì tre punti simmetrici di -flf rispetto ai tre diametri X'OX, Y'OY, 
2fOZ del cerchio. E anzitutto evidente che i punti A, B, C si trovano nella cir- 
conferenza insieme ad M. Inoltre, poiché le rette MA, MB sono perpendicolari 
ad OX, OY, al variare di M sul circolo V^ AMB resterà eguale o supplemen- 
tare di XOY; risulta da ciò che la corda AB è costante. Nello stesso modo si 
dimostra che rimangono costanti i lati BC, CA del triangolo ABC onde esso 
conserva la stessa forma e grandezza qualunque sia la posizione del punto 3/('). 

Dimostrazione del Sìg. L. Gragnani, studente a Piombino. 

I punti simmetrici di M rispetto a tre diametri fissi del circolo siano A, B, C 
e scelto un secondo punto 3/ appartenente allo stesso circolo, si determinino 
ugualmente i punti simmetrici A\ B\ Cf di M\ rispetto ui diametri considerati. 
I sei punti A, B, C; A\ B\ C si troveranno sulla circonferenza. 

Le rette MA, M!A! essendo parallele, staccheranno sul circolo gli archi Afilf', AA' 
che saranno uguali; altrettanto dicasi per le parallele MB, M'B' ed MC, M'C\ 
le quali danno are. Af ilf' = -0 B' e are. A/ Af = C C. Risulta quindi are. 
AA' = BB' = ce Inoltre è facile vedere che i tre archi AA\ BB\ CC vanno 
nello stesso senso. Dopo ciò saranno anche eguali gli archi AB e A'B\ BCe B'C^, 
CA e CA\ perchè costituiti da parti eguali, e in conseguenza AB^A'B', 
BCl^B'C, CA^iCA'. I due triangoli ABC, A'B'C avendo i lati rispetii- 
vamente eguali, saranno congruenti, ciò che dimostra il teorema enunciato (*'). 

II Sig. V. Columho, studente a Napoli, e il Sig. Ceìestri osservano poi che 
il teorema può essere generalizzato così: Gli n punti simmetrici di un punto 
M di un circolo rispetto ad n diametri del medesimo, sono vertici di un en* 
nagono che rimane costante nella forma e nella grandezza al variare di M 
sul circolo. 

QUISTIONI PROPOSTE ("*) 



•ir 



*. Di due fasci proiettivi di raggi ( f7), ( f7'), giacenti nello 
stesso piano, sono noti : il centro di proiettività f/"", due punti J/, N 

(*) Solnsloni analoghe a questa Tennero Inviate dal Signori C, Montanari (Ucenslato dal 
R. Ist. teo. di Livorno) e Q Scorza (allievo del Liceo delle Scuole Pie iti Firence). 

v*>) Soluzioni analoghe dal Sigg. E. Lugaro (fi. Lloej Garibaldi In Palermo), M. Morale (li- 
cenziato R. I>t tee, Catania), A, Panthianeo (R. Ist. naut., Catania). 

Altre soluzioni dal Sig. i2. Colombo {K. Ist. tee, Roma), B. Armano (Ilo. dal R. Liceo, 
Ales^ndria). 

(••«) Le questioni contrassegnate con semplice asterisco sono indirizzate agli alunni delle scuole 
secondarle, quelle distinte eon due asterischi sono dirette in partioolar modo agli studenti delle 
scuole superiorii senza escludere qualsiasi altro studioso. 
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per cui passano due raggi corrispondenti, gli angoli 0, 6' che questi 

formano con le rette J7"f7, WU\ e la retta UU\ Si domanda di 
costruire i due fasci, e di discutere il problema. A. Del Re. 

332**. Una punteggiata (u) ed un fascio di raggi (U'), proiet- 
tivi, non sono in uno stesso piano; si vuole, con un piano <t, se- 
gare (U^) per modo che la sezione (u) abbia con (u) un asse di prò- 
iettività inclinato ad u sotto un angolo assegnato 0. Costruire cr, e 
discutere il problema. A. Dbl Re. 

y S33**. Di due fasci proiettivi di raggi (f/), (?/'), giacenti nello 
stesso piano, sono noti: i centri 17, U\ il centro di proiettività U'\ 
i punti limiti «7, r di due punteggiate che ne sono sezioni, e l'an- 
golo dei sostegni di queste punteggiate. Si domanda di costruire i 
due fasci, e le due punteggiate. A. Del Re. 

834**. Se, intorno ad uno e dei raggi uniti e,/ di due fasci 
proiettivi sovrapposti, si fa muovere l'uno di essi tenendo fermo l'altro, 
i due fasci saranno, in ogni posizione di quello, prospettivi. Dimo- 
strare ohe Tasse di prospettiva descrive un cono sezionato secondo 
circoli dai piani perpendicolari ad e, se non è / perpendicolare ad e ; 
e se è / perpendicolare ad e, detto asse descrive un fascio, 

A. Del Re. 

S3B*. In un quadrilatero AB CD inscritto in un cerchio di 
raggio -fi, il lato AD è un diametro del cerchio e gli altri lati 
AB, BGj OD formano una progressione aritmetica e hanno per 
somma 3a. Si determinino questi lati e le diagonali AC e BD^ e si 
discutano i risultati trovando le condizioni di possibilità del pro- 
blema. 

836*. Si ha un trapezio nel quale i due lati paralleli sono a e 6 
con a<[ 6, e l'altezza è h. Si trovi a quale distanza x dal lato h dovrà 
condursi una retta y parallela a questo lato per far si che il trapezio 
resti diviso in due trapezi tali che quello di cui i lati paralleli sono 
bey stia all' altro in un rapporta dato g' ; e si dia anche la lun- 
ghezza della retta y e si discutano i risultati (*). 

83*?*. Dimostrare che l'errore che risulta nel calcolo della radice 
d'indice qualunque d'un numero maggiore dell unità è minore dell'er- 
rore del radicando. G. Peano. 



(*) Le qaiatlonl 235* e 236* sono i temi di matematica dati neU*ottobre per la licenza dagU 
latitati tecnici nella Setiont Fhico-matéwtatiea. 
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superiori e delle scuole secondarie superiori. Terza edizione assai migliorata. 
Padova, 1894. F. Sacchetto, editore. — Un voi. di 264 pag.. Prezzo : L. 2 ('). 

L* autore agli Insegnanti di Matematica. 

Questa terza edizione della mia Aritmetica razionale^ che presento ora accu- 
ratamente rifatta, differisce non poco dalla seconda, e si discosta poi assai dagli 
altri libri analoghi, molti de* quali, con minuzie e lungaggini senza fine, hanno 
la pretesa di riuscire in tal modo più chiari e di sostituirsi airinsegnante, 
mentre in verità distolgono piuttosto l'alunno da quella proficua e laboriosa 
rifiessione, che è il fondamento di ogni efficace progresso. Invece, la mia Arit- 
metica razionale ha bisogno anzitutto dell'opera intelligente e solerte del pro- 
fessore, essendo le dimostrazioni esibite in molta parte a guisa di specchio nel 
modo più conciso possibile ; il che giova a porre quasi sotto agli occhi in un 
tutto armonico i ragionamenti che si devono fare, e che Talunno, come utile 
esercizio, potrà svolgere a voce e in iscritto con facilità se, dopo avute le op- 
portune spiegazioni, avrà cura di rivedere gli articoli che di mano in mano 
sono citati. Per questa via il giovane si abitua a pensare seriamente, e si ad- 
destra a risolvere problemi e dimostrare teoremi, educando di buon*ora la sua 
mente al retto ragionare e a queiroperosità vigorosa e sana che tanto contri- 
buisce alla formazione del carattere, alla quale dovrebbe pur tendere ogni inse- 
gnamento nelle scuole. Ora, per raggiungere meglio tutti questi fini, non solo 
ho insistito sui concetti fondamentali e più difficili, sorvolando sugli altri, ma 
ho procurato di mettere in rilievo eziandio le proposizioni su cui poggia una 
data teoria, facendo osservare come le altre siano facili conseguenze di quelle : 
inoltre, con opportuni richiami e schiarimenti, ho cercato di rendere persuaso 
Talunno che la via da seguire nella dimostrazione di un teorema spesso ò na- 
turale, e si scopre badando alla proprietà da cui si parte (ipotesi), e avendo 
in mira quella a cui si deve pervenire (tesi). In conclusione, non mi sono limi- 
tato a esporre soltanto le solite proposizioni nei soliti modi, e a rimuovere le 
difficoltà reali, ma ho voluto dissipare altresì le difficoltà apparenti, come quelle 



{*) Pabblieando il pretento articolo blblfografleo, dovuto air A. stesso del libro, non Inteadlamo 
di elevare la cosa a sistema. Lo fkeciamo per U stima che portiamo ali* A. e perchè eonyeniamo 
In massima nel concetti da Ini esposti ; inoltre ci Insiuga la speranza che le sue osservazioni sai 
metodi da seguire per la maggiore efficacia possibile dellUnsegnamento della matematica nelle 
scuole medie, non passino Inosservate, ma da qualcuno raccolte, valgano a generare una dlsens* 
sione, feconda d*atili risaltati, della quale il periodico si farebbe volentieri strumento. 
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che annebbiano spesso o &Isano lo menti dei giovani. Ho fatto vedere, ad 
esempio, che certe proprietà, le quali soglionsi dimostrare con lunghi e artifi- 
ciosi ragionamenti, sono in fondo qusisi intuitive ; che altre, le quali sogliono 
essere presentate come affatto nuove, e come tali nuovamente dimostrate, sono 
in realtà proposizioni già date prima, espresse soltanto con altre parole ; che 
altre scaturiscono da un medesimo principio talvolta semplicissimo ; che altre 
infine si collegano cosi da rendere le dimostrazioni loro sostanzialmente uni- 
formi e analoghe; e in tutto questo ho poi sempre abbondato in osservazioni, 
in avvertenze e in rapidi cenni riassuntivi, affine di ordinare e coordinare tutti 
i concetti in una sintesi breve e lucida, la quale serva alla memoria senza 
affaticarla inutilmente. 

Non aggiungo altre parole sulKorditura e sul concetto del libro, perchè i 
docenti stessi ne vedranno le intime ragioni : desidero per altro si sappia che 
mi sono ingegnato di dare al mio lavoro una forma e un'impronta schietta- 
mente italiana; e desidero inoltre di richiamare Tattenzione sulla teoria dei 
numeri decimali periodici la quale si presenta nella nuova edizione sotto forma 
più rigorosa e compiuta, per opera anche delPegregio prof. Enrico De Amicis^ 
il quale, animato dal nobile desiderio di far cosa maggiormente utile alle nostre 
scuole, volle accingersi cortesemente alla grave fatica di rivedere tutta la mia 
Aritmetica razionale, contribuendo non poco a migliorarne la nuova edizione ; 
di che mi professo a lui gratissimo. Rispetto poi a questa teoria dei numeri 
decimali periodici, forse taluno opinerà essere alqtianto difficile per giovanetti 
il metodo dei limiti che qui si è preferito seguire : ma io ritengo invece che 
il concetto di limite possa essere compreso assai facilmente, purché il profes- 
sore proceda adagio sin dalla definizione e svolga per intero gli esempi del testo. 
E poi, il concetto di numero decimale periodico è per sua natura collegato in- 
timamente con quello di limite, sul quale si può anche stabilire la teoria dei 
numeri irrazionali : le quali cose tutte mi dovevano indurre a porre la teoria 
dei limiti come base di quella dei numeri decimali periodici, anticipando talune 
nozioni che usualmente trovano posto solo neir Algebra. Però, nelFinsegnare 
questa teoria agli alunni del Ginnasio, converrà ommettere i paragrafi indicati 
nell*avvertenza che (& seguito alla prefazione. 

Prima di chiudere questo cenno bibliografico, voglio esprimere tutto il mio 
pensiero sull'efficacia dei buoni libri di testo, quando siano commpntati giudi- 
ziosamente e seguiti fedelmente. Ora accade assai spesso che i professori, nel- 
rintendimento lodevolissimo di riuscire più chiari o rigorosi, sono indotti a far 
lezione senza suggerire alcun libro, ovvero, se pure propongono un testo, non 
lo seguono, anzi lo modificano e lo rifanno così da costringere in ogni caso 
l'alunno a prendere note e appunti, coi quali dovrà questi compilare a casa ì 
cosi detti sunti scolastici. Ma in questo modo si fa perdere ai giovani un tempo 
prezioso, senza vantaggio alcuno degli studj, anzi con danno gi*avissìmo, poiché, 
lasciando pur da parte che lo studente, obbligato a scrivere in fretta e furia 
le parole del maestro, non può prestare la dovuta attenzione, e quindi non può 
trarre profitto dalla lezione a viva voce, lasciando stare questo, tutti sanno 
esaere cosa assai difficile il prendere note esatte e copiose, ed essere ancora più 
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difficile il compilare sunti chiari, ordinati, precisi, tali cioè da potere essere 
studiati con profitto. A costo dunque che mi si dica che faccio Tapologia dei 
Ubri di testo, perchè autore io stesso di libri scolastici, affermo e sostengo, 
anche per lunga esperienza personale fatta in ogni grado di scuole e come 
maestro e come ispettore, affermo recisamente che se un professore, in ispecie 
di matematica, vuole Ottenere il massimo profitto dai suoi alunni, adottato che 
abbia un buon testo, deve seguire questo fedelmente, letteralmente, deve solo 
dare gli schiarimenti che vede proprio indispensabili, lasciando che il giovanetto 
studi da sé ciò che può intendere da sé senza aiuto : insomma, il professore 
deve lasciar da banda ogni tono cattedratico, discendere fino agli alunni, e, se 
occorre, far leggere loro il testo in iscuola, e con il libro alla mano limitarsi 
a pochi commenti, abbondando invece in esempj e applicazioni ; procuri sopra- 
tutto di fare nel testo solo quelle variazioni che si mostrano assolutamente ne- 
cessarie : in conclusione, più il professore sacrificherà la sua persona, il suo 
amor proprio, e si immedesimerà dirò cosi neirautore del libro prescelto, e più 
gli scolari impareranno. Cosi faceva io quando insegnava nelle scuole elemen- 
tari e secondarie : un buon libro alla mano ; poche parole di spiegazione da 
parte mia ; molto lavoro in iscuola a viva voce da parte degli alunni oppor- 
tunamente interrogati e diretti ; studio moderato a casa sul libro di testo, e 
convenienti esercizj in iscritto ; bandita ogni rettorica di lezioni cattedratiche : 
bandito ogni dettato o appunto o sunto : i miei alunni, non affaticati da un 
lavoro manuale ingrato e continuo studiavano con diletto, e ricavavano profitto. 
Mentre ho conosciuto e conosco insegnanti dotti e zelantissimi, i quali, per la 
smania deirottimo e per il desiderio di mettere in evidenza la propria persona, 
si affaticano in lunghe e interminabili spiegazioni ; obbligano il giovane a pren- 
dere note e compilare sunti cui essi medesimi correggono e ricorreggono con 
ammirabile diligenza ; dettano nella scuola teorie intere infiorate di osservazioni 
critiche, di dubbi, di eccezioni, di sottigliezze ; aumentano perfino le ore di le- 
zione : ma, ahimè, tutte queste fatiche approdano a ben poco ; e ogni di si la- 
menta il sopracarico del lavoro nelle scuole e insieme il diminuire del profitto ; 
e intanto quei genitori che con la guida di un buon libro potrebbero sorreg- 
gere i figli negli studj non sanno più raccapezzarsi in quel ginepraio di note, 
di appunti, di modificazioni e correzioni di testi, spesso fatti comprare senza 
alcun costrutto ai poveri ragazzi ; e così da ogni parte si grida contro ai prò- 
grammi, contro le scuole, contro i libri. 

Per carità, meno pompa di erudizione, meno rettorica di lezioni cattedra- 
tiche : ritorniamo alla semplicità dei vecchi, i quali, umili maestri, non si 
sforzavano di parere gonfi di scienza e di sbalordire con la dottrina i piccoli 
alunni, ma sHngegnavano di riuscire chiari e sopratutto utili. 

Giovanni Garbieri. 



Finita la Redazione il di 4 novembre 1894. 
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ALCUNI TEOREMI DI GEOMETRIA 



1. Teo. Se tre trasversali condotte pei vertici di un triangolo 
paesano per lo stesso punto, le loro coniugate isogo^iali passano 
cgualmcnle per lo stesso punto (*). 

Siano ABC (Tav. I, flg. 1 *) il triangolo fondamentale ed A A\ 
BBf,CC' tre trasversali che si tagliano in M'. Se A A" è la co- 
niugata isogonale di A A' rispetto allangolo E AC, dalle due coppie 
di triangoli BA A\ A" A C Q BAA", A' AC cogli angoli in A eguali, 
si ha 

/\BAA': /\A''AC = {BA.AA): (A" A . A q 
e 

/\ A'AC : /\ B A A" = {A'A . A q : {BA.AA'% 

da cui dividendo termine a termine, dopo aver osservato che i trian- 
goli di eguale altezza stanno fra loro come le basi, segue 



BA' ^ ATC^ _ BA.AA' A'' A . A C _ BA 
A'C ' BA'' ~ A'A.AC' BaTaA^' ~ J~(f' 

Abbiamo dunque 

j..^ BA' A"C e' , ^ CB' B"A a« AC C"B b^ 

L*J Te = 5À" • &-« ® ^^^^&^^°*^ B'À = W Vt ' C~B = A(y' a^ 



[2] 



Moltiplicando membro a membro risulta 

BA^ CB^ AC _ A^ B^4 C'B 
A'C ' B'a' CB ~ BA^' ' CW' ' AC' 



Ora, in seguito all'ipotesi, pel teorema di Ceva, il primo membro 
della [2] è eguale ad 1, quindi 

BA" CB" AC _ 
A"C ' Wa * CB ~ ^ ' 

cosicché anche le tre trasversali A A'\ B B", C C" passano per il me- 
desimo punto M'\ 

— 

(*) La dimostraslono che diamo di questo noto teorema [Gfr. ad es. PeriodieOf voi. VI, p. 25], 
ehe non abbiano ylsta altrove, e! pare notevole XMr le conaegaenze a evi di luogo. 
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Cor. 1 ®. Se sia il centro del cerchio circoscritto al l\ABC 
ed A A!' la coniugata isogonale della congiungente il il' di col 
vertice A, rispetto all'angolo BilC, è noto che A A" è l'altezza del 
triangolo relativa a, BC. Essendo BA'' •=. e . cos S, A"C =ib.cos C 
dalla prima delle [1] segue 

BA' b ,cobC c* e . C08 C sen 2 C 

A/ÌJ c.cosB' ^ b.cosD 8en2B * 

2®. Suppongasi che A\ B', Cf siano i punti medi dei lati del trian- 
golo ABC, allora A A'\ B 5", C C saranno le coniugate isogonali 
delle mediane {simediane) e si avrà dalle [1] 

BA" _ c« CB^ _ a« AC^ _ ft« 

A^ ~ ò* ' B"A "" c« ' C^B ~ a« * 

Il punto Jlf ' è in questo caso il baricentro del triangolo ed M", 

suo coniugato isogonale, il punto di Lbmoine. 

BA' A"C e* 
8. Dalla relazione jrg^ = -^-tt? • -ir e consimili, scaturisce una 

costruzione dal punto M^^^ di potenziale d'ordine p (*), ossia di quel 
punto che congiunto o*i vertici del triangolo il fi C dà origine a tras- 
versali che dividono i lati in parti proporzionali alle potenze p"**^ dei 

lati adiacenti. 

A"C e 
Pongasi infatti -^jn z=. y, cosicché il" è il punto isotomico del 

piede D della bisettrice deirangolo il (simmetrico di D rispetto a 
B e C); chiamando A^'^ il punto in cui la coniugata isogonale di il il", 
rispetto all'angolo BACj taglia B C, si avrà 

BA^ _ ATC^ ^ ^ 

A^C ~ BA" " 6« ~ ft8 * 

Se designamo ora con il" il punto isotomico del piede E della si- 
mediana di il jB C relativa a S C e con ^1^*^ il piede della trasversale 
coniugata isogonale di il A" rispetto all'angolo BAC, poiché allora 



A"C 
BA" — 




si 


avrà 






















ba'"^ 

A^V 




A"C 
BA"' 




== 


b* 



(*) Goal denoailnaio dal Prof. G. db JLomochaicps che ne studiò le proprietà nella nota : Oé- 
néraiités tur la Oèomilrie du Triangle (Jonr. de Math. Élémen., S«« Sèrie, IO»' Année, 1886). 
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In generale indicando con A'' Tisotomico del punto A^^^^^ ài BC 
pel quale fi AC*»-») : A^J^'^^C = (f-* : I^-\ il piede A^^ della trasver- 
sale isogonale di A A" rispetto all'angolo A, dividerà B C cosi che 



ba'^ A"G 


e* df-* 


c« <* 


a'^'c ba" ■ 


b* »»-* 


6» tf 



Il punto M^^ risulta in tal modo determinato. 

Le costruzioni da fare per trovare A^^ quindi M^\ sono le se- 
guenti. Se p è dispari si conduca la bisettrice A D (fig. 2') dell'angolo 
BA C si trovi il punto D^ tale che B D^ i=z DC. Si conduca AD^e 
si tracci ^ A^^^A C •=. BAD^ (è utile per ciò, dopo aver descritto 
con centro A e raggio arbitrario, p. es. A D, un arco di cerchio che 
incontra A D^ in D^, prendere sul medesimo, in direzione opposta a 
DD^, are. DD^ = are. DD^e tirare AD^ che taglia B C in A^% Si 
prenda ora BA^^^ z=: A^^^Cy si tiri A A^^"^ che interseca l'arco trac- 
ciato in D^ e si tagli dall'altra banda di Z), sul medesimo, arcDD^ := 
arci) 2)^, la retta AD^ incontrerà BC nel punto A^^^ e cosi di 
seguito. 

Se invece p è pari si divida B C per metà in E (fig. 3*) e, come 
precedentemente, si faccia jy,A^*^AC:=zBAE, poi sul lato BC si 
prenda B>l/*>=Zil<«>C. Formato ^D^AC= BAA^^^\ il punto d'in- 
contro del suo lato A D^ con B C sarà A^^\ e cosi via. 

Trovando in modo analogo su CA il punto B^^ per cui C B^^ : 
Bf^^A = a^ : e', nell'intersezione delle due rette AA^\ BB^^ si trova 
il punto ilf^>. 

3. Supponiamo ora che i lati BC, CA, AB del /S^ ABC siano 
tagliati da un cerchio rispettivamente nei punti A\ A"; B' B"; 
ce (fig. 4*) e pongasi BA'=x, CB^=^, AC'=^. Propo- 
niamoci di determinare, in funzione di a, p, y e dei lati a, b, e del 
triangolo fondamentale, le misure dei tre seguenti B A", CB' A C". 

Abbiamo a tal uopo le tre equazioni lineari 

[3] a . BA" = y'(c — A C), ^,CB^'= o! {a — BA"), 

y.AC''=^'(b — CBr% 

dove a p' y' stanno ad indicare le lunghezze A'C, BlA, C'B. 
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Da queste si deduce 

i)/i _a^_ ocpY + a'PY "" 



aPY4-(a-a)(6-p)(c-Y) 

OiJ —1^, — otPY + a'p'Y' 

.w/_^ _ a^pY.c-aa-p\a + apP^& ... 
^^ —Ti— apY + a'pY ^^' 

Cerchiamo ancora in funzione dei tre segmenti a, P, y e degli 
elementi del /^ilBC il raggio p del cerchio A'UCf. 

Conducansi dal centro le rette OD, OF perpendicolari ai 
lati se, AC\ dal triangolo BDFsìhix YH' = BF^ + B^* — 
2BF . BD cos B è poiché -B è il diametro del cerchio circo- 
scritto al l\BDF risulterà B = F D : sen B, onde osservando 
che B A'.BA" eguaglia il quadrato della tangente tirata da B al 
cerchio 0, si avrà 



p m i>0 — />il . BA izz j-7; 

' sen* B 

Ma BFz=zc — ^"^^' , BD = -^^^tJ^, per modo che si trova 
per l'espressione cercata 

rt=;i .2 (2c— Y— Yi^+Ca + ^i)'— 2(2c— Y— Yi)(a+a,)co8B— 4aa,seii»^ 

« 

dove «j, p^, Y^ hanno i valori [4]. 

4. Teo. fife ire trasversali A A', BE', CC tfrate pé>i vertici di 
un triangolo ABC s'incontrano nello stesso punto M', i/ cerchio 
passante per k\ B', C' te^'/ia i lati del triangolo in altri tre 
punti A", B", C" tali che le rette AA'\ BB", CC" passano per 
il medesimo punto M" (fig. 5*). 

Infatti si ha 

BA' . BA'' = BC . BC\ CU . CBT' = CjC . CA", 

AC\AC"=Atì .Atì\ 



(*) SI può osservare ohe eome le [8] sono dedadblU l*ima da11*aUra mediante pemiutaxloae 
circolare, sono dednelblll nello stesso modo l'ano daU*altro 1 valori di BA'\ OB", Ad'. 
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Moltiplicando queste tre eguaglianze membro a membro ed os- 
servando che, in seguito all'ipotesi, dal teorema di Geva consegue 

BA' .CB^.AC'=A'C.B^A. C% 
si deduce 

BA" .CB^\AC" = A"C . BT'A . C'B 

Qosicchè pel teorema inverso risulta quanto d. d.. 

Osservazione. — Seguitando a denotare con a, p, y, a', ^\ y' i 
sei segmenti BA\ CE^, AC\ A'Cy BfA, C'B, poiché si ha ora 
a^y UT a'PY' i valori [4] divengono 

[6] 5i4 = a^ _ — _ 2^1^ , ecc.. 

B. Supponendo che A\ ^, C' siano i piedi delle altezze del 
^ABCf si ha in tal caso 

oc zir e cos i5, a nz & cos C ; ^ zn a cos C, p' izz e cos il ; 

y :^ J cos A, y' =z a cos B. 

Sostituendo nella [6] si trova 

„ abc . cos A cos B — abc . cos A cos ^ + ^ ^ <? cos A cos B a 

2&ccosAco6B 2' 

e sostituendo nella [5], ponendo mente che 2 e — y — Yi ^=^ 

e ce 

2 e — 6 cos il o"^^^ — 6coSil-j-^r=acos5 + -2-: 

sviluppando e riducendo si giunge facilmente al valore 

j à^ + c^ — 2 oc cos fi 1 / b \« fi* 



P 16sen« fi 4 l 28en fi 



)=" 



Si ha dunque p zz: -g- con R raggio del cerchio circoscritto al 

triangolo ABC. 

Si chiami ora il^ il punto in cui l'altezza il il' taglia il cerchio 
A'B^C'y H l'ortocentro del triangolo il fi C e si osservi che i quattro 
punti fi, il', H, C' sono conciclici. Segue 

ilil, .ilil' = ^C".ilC', ilfi^.ilil'=ilfi.ilC', 
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da cui dividendo membro a membro risulta A A^ : A H ziz A C" : A B 
e poiché AC" :=:c : 2=: AB:2, si deduce infine AA^ z=zAH:2. 

Risultano cosi nuovamente dimostrate le note proprietà che il 
cerchio passante per i piedi delle altezze di un triangolo, divide 
per metà i lati e i segmenti che vanno dai vertici al punto d*in- 
contro delle altezze e che il raggio di un tal cerchio è la metà 
del raggio del cerchio circoscritto al triangolo. 

G. Occupiamoci ora di trovare l'area del triangolo che ha per 
vertici i punti A\ B^, C' dei lati di un triangolo, posto, come pre- 
cedentemente BA' z=i a, CBt ziz p, AC' zzi y, A'C = a, B^A = 
P', C'B =: /. 

Poiché i triangoli BA!C\ BAC (fig. 6*), hanno in comune 
l'angolo B, si ha 

/S.BA'C': /\BAC = xY: ac zua/.* : abc, 

Similmente 

l^CE^A! : l\ABC=^(t.c : ahc, 
l^AC'Bf: ^ABC = f^\a:abc 
onde 

A^C'5': Y^a = l\ABC:abc. 

Di qui si ricava 

l^ABC— ^BA'C — l\CÉA' — /\AC'ff'. 
ab e — ay'ft — ga'c — -^^'a =z /\ABC : abCy 

e indicando con S l'area del l\ABC, posto mente che il primo 
termine della proporzione precedente non è altra cosa che l'area 
del /\A'BfCi si ottiene 

^ja*c — «(e — y)* — P(a — «)c — y(& — §)a j = 
^j«PY + (a-«)(&-P)(c-Y)i 
od anche 

[7] A^'5'C' = ^JaPY + «PYÌ- 
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Se il', J8', C' sono punti dei lati del /\ ABC tali che le rette AA\ 
BB!y ce' passino per lo stesso punto M', il triangolo A'SC' si 
chiama triangolo pedale del punto M' e poiché allora a^y rz: a'^'y'' 
la sua area viene espressa dalla formola semplicissima 

[8] /\A'B^C' =z 25 . ^ = 2S ^. 

L J i-^ abc abe 

Applicazioni. — 1*. Supponiamo che le AA\ BBfy CC coin- 
cidano colle trasversali A A^\ B5^'\ CC^^> passanti pel punto di 
potenziale d'ordine p. Poiché allora 

la formola [8] dà 

In particolare se p zn 1 ossia le tre trasversali passano pel 
centro / del cerchio inscritto nel triangolo fondamentale, si trova 
per l'area del triangolo pedale di I l'espressione 

_..^^ a b e... 

Il caso di p = 2 fornisce l'area del triangolo pedale del punto 
di Lemoink. 

2*. I punti A\B^,C siano i piedi delle altezze del /\ABCy 
Poiché BA'zizcoosB, CB^ = a cos C, AC z=z b cos A, si trova 

A A^r/r^ ^ ^ abc , cos A cos B cos C - -, . _ -, 

A Atì^C = 25 7 =2ScoSi4 cosB cosC. 

^— ^ abc 

3* Se A\ 'Sy C sono i piedi delle congiungenti il centro del 

B A' 
cerchio circoscritto ad ABC, poiché si ha [n. 1, cor. 1°] -y-w = 

8en2 C ^ ,, sen2C , , 

^rsy segue BA ^=, ol :=. a . ttft-x ^TE'y P©r i^^do che 

sen 2 S ' ° sen 2 C + sen 2 B ' ^ 

l'area del triangolo pedale di risulta espressa da 

A Vp^^_oo sen 2 A __jen^^ sen^C 

^ ^ x> o — '^*^sen2C+aen2B * 8en2A + sen2C ' sen 2 B 4- sen 2 A 

cos A cos B cos C 



= 25 



cos {B — C) cos (C— A) cos (A -— B) 



(•) Cfr. Pariodioo. Voi. VII, p. 161. 



e 
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T. Le forraole [7] e [8] si prestano naturalmente alla determina- 
zione dei rapporti delle aree di due triangoli inscritti nello stesso 
triangolo fondamentale, pedali o no. 

Consideriamo dapprima il caso di due triangoli A'jB'C, Al'ffC 
(flg. 6*) di cui i vertici situati sopra uno stesso lato sono coniugati 
isotomici rispetto alle estremità di questo lato. Se poniamo, come al 
solito, BAl — ^t, CBr = % ACz=zy; BA'' = x^, CS' = ^^, 
-4(7" = y^, si avrà dalla [7] 

A^'^C' = ^{«Py-|-(a-«)(J_P)(c~Y) 

e poiché, per l'ipotesi «^ zn a — a, p^ = J — P, Yi = ^ — Y» ^' 
vede subito che 

In secondo luogo esaminiamo il caso di due triangoli A'BfCy 
il"B"C" pedali di due punti M\ M" coniugati isogonali. Dalla prima 

delle [1] segue = — • -rr onde a = \ '. — ^ 

^ -* ^ a — a a, ft« (a — a,) e' + a, b^ 

con due formole analoghe per ^ e y- 

Risulta per conseguenza, applicando la [8] : 

Ma d'altra parte 

onde, osservando che per essere le A^\ BB!\ CC concorrenti in 
M" si ha a^p^Yi '==^{^ — «i) {* — ^i) (^ — Yi)» ^^ ottiene infine 

8. Se i punti -4', B', (/, A", S", C cadono o tutti o in parte 
esternamente ai lati del triangolo fondamentale è facile verificare che 
i teoremi dei n. 1 e 4, non che i risultati dei n. G e •? sussistono 
inalterati, cosicché i medesimi sono da considerarsi come generali. 

A, Lugli. 
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1 lim MTIPLO Mi À Pi NOiRI 



È noto il seguente teoi^ma: 

4c Se P^ è il prodotto di n numeri dati, P^ quello dei massimi 

< comuni divisori dei numeri presi due a due, P^ quello dei mas- 

< simi comuni divisori dei numeri presi tre a tre, -^n-i 

4c quello dei massimi comuni divisori dei numeri presi n — 1 ad 
« n — 1 e P il massimo comun divisore degli n numeri, il mi- 
« nimo multiplo comune di questi sarà, per n dispari 



« e per n pan 



P P P P 



P P P P P 

P P P P P 



Questo teorema, riportato nel libro del Prof. D. Fontebasso: 
Soluzionario degli esercizi proposti neir Aritmetica di Bertrand; 
Genova, 1882, pag. 122-124, e tratto, come l'autore dice, dalla Intro- 
duciion a la théorie des nombres di Le Besgue (pag. 52), è ivi 
dimostrato considerando i fattori primi costituenti i numeri dati. 
La dimostrazione seguente, che io presento, s'intende, soltanto ai 
giovani, mi pare più semplice. 

Manteniamo le notazioni adoperate nell'enunciato, e siano A^^ 
A^, A^, ..,. A i numeri dati. Siano poi: P d, i massimi comuni 
divisori dei numeri presi n — 1 ad n — 1 (e precisamente P^d. 
quello dei numeri A^, A^, .... A^^, -4^i» -^J» siano P^d^d^ quelli 
dei numeri presi n — 2 ad n — 2, P^d^d^d^ quelli dei numeri 
presi n — 3 ad n — 3, ; avremo 






dove i numeri d^ e }•*' sono tutti primi fra loro due a due. 
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Se poniamo D = d^d^ d^ e Q = q'q' gr^*\ si avrà 

M=PDQ. 



n 

Ora abbiamo 



p __ p \nr-i) 7j(»-3/ 

2 n 



3 * n 



p p (r) 7)(v ) 

onde, per n dispari 



P P P P P 

P P P ^ 



P^i 



Pn 



(«!!,) + (»:^s) + (n:i5)+ + (?) + (?) ^(:=0 + (r!) + + (V) ^ 

_ V«) + (»i4) + (n!u) + +{f) ^KrTTc^jT (itzj) + + (V) ' 

ma 

®-©+(")-©+-+(Ju)-U)+U,)-0=« 

(V) - (T") + - + (nj) - « + (1^1) =«. 

per cui 

p p p P p p (•*/ o 

M^S^S ^ n_2^i» ^^ _n__ _ = P D (} = Jlf . 



Per n pari si trova in modo simile 

p j> p p p 

i -^8 ^B • • • • ^n_3 ■^ n^i 

2 4 n^Jl n 



py,)+(^)+ +(r) p(:u)+(:ii)+ +(V) ^ 

7\.!U) + (ni.) + +(?) _p(;i4)H (mi) +...•• +(V) 

/n-l\ 

n 
Lucca, dicembre 1894. 

S. RlNDI. 
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UN TEOREMA D'ARITMETICA 



V. Sia a un intero qualunque e p^ p,. . .p^ i numeri primi in- 
feriori ad a e che non lo dividono e dei quali indicheremo il pro- 
dotto con 7c, supponendo che sia tt ]> a. 

Consideriamo il sistema di congruenze simultanee: 

a . X 
l 



Vx + Px = ^,. "^^^ Pi 



a . OH 



f.X + PX = *r^ "Od p^ 



dove A , A , .... k sono interi eguali o disuguali rispettiva- 

mente inferiori a p^ , p^ p^ e che col loro insieme costituiscono 

un sistema che si fa corrispondere in modo arbitrario, ma che una 
volta fissato rimane costante, air indice j*, e p^ è uno qualunque dei 
numeri p^ , p^, — p inferiori e primi ad a. 
Per ogni intero y pel quale si abbia: 

y = k^^ mod p^ 2 =1 1, 2, r 

sussiste, com' è noto (*), la relazione: 

per cui si avrà pure: 

«•^^X + Px = ^(/^(^)*'' + ••■■ + Ki,{0^ ™od7c 

e risolvendo: 



^^\ 



^ (^,©''"* + '- + K^ (^r" -Px) •«'^''^"' »«d- 



(*) Nel S 25 delle Legioni sulla teoria dei numeri del Dirioklvt si dimostra che se x diviso per 
a, b, Cf .... primi tra loro dae a due, dà rinpetti va mente per resti f^f^tf, •••, si b* 



X - 



^ ila'a + B6'P 4- Co'Y + .... (mod. n) 

tt 91 M 

eeaendo n = a.ò.e...., ii = — ,5 = -^r, C7 = — , . . . , ed a', 5', « ', . . . . , solastonl di ^ = 1 

a e 

_ 9(a)— 1 

mod a, Bx '.- 1 mod b, Ca^^ 1 mod e, Ma pel teorema di Fbbmat a' ee ^ mod a, 

6'=rB' mod 6, «fmC^ mode, . .. quindi la relazione 
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L'espressione k^^^ l — ) ^ + -{- A^ix ( — ) "" rappresenta 

manifestamente un numero primo con tt, e se noi attribuiamo ai 
coefflcenti A^„ tutti i possibili sistemi di valori compatibili con la 

condizione k^y^<Cp^ otteniamo per essa (p^ — 1) (p^ — 1) 

(p^ — 1 ) =z (p (tt) valori congrui mod x ai numeri i?^ , /P^ , . . . Rn • • • > 
R(^(t:) inferiori e primi a tt. 

Indicando ora con R il resto di a^^^' " mod tt manifestamente 
primo a tt, si ha: 

co -^ ^ R . R — Px ' -^ ^^ ^' 
Osservando che i numeri R^^R sono congrui, benché in altro 
ordine, ai numeri /?» ed indicando con r\ il resto di Px • ^ si ot- 
tiene, ponendo i2„ . R ^ i?'» , 

come espressione della soluzione comune alle congruenze del pre- 
cedente sistema in corrispondenza agli indici [x e >. 

Supponiamo ora che per un certo valore di jx e X, vale a dire 
per un determinato sistema k^^j ftj„ . .. k^^ e per un certo p^, la 
dififerenza B!^ — r-^ se positiva (od il suo complemento se negativa) 
sia minore di a e diversa da zero : indicandola con a si avrà : 

e quindi: 

a . (T -f- Px =^ ^<u ^^ Pr 

Essendo k primo a p^ e p^ ad a, a or + p^^ non è divisibile per 
alcuno dei numeri primi inferiori ad a, ed essendo inoltre minore 
di a* si conclude che è un numero primo. 

Reciprocamente ogni numero primo compreso tra a ed a* si può 
porre sotto la forma ^ <y -f- Px ^ <C^ V^^ ^^^ sarà 

a . <r + p^ ^ h^ mod p^ i z= 1, 2, . . . . r 
e quindi: 
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ed infine (x ^ Z?'» — r\ mod % cioè <r = Bf^ — r-^ oppure 
d zzz Hf — r-.-^^. Segue da ciò che per ogni numero primo com- 
preso tra a ed a* (estremi esclusi) esiste un sistema di valori per X 
e jA pei quali la diflferenza Bfy^ — ^*x ^ positiva (il suo complemento 
se negativa) è minore di a. 

2.® Siene ora q, q' due numeri primi maggiori di a e minori 
di a*. Avremo « • <r + p^^ z=zq,a .(t' + py^=iq' e per quanto precede : 

Poniamo ora che sia p^ rz p^/ : dovrà essere manifestamente [a 
diverso da ^' poiché altriménti risulterebbe a zzi <r'. 

Concludiamo quindi che a due numeri primi compresi tra a ed a* 
corrispondono due sistemi di valori diversi per gli indici p-, X. 

Reciprocamente, sieno X, j^; X', [i' due coppie diverse per le quali 
si abbia: 

^^ = ^^ — n ) 

. > mod w 

V5^' = ^^' — a' J 
e supponiamo che, essendo le precedenti difierenze se positive (o i 
complementi se negative) entrambi minori di a, i due numeri primi 
a ff -f- PX , « • ^' + ^X' risultino eguali. 
Tale ipotesi porta di conseguenza 

p^ ^ Pj^/ mod a 

che non è ammissibile altro che nel caso particolare pj^ zzi py av- 
verandosi il quale, dovrebbe pur essere a = <y' e quindi sussistere o 
r una l'altra delle due eguaglianze : 

la prima qualora le due diflferenze abbiano lo stesso segno, la se- 
conda qualora abbiano segni opposti. 

Ma r ipotesi p^^ rz: p^' porta di conseguenza ry^ '=z r^f quindi le 
due precedenti eguaglianze si riducono alle due assurde : 
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A due diverse coppie di indici non può quindi corrispondere lo 
stesso numero prirao. 

3® Riassumendo quanto si è dimostrato nei due paragrafi pre- 
cedenti e tenendo presente il significato dei simboli adottati e Tipo- 
tesi TU > a, si può enunciare il seguente 

Teorema. « Il numero dei numeri primi compresi tra a ed a* 
(estremi esclusi) coincide col numero delle coppie di indici X, jx per 
le quali la corrispondente differenza H!^ — r^ se positiva (il suo 

complemento se negativa) risulta ^minore di a » . 

Nota. La dimostrazione si appoggia airipotesi ^ >• a : valendosi però della 

proposizione di Tchbbichef secondo la quale per n >• 7 esiste sempre un nu- 

n 
mero primo tra -j- ed n — 2, si può provare che tale ipotesi è sempre am- 

missibile da un certo valore di a in poi. 

U- SCARPIS. 



SULLA FORMA DEL QUOZIENTE 

NEL TEOREMA DI FERMAT 



1 . L'astronomo Giovanni Plana nella sua Mémoire sur la théo- 
rie des Nombres (Accademia delle Scienze di Torino 1860), osservò 
che gli analisti si erano limitati a dimostrare in modi diversi la 

divisibilità di oF — a, per il numero primo p e si propose perciò 

a* — a 
di determinare la forma del quoziente — 

La forma ottenuta dal Plana si può con metodo assai più semplice 
e spedito ricavare dalla seguente identità 

(«,+ 1)» _ a* = (P) <^i + g)a^ + .... + (p^j) a, + 1. 

facendo in essa successivamente 

a? = 1, 2, 3, .... (a — 1) [1] 

e sommando membro a membro le (a — 1) eguaglianze; se con s^ 
indichiamo la somma delle potenze i""® dei numeri della serie [1], 
avremo, fatte le riduzioni, 

«'-« = © Vi + © v. + •••• + (p - 1) *. 
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e da questa forma non solo risulta la divisibilità del primo membro 

per il numero primo p, essendo i coefficienti binominali (^j (2) ^^' 
divisibili per il numero primo p, ma si ottiene ancora, osservando 



(p-l)(p-2)(p-3)....(p-^+l) 

e questa è appunto la forma ottenuta dal Plana. 

Il calcolo delle s^ è però talmente laborioso quando aep sono 
numeri grandi, da suggerire la ricerca di una forma più acconcia 
al calcolo numerico ; questo è appunto lo scopo della presente nota. 

2. Siene dati p gruppi di elementi tutti fra loro differenti 
G^, G^j G^y ... Gè ciascun gruppo sia composto di a elementi; 
fra le combinazioni semplici della classe p formate colle totalità 
degli ayC^p elementi, alcune conterranno elementi scelti da un solo 
gruppo (quando a > p), altre elementi scelti da due gruppi, da 
tre, ecc. e finalmente alcune conterranno elementi scelti da tutti i 
gruppi ; indicheremo il numero di tali combinazioni rispettivamente 
con C,, C^. . .C . . .C. 

Scelti r gruppi fra i p dati, è chiaro che il numero delle combi- 
nazioni contenenti elementi scelti da ciascuno di tali gruppi, può 
essere rappresentato da 

2(0(0© (0 

dove 

a(a — l)(a — 2) ....(a — 1^+ 1) 



(i)= 



1.2.3...»^ 

e la somma va estesa a tutte le soluzioni della equazione 

in numeri interi positivi, non nulli. 

E poiché la scelta di r gruppi dai p dati si può fare in (^) 
modi differenti, cosi avremo 

e, = (^) 2(0(0 (0 
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e siccome sommando tutte le C otteniamo il numero totale delle 
combinazioni semplici degli a X P elementi della classe p, avremo 

('?') = © © + (1)20 (•) 

+®s(-)(y(o+-+e)20(?.) (?)+.- 

■■•■+©s(-)0(y 

dove in ciascuna sommatoria le i devono assumere valori interi posi- 
tivi non nulli la cui somma deve essere eguale a p. 

Ora l'ultimo termine ha evidentemente il valore (f per cui, se 
notiamo che 

/« X P\ _ gp (ap —l){ap — 2)....lap — {p— 1)] 
\ P ) 1.2.3 ....(p— \),p 

=3 a -f" multiplo di p, (quando p è primo) 

resterà dimostrata la divisibilità di a^ — a per il numero primo p 
e al tempo stesso si avrà modo di calcolare il quoziente. 

Il calcolo del quoziente viene in tal modo a dipendere dalle 2> 
e poiché anche queste non sono immediatamente calcolabili, cer- 
chiamo di trasformarle in espressioni più convenienti. 

(Continua). F. PaNIZZA. 



-OM 



LA LEGGE DELLE INVERSE 



Neirinsegnare Taritmetica razionale sarebbe utile far conoscere agli alunni 
la legge delle inverse presaga poco sotto la forma seguente. 

1. Si suppongano dimostrati questi due teoremi: 

Se la differenza di due numeri è divisibile per un numero, quei due 
numeri divisi per quest'ultimo daranno uguali resti. 

Se due numeri divisi per un numero danno resti uguali^ la differenza 
dei due primi numeri sarà divisibile per il terzo. 

In ciascuno di questi teoremi, come accade di tutti, vengono affermate due 
proprietà : una di queste è ammessa come data, e costituisce la ipotesi del teo- 
rema, Taltra si mette in evidenza, si deduce, si ricava col ragionamento, e co- 
stituisce la conclusione o la tesi. Nel caso attuale, si vede inoltre che Tipotesi 



— 17 — 

deirun teorema costituisce ]a conclusione dell'altro : onde così fatti teoremi si 
dicono inversi o reciproci ('). 

2. Giova subito notare che non è sempre lecito d'invertire una proposizione. 
Per es., essendo 5 e 3 gli addendi, il totale, sarà 8 ; ma, inversamente, non si 
potrà affermare che, essendo 8 il totale, gli addendi debbano essere 5 e 8. Cosi 
pure, ammetlendo che un numero divida due numerì, si può concludere che 
divide la loro somma ; ma, inversamente, ammettendo che un numero divida la 
somma di due numeri, non è lecito concludere che dividerà questi due ; ecc. 

3. Quando due proprietà sono cosi col legate che, verificandosi Tuna, si ve- 
rifichi necessariamente anche Taltra, allora se Tuna non si verifica, necessaria- 
mente non si può verificare neppure l'altra. Per es., se due numeri, divisi per 
un numero^ non produc-ono uguali restia la differenza di quei due primi nu- 
ìneri non potrà essere divisibile per il terzo ; poiché, diversamente, i due nu- 
meri, divisi per quel terzo, dovrebbero dare resti contemporaneamente uguali e 
disuguali ; il che è contrario al noto principio di logica, detto principio di con- 
traddizione < una cosa non può al tempo stesso essere e non essere »• Così 
pure : se la differenza fra due numeri non è divisibile per un numero^ quei 
due numeri divisi pel terzo non daranno uguali resti ; poiché, diversamente, 
la differenza di due numeri dovrebbe contemporaneamente essere e non essere 
divisibile per un terzo. 

4. I due teoremi enunciati all'articolo precedente sono pure inversi Tuno 
dell'altro, ma, confrontati con quelli riportati all'art. 1, si vede che l'ipotesi e 
la conclusione in uno dì essi sono le proprietà contraddittorie o negative ri- 
spetto a quelle costituenti l' ipotesi e la conclusione in uno degli altri : laonde 
il r teorema dell'art. I e il 2^ dell'articolo precedente si dicono contrarj o 
opposti l'uno dell'altro, e così pure sono contrarj fra loro il 2** dell'art. 1 e 
il 1* dell'articolo precedente. 

5. Qui pure giova avvertire che non tutte le proposizioni possono essere 
contraddette. Per es., un numero che divide due altri, divide anche la loro 
somma ; ma, contrariamente, ammesso che un numero non divida due altri, non 
é lecito concludere che non divide la loro somma Per es. 3 non divide 1 1 e 4, 
eppure divide la loro somma lì -}- 4, 

6. L'art. 3 fa vedere che: 

Dimostrati due teoremi inversi, si possono -ritenere dimostrati anche i 
laro contrarj. 

Inversamente, è facile persuadersi che : 

Dimostrati due teoremi contrarj, si possono ritenere dimostrati anche i 
loro inversi. 

7. Queste due proprietà costituiscono la legge delle inverse che domina in 
ogni parte delle matematiche ; e che può esprimersi più concisamente così : 

Dimostrato un teorema, si può ritenere dimostrato il contrario del re- 
ciproco. 



(*) Avrerto una volta per tutte ohe questi miei saggi di matematfea elementare, che conten- 
gono nella sostanza cote notissime, sono scritti per gli alunni deUe scuole secondarie. Di qui la 
ragione di taluni particolari che per 1 docenti sarebbero soTorchi. 
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Infatti, si consideri un teorema del tipo generale seguente: 

Se riguardo a un dato soggetto S sussiste una certa proprietà I, sussi- 
sterà pure simultaneamente una certa proprietà T per quel medesimo soggetto. 

Il contrario del suo reciproco sarebbe : 

Se riguardo a un dato soggetto S non sussiste una certa proprietà T, 
non potrà simultaneamente sussistere una certa proprietà I per quel medesimo 
soggetto. 

Ora, ciò dovrà appunto accadere, poiché diversamente, sussistendo la pro- 
prietà 7, sussisterebbe la proprietà T, pel primo teorema, e quindi questa pro- 
prietà T dovrebbe contemporaneamente sussistere e non sussistere. 

È facile vedere che, inversamente, le due proprietà delfarticolo precedente 
sono conseguenze di quest'ultima, poiché, p. e., dimostrati due teoremi inversi, 
saranno veri ì contrarj dei loro inversi. 

Inoltre si osservi che il contrario deWinverso è lo stesso che Vinverso del 
contrario, 

8. Accade talora (di rado in Aritmetica, più spesso in altre parti della Ma- 
tematica) che la ipotesi di un teorema si compone di varie proprietà anziché 
di una. Per es. nel teorema : se un numero divìde il prodotto di due numeri 
ed ò primo con uno di essi, dividerà Taltro ; Tìpotesi è costituita da due pro- 
prietà ipotesi parziali. 

In tal caso si possono alle volte combinare queste proprietà in guisa da 
formare altri teoremi, i quali, estendendo opportunamente le definizioni date, si 
possono chiamare inversi, contrarj, ecc.. 

9. Quando due proprietà sono collegate per modo che verificandosi Tuna, 
si verifichi necessariamente Taltra, allora, anziché enunciare separatamente i 
due teoremi inversi che ne derivano, se ne forma uno solo che si enuncia cosi : 

La condizione necessaria e sufficiente affinchè si verifichi una di quelle 
due proprietà è che si verifichi V altra, E talora anche cosi : Una di quelle due 
proprietà si verifica allora, e allora soltanto^ quando si verifica Valtra, 
Per es., si attribuiscano a un numero le due proprietà seguenti : 
a) la somma delle sue cifre é divisibile per 9 ; 
h) il numero é divisibile per 9. 
Ora é noto che: basta, é sufficiente^ che si verifichi la prima perché neces- 
sariamente si verifichi la seconda ; basta^ é sufficiente, che si verifichi la seconda 
perché necessariamente si verifichi anche la prima. 

Quindi, questi due teoremi reciproci si riuniscono in uno solo così: 

La condizione necessaria e sufficiente affinchè un numero sia divisi- 
bile per 9 è che sia tale la somma delle sue cif)re, anche cosi: Un numero 
è divisibile per 9 allora, e allora soltanto, quando è tale la somtna de^le sue 
cifre, 

10. Come si é notato, non sempre una proposizione potrà invertirsi. Infatti 
può accadere che, mentre Tafiermazione di una certa proprietà, non basta, non 
è sufficiente, senza l'aggiunta dì una o più altre, per dedurne un'altra; inver- 
samente, TafFermazione di quest'ultima basti, sia sufficiente, per ricavarne la 
prima. 
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Per 68., non basta^ non è sufficiente che un numero divìda il prodotto di 
due numeri, per poter dire che dividerà anche uno dei fattori*; bisogna aggiun- 
gere che il numero è primo con Taltro fattore. Invece, hasta^ è sufficiente, che 
un numero divida uno dei fattori, perchè necessariamente divida anche il pro- 
dotto Q. Ciò potrà esprimersi brevemente cosi : 

La condizione necessaria, ma non sufficiente, affinchè un numero divida 
uno dei due fattori di un prodotto è che divida questo prodotto. Ovvero, la con- 
dizione sufficiente^ ma non necessaria^ affinchè un numero divida un prodotto 
di due fattori è che divida uno di questi fattori. 

1 1 . Accade talvolta che da differenti proprietà non coesistenti, quando siano 
trattate separatamente, ne derivi una sola di natura essenzialmente diversa dalle 
prime. In tal caso si vede che, se verificandosi una qualunque delle prime, si 
verifica necessariamente anche l'altra e soltanto questa, inversamente, il verifi* 
carsi di questa, non basta, non è sufficiente, per poter affermare la sua coe- 
sistenza con una delle prime. Ciò significa che: 

La condizione sufficiente, ma non necessaria^ affinchè si verifichi quella 
proprietà è che si verifichi una delle prime. Ovvero, la condizione necessaria, 
ma non sufficiente, affinchè si verifichi una delle prime è che si verifichi queUa 
proprietà ; e questo purché, come si è detto, quella seconda proprietà si verifichi 
soltanto quando è verificata una delle prime. 

Prenderemo un esempio dalla geometria. 

Se due angoli sono: opposti al vertice, o retti, o formati da lati paralleli 
(diretti ecc.), o da lati perpendicolari (disposti ecc ), essi angoli saranno neces- 
saviamente uguali. 

Ma, inversamente, non basta, non è sufficiente, sapere che due angoli sono 
uguali per poter dire che essi saranno, p. e., opposti al vertice, o retti, ecc. 
Onde sì dirà: 

La condizione necessaria, ma non sufficiente, affinchè due angoli siano 
opposti al vertice*, ovvero abbiano i lati paralleli, (diretti ecc.) o i lati perpen- 
dicolari (disposti ecc.) o siano retti, è che siano uguali. Ovvero la condizione 
sufficiente, ma non necessaria, affinchè due angoli siano uguali, è che siano op- 
posti al vertice, ovvero che abbiano i lati paralleli (diretti ecc.), ovvero che 
abbiano i lati perpendicolari (disposti ecc.), ovvero che siano retti. 

12. Per ultimo, come complemento alla legge delle inverse esporremo il se- 
guente princìpio: 

Se si sono dimostrati n teoremi, relativi a un medesimo soggetto S, e Be 
le ipotesi di questi teoremi sono tutte quelle possibili riguardo a un determi- 
nato argomento, cosicché di queste n ipotesi I^, I^, I^, .,., I debba sempre 
necessariamente verificarsene una, e se le tesi T^, T^, Tg, . . . , T^ di questi 
teoremi sono incompatibili fra loro, cosicché, verificandosene una, non possa 
contemporaneamente avverarsene un'altra, allora si potranno senz*altro ritenere 
come dimostrati gli n teoremi inversi. 

(*) Sarebbe qnaai Inutile «yvertlre che in qaetti teoremi di dlvlAÌbilItà| qoando si dlee numero 
•*intende tempre numero intero. 
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Infatti, il soggetto S deve sempre avere una delle proprietà /; quindi anche 
quando S abbia per esempio la proprietà T^^ dovrà verificarsi una delle /, e 
precisamente la 7^, poiché, se invece si verificasse ad esempio la 73, allora si 
verificherebbe pure la T^, e allora sussisterebbero simultaneamente le proprietà 
T^ e Tg, il che è impossibile. 

Per es., tre ipotesi sono possibili sulla grandezza relativa dei termini di una 
fcazione: 

a) il numeratore è minore del denominatore (frazione pura); 

b) il numeratore è maggiore del denominatore (frazione spuria); 
e) il numeratore è uguale al denominatore (frazione uguale al). 

Ora, aggiungendo ai due termini della frazione uno stesso numero, si ha 
che nel primo caso la fra/ione cresce di valore, nel secondo diminuisce, nel 
terzo non cambia. Così, relativamente a questo soggetto e in ordine a siffatto 
argomento e alle proprietà ammissibili, si possono enunciare tre teoremi, e sol- 
tanto tre. Allora, per il principio enunciato, sussistono necessariamente i teoremi 
reciproci, come si può vedere dimostrandoli per esclusione. Per esempio, si avrà: 
Se aggiungendo uno stesso numero ai due termini di una frazione, questa 
cresce, la frazione sarà pura. 

Poiché se tale non fosse, essa sarebbe maggiore o uguale ale quindi, con 
Taddizione di uno stesso numero ai suoi due termini, essa diminuirebbe non 
cambierebbe di valore. Cioè, aggiungendo uno stesso numero ai due termini di una 
frazione, essa dovrebbe contemporaneamente aumentare e conservare il suo valore. 

13. Chiuderemo questo cenno sulla legge delle inverse, la quale, come si è 
detto, domina in ogni parte della matematica, con il seguente esempio aritmetico 
molto istruttivo. 

Il denominatore di una frazione ordinaria irreducibile può contenere soltanto 
i fattori 2 e 5, oppure fattori diversi da questi, oppure tali attori 2 e 5 in* 
sieme con altri ; e non può accadere altrimenti. Ammesse tali proprietà, si può 
dimostrare ordinatamente che la frazione darà luogo a un numero decimale 
finito, oppure periodico semplice, oppure periodico misto. Ora, in base al prin- 
cipio precedente, sussisteranno i teoremi reciproci ; e, inversamente, dimostrati 
prima questi teoremi reciproci, si potranno prima ritenere dimostrati i primi. 
Neirun caso nelPaltro, i nuovi teoremi si dimostrano per esclusione ; e tutti 
e sei i teoremi, combinati a due a due, si compendiano nei tre seguenti : 

a) La condizione necessaria e sufficiente affinchè una frazione ordinaria 
irreducibile si converta in un numero decimale finito, è che il suo denomina- 
tore contenga i soli fattori 2 e 5. 

b) La condizione necessaria e sufficiente affinchè una frazione ordinaria 
irreducibile si converta in un numero decimale periodico semplice, è che il suo 
denominatore non contenga alcuno dei fattori 2 e 5. 

e) La condizione necessaria e sufficiente affinchè una frazione ordinaria 
irreducibile si converta in un numero decimale periodico misto, è che il suo 
denominatore contenga almeno uno dei fattori 2 e 5 insieme ad altri. 

Nervi, novembre 1894. 

Giovanni Garbieri. 
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TEMI DI HATEHATICA DATI PER L' ESANE DI MATURITÀ 

IN GINNASI E SCUOLE REALI SUPERIORI DELL' AUSTRIA-UNGHERIA 

alla fine degli anni scolastici 1891-92 e £892-93 

(Continuazione : V. pag. 27, 55, 97, i48 e 184 deUanno IX). 

Vienna : ». r. Ginnasio sup. nel XVII Circ. — 1 . Se ai quattro termini di 
una progressione aritmetica s'aggiungono rispettivamente i numeri 5, 6, 9, 15 
si ottiene una progressione geometrica. Quali sono le due progressioni ? 

2. Quali sino gli angoli di un triangolo nel quale due lati stanno come 
2:3 e gli angoli opposti come 1 : 2 ? 

3. L'altezza d'un cono retto è A = 8 cm., l'angolo al vertice 2a = 28*48'; 
qual è il volume di quel settore sferico del quale il cono dato forma il com- 
plemento ? 

4. Si domanda l'equazione di quel cerchio che passa pel punto (5,9^ e tocca 
la retta 4a7 + 3y + 3=:0 nel punto (—3,3). 

Vienna : Ginnasio comunale sup, nel XIX Circ. — 1. Quali numeri hanno 
la proprietà che tanto la differenza delle loro terze potenze quanto la somma 
dei loro quadrati aumentata del loro prodotto è uguale a 19? 

2. Due amici risparmiano alcunché del loro denaro per un viaggio da farsi 
nelle vacanze. Il primo mette da parte da prima 2 fiorini e quindi ogni mese 
successivo 1 f. di più che nel mese precedente; il secondo comincia un mese 
più tardi mettendo da parte prima 3 fior, e quindi ogni mese successivo 1 ,50 f. 
di più che nel precedente. Per quanti mesi devono risparmiare amhedue onde avere 
assieme la somma di 96,50 f., e quanto spetta a ciascheduno ? 

3. Si ha da calcolare la superficie di una piramide ottagonale regolare che 
ha l'altezza di 12 dm. e la cui massima sezione diagonale misura 60 dm.^. (Ri- 
sultato esatto in cm.^. 

4. L'ellisse 1 6 ot' 4- 252/*= 400 viene tagliata da una retta che passa per 
quel punto dell'asse delle ascisse che ha l'ascissa — 4 e fa con questo un an- 
golo di 45^. Qual è l'angolo acuto che racchiudono le tangenti guidate pei due 
punti d'intersezione? 

Vienna: *. r. Ginnasio sup, accademico. — 1. Due corpi partendo dallo 
stesso punto si muovono in direzioni opposte sulla periferia d'un cerchio. Il 
primo fa nel primo secondo 3^ ed in ogni secondo successivo P di più, il se- 
condo fa nel primo secondo l^y ed in ogni secondo successivo 6^ di più che 
nel precedente. Quando si incontreranno i due corpi la prima e la seconda volta? 

2. La somma dei due lati a e & di un triangolo è di d=\0 maggiore del 
terzo lato e. Gli angoli sono a = 43036' 10", p=ll«15'16", y= 124*58'34". 
Calcolare i lati. 

3. Ad una sfera col raggio r ò circoscritta una piramide quadratica rego- 
lare la cui base ha la diagonale 4 r. Calcolare la superficie ed il volume della 
piramide e l'angolo d'inclinazione delie faccie laterali colla base. 
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4. Un ramo deiriperbole coi semiassi a e & ha comune il vertice e Tasse 
con una parabola. Gli assiototi deiriperbole sono tangenti alla parabola. Si de- 
termini il parametro della parabola e le coordinate dei punti di contatto. 

Trento: ».r. Ginnasio sup. - Ses. it. - 1. 1. ^x+j/y=j/x{]^go — f^y)+2; 

II. 3 (j/x+y^ = Vyi?v^+y^ — 7. 

2. I. 07* + y« — 2 a y cos (p = 144, II. o^y sen <p = 36, III. a + y = 28. 

3. Risolvere un triangolo obliquangolo dati h — e = 1 25,5, p — y =75® 1 3' 19", 
a=201,8. 

4. Una retta interseca gli assi alle distanze o?^ = 4, y^ = 5. Fra questa retta 
e Tasse delle ordinate si trova un cerchio che tocca le due rette e il cui cen- 
tro ha Tascissa p=\, QuaTò Tequazione di questo cerchio? 

Trento : t. r. Ginnasio sup, - Sez, tedesca. — l . Una società di 25 persone, 
uomini, donne e ragazzi, consuma in un'osteria 33,6 f.; ogni uomo cioè 1,75 f. 
ogni donna 1 ,20 f. ed ogni ragazzo 0,7 f.. Quanti erano gli uomini, quante le 
donne e quanti i ragazzi ? 

2. Un triangolo rettangolo ABC {C = 90°) ruota intorno ad un asse pa- 
rallela Si BC; quanto importano superficie e volume del corpo di rotazione se 

c = 29 ed a = 43«36' 10"? 

2 8 

3. La parabola y* = 4 a? viene tagliata dalla retta y ^ -^a -j- ~?^ • Si deve 

calcolare il segmento parabolico separato dalla retta. 

4. (In alternativa col 3>. I tre vertici di un triangolo hanno le coordinate 
A(a,,r=-15, y,= -15),B(a;,= -3,y,= 15), C («3 = 15, yj = - 3). 
si cerchino le coordinate del centro del cerchio circoscritto. 

Rovereto : t . r. Ginnasio sup. — 1 . Un debito di 758000 f., per il quale 
si deve pagare il 6 ^(^ d'interesse composto, viene estinto in 10 anni col paga- 
mento di 1 rate eguali versate alla fine d* ogni anno. Si domanda il valore 
della rata. 

2. La superficie totale di un cono retto è -^r- di quella della sfera, che 

ha per raggio il semiperimetro della sezione passante per Tasse. Che lato e 
che volume ha il cono, se la superficie della sfera è s = 3260 dm^ ? 

3. La base di un trapezio isoscele è a z= 17 dm. i lati non paralleli val- 
gono ciascuno c= 10,7 dm, Tangolo racchiuso dalle diagonali è a = 100® 12^ 
Si domanda il valore degli elementi del trapezio. 

4. Le equazioni di due cerchi sono (x — 3)' 4- y' = 16, a?* + (y + 1)*=3 9. 
Che superfìcie ha il triangolo avente per vertici i due punti d'intersezione e il 
centro del secondo cerchio ? 

Trieste: Ginnasio comunale sup. — 1. L f^y— Va? = 

j/oc + y —yixy 4-a?— ~y + 9; U. j/x — y l V'20 — a = 3 : 2. 

2. Un serbatoio d'acqua può venir riempito mediante i tubi A e P in 35 
minuti, e mediante i tubi J9 e C in 70 minuti. In quanti minuti può esso venire 
riempiuto mediante ogni singolo tubo ? 

3. Si calcoli il volume di un tronco piramidale che abbia la base B = 
all'ottagono regolare inscritto ad un cerchio col raggio = 2 m, e la base B^ = 
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alFottagono regolare circoscritto al medesimo cerchio, e T altezza == alla di- 
stanza dei punti Af^ = (4,6) ed Afg = (10,14). 

Trieste: t. r. Ginnasio sup. — 1. La somma dei tre primi termini di 
una progressione geometrica è 52; la differenza dei quarto e secondo termine 
sta alla differenza del secondo e del primo come 12: 1. Qual* è la progressione? 

2. La superfìcie laterale d* un cono retto è di 1 dm^ 88 cm^ 49 mm*, 
rangole al vertice della sezione assiale è 73^44'21,4'^ Il cono è inscritto in 
una sfera. QuaF è il volume del segmento sferico che poggia sulla base del cono ? 

X 17 

3, Un cerchio passa pei punti d*intersezione delle tre rette yz=—--\ — — , 

y = — a+lf y = 3a? — 19 e viene segato dalla retta y=:a;+ li» Qual' è 
l'area del triangolo determinato dalla corda e dal punto (1 1,14) del cerchio ? 

Vienna: t. r. Ginncuio sup. zu den Schotten, — 1. In una proporzione la 
somma dei termini estremi è !=3 24, quella dei termini medi = 16 e la somma 
dei quadrati di tutti i termini è = 580. Qual è la proporzione ? 

2. Si cerchi Tangolo la cui tangente trigonometrica è- 32 volte la differenza 
fra la quarta parte del sono dell'angolo doppio e la terza parte del seno dell'an- 
golo semplice. 

3. Sviluppare completamente (2 — }/ — l)*. 

4. Le equazioni di due circoli sono a?* + y* = yr] ®(^ — ^^"9/ "^ 

y' = I — j. Si determini Tarea del triangolo che è compreso fra le due tan- 
genti esterne e la corda comune. 

/'Sy —~2x I 4y 

Vienna : t. r. Ginnasio delVAcc. Teresiana, — L'I/- ^4-Ì/o 

y y y ^y — ^a? 

= 2j/2, 3(aj«+l) = (y+l)(y-a;+l). 

2. In una progressione geometrica di termini reali la somma dei tre primi 
termini è= 14, ed il loro prodotto ^ 64. In una progressione aritmetica invece 
la somma dei tre primi termini è =12 ed il loro prodotto =48. Qual ter- 
mine della progressione geometrica concorda col 512® termine della progressione 
aritmetica ? 

3. Un triangolo col lato c«=: 156 cm. e gli angoli adiacenti a = 46°23'50" 
e p = 61®55'39'' forma la base di un prisma obliquo che ha' gli spigoli late- 
rali 5=! 128,624 cm. ed inclinato di cp = 7r40'3r' versò la base. Quale è il 
volume del prisma ? 

4. Dal punto (4,0) è guidata una tangente all'iperbole 9»^ — 25y* = 225, 
la quale taglia gli assintoti nei punti C^ e C^, Si determini il luogo geometrico 
dei centri di tutti i circoli che passano per questi due punti, e si ricerchi la 
sua posizione rispetto alla normale dell'iperbole che corrisponde a quella tan- 
gente. 

Vienna : Ginnasio reale sup» comunale Leopoldstadt, — I . Un tale pone 

ad interesse composto del 4 — ^j^ per 12 anni, alla fine di ogni anno, 762,13 f.. 
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Per quanti anni potrà egli poi ricevere, pure alla fine d'ogni anno, 2000 f. 
affinchè capitale e frutti vengano consumati? 

2. yJO + 3x — ;/l4 — 2ar= yW^^^2so. 

3. In una piramide triangolare gli spigoli alla base sono a ==: 600, b = 450, 
c = 210. I tre spigoli laterali sono eguali a 2 £=626. Qual è la superfìcie di 
un parallelepipedo rettangolare equivalente, se i tre spìgoli di questo stanno fra 
loro come 14: 18:25? 

4. Sotto quali angoli taglia la parabola y^ = S x quella retta che passa per 
i punti (—2,8) e (3,3)? 

Wiener Neustadt: t. r. Ginnasio sup. — l. Qual è il lato più corto e 
quale il più lungo di un triangolo rettangolo, che ha Tarea di 138 m.^ se un 
angolo importa 27^^53'? 

2. Per tre punti (2,3), ( — 2,3) e (0, — 2) si conduca un circolo, lo si 
consideri come base di un cilindro equilatero e si calcoli il volume e la super- 
ficie del cubo inscritto in questo cilindro. 

3. I. a* — 2 a?y + 3 y« = 33, li. Sco^ + 14 ojy + 6 y« = 291. 

4. Tre fratelli dei quali il più vecchio ha ora n^ = 18 anni, il medio n^s=: 
16 anni ed il più giovane ng=13anni, hanno ricevuto, ognuno all'età ^di 
tn= 10 anni, un regalo c= 1500 f., il quale fu impiegato all'interesse com- 
posto del p = 4 •Z^, Devono fondare un' impresa tostochè abbiano insieme e, = 
10000 f. Quanto devono aspettare? 

Gorizia: t. r. Ginnasio sup, — 1. I. a?* 4- y'* = 706, II. a — y = 2. 

2. In una fabbrica, dopo l'introduzione di una macchina a vapore, vengono 
licenziati 45 operai, dei quali 40 ricevevano una mercede settimanale di 9 f. e 
gli altri una mercede settimanale di 1 1 f.. La fabbrica impiega il risparmio cosi 
ottenuto alla fine d'ogni anno come rata d'ammortizzazione pel pagamento della 
macchina, la quale si trova così pagata intieramente alla fine del 22' anno. 
Qual'era il prezzo originario di questa? (5 ^/^ d'interesse). 

3. Nei punti d' intersezione del circolo a' + y* = ^7 e dell' ellis^ 

|-j-r-) 4- 1-^-) = 1 si devono guidare tangenti ad ambedue le curve e calco- 
lare gli angoli da esse formati coll'asse delle ascisse. 

Zara: t. r. Ginnasio sup, — l.Un tale vuol pagare per 21. anni di se- 
guito al principio d'ogni anno una somma determinata, affinchè scorsi quelli 
anni egli medesimo od un altro individuo possa per dieci anni di seguito per- 
cepire una rendita di 1000 f. pagabili alla fine di ogni anno. Quale sarà la 

somma da pagarsi annualmente, se si calcola il 3 -^ ^/^ d'interesse composto ? 

2. Il perimetro di un triangolo è di 20 m., la sua base è di 5 m. minore 
della somma degli altri due lati, la somma dei quadrati di tutti e tre i lati è 
di 1 49 m.* ; si calcolino i lati e gli angoli del triangolo ed il volume del corpo 
generato dalla rotazione del triangolo intorno alla sua base. 

3. Date le coordinate di tre punti «c^ = 2, y^ = 1 ; «^ = 3, y^ = I ; 
073==: 6, y3=4, si trovi la superficie ed il volume della sfera che ha per 
cerchio massimo il cerchio che passa per questi tre punti. 
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Bolzano: Ginnasio sup, dei Francescani, — 1. 8ena7+ li=2cos«. 

2 Una progressione aritmetica ed una progressione geometrica accordano 
nel primo e secondo termine; il terzo termine della {irogressione geometrica è 
eguale al quarto termine della progressione aritmetica. Qual' è in ambedue le 
serie la somma dei primi 20 termini ? 

3 Sopra Tipotenusa di un triangolo rettangolo isoscele col cateto a è co- 
struito un quadrante di cerchio ed un semicerchio; si calcoli la superficie ed 
il volume del corpo che viene descritto se la figura compresa dai due archi 
ruota intorno alla loro simmetrica. 

4. Dal punto A ( — 1,3) sono guidate due tangenti alla parabola y*==16ay, 
si trovi Tarea del triangolo compreso dalle due tangenti e dalla corda di con- 
tatto. (Costruzione). 

Meran : i. r. Ginnasio sup, — 1. Una rendita annuale di 1 1 00 f. che dura 
ancora 15 anni viene trasformata in un'altra di 900 f., quanto durerà il go- 
dimento di quest' ultima se si calcola il 4 ^ ^/^ d'interesse composto ? 

2. Risolvere un parallelogramfho datele diagonali e = 2,736, /*= 5,492 e 
l'area s = 4,3093. 

3 Un settore circolare di a** e di raggio r viene ripiegato a formare la 
superficie laterale di un cono ; qual' è la superficie totale ed il volume del cono ? 

4. Pel punto (2, 9) passano due tangenti al cerchio a;- -^ y^ = 30 ; quali 
sono le loro equazioni e che angolo formano ? 
{Continua), 

-4# ll I II I II l'Ill'! ^ 

PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE 

Nota sul problema del Malfòitti: In un triangolo inscrivere tre cer- 
chi tangenti fra loro. — Sia / il centro del circolo iscritto nel triangolo ABCy 
ed Af , iV, P i punti di contatto coi rispettivi lati BC, CA^ AB, Sulle biset- 
trici degli angoli B, C, A si trovano i centri 0^ , 0^, 0^ dei cerchi incogniti ; 
chiamando M^^M^^ le proiezioni dei centri 0^, 0^, sul lato BC,N^^ N^ quelle 
dei centri 0^, O^, sul lato CA, pongansi per brevità M^M -= m, MM^ = t? = N^N, 
NN^ = t, lM=^r, 0,Af, = p,, 0,Af, = 0,iV, = p,, O^N^^f^. Facil- 
mente si traggono le relazioni: 

Pipt=l-2-)' p*p3=l— 2~)' P3pi=v— 2— r 

dalle quali si hanno 

_ (w4.t7)(ti_-f^r) _ {v+ u){v + t) __ {t-\~u){t + v) , 

^^~~ ~2{v+t) V P«"" 2"(m+0 ' ^^ 2(« + t?) 

per la trigonometria ricavansi 

B u C V A t 

cot — = > cot --— = » cot 



2 r— p, 2 r — p, 2 r— p. 
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che sostituite nella nota identità 

ASC A B G 

cot — cot -g- cot -g- s= cot— + cot — -h cot — 

conducono all'uguaglianza 

uvt u V t 



(^ — P,)(»- — p2)(^ — Pa) '• — Pi ^ — P« *• — P3 

Ridotta a forma intera otteniamo 

r*» (tt + tJ + f)_r[p, (t?+0 + Pe(«+0 + P3 (» + «)] + 
«'PiPs + ^Pi P3 + *Pi P2 — «^' = 0, 

che per i surriferiti valori dei raggi p^, p,, Pj in funzione delle u, 9, f si tra- 
duce nella relazione 

4 r» (m + t? + — 2 r [(« + r) (t? + + (1? + (« + + (« + t?) {t + «)] 
+ «(* + «)*+ t?(*4-ti)*+ t(w + t>)* — 4ui?t = 0; 

il qual termine indipendente da r è identico al prodotto (u -f- (^ + (^ "j" ^) 
perciò si conchiude 

4r* (m + » + — 2 r [Cm + r) (t? + + (» + (" + + (<* + «?)(« + 03 

Da questa equazione si può ricavare ciascuna delle incognite v + ^ w -|- ^, 
V -^ t in funzione di r e dei rispettivi angoli B, C, A : infatti scrivendola 
4r« (« + — 2r (ti + v) (m + Q -f- (« + v) {u + t) {v + t) = 2r[{u + v). 
(t? + ') + (^ + (" "t" 0] — 4r*t< e togliendo 2 r (» -|- tf dai due membri, 
si trova 

[2r — (t? + ^)] [2r (t) + «) — (t# + t?) {u + t)] = 4ru {v + t — r): 

B r — p^ 2 r(p4-/) — (t< + t?)(K + f) 

e siccome tang -^r- = -^ = 7; — 7 — : — r^ ^» la prece- 

^2 u 2u(V'\'t) *^ 

dente diviene 

B 

[2r — (o 4- 01 (^ + = 2r cot — . (t> + f — r) ; 

da cui risulta « + * = ** y + tang -^-j = B/ -}- I^ — BM; similmente 
ottengonsi 

« 4- * a= r A + tang -A ^ CI + IM— CM, 

u + v = r\\ +tang-^) = AI-^-IN-^AN, 

e quindi 

(n-taiig4)(»+t»ngx) 
p, = r ^; , ecc.. 

1 + tang -r- 

U. Bellacchi. 
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Centro di gravità del trapezio. — Sia AB CD un trapezio i cui lati 
paralleli contengono rispettivamente p e q unità di lunghezza. Si bisechino A P, 
DC in E, F e à tirino BD, EF che si tagliano in H. 

Si ha 

A ABD: /\ BBC:: AB: DC::p : q::3p: 3q, 

11 centro di gravità del triangolo ABD si può considerare come quello delle 
masse 2p in E e p in D, Il centro di gravità del triangolo BDC è quello 
delle masse 2^ in 1^ e g in B. 

Ora 

EH : HF : : BH : HD :: BE: DF ::p: q 

e giacché le masse p in D e q in B equivalgono alla massa p -f- 9 in J7, equi- 
varranno alle masse p in F e q in E, Il sistema ha quindi per baricentro quello 
delle masse 2jp -f- g in E, p -^- 2q in F. 

Se 6r è il centro di gravità del trapezio, esso cade dunque su EF cosi che 

{2p + q) EGz=(p + 2q) FG, 

Quando si denotino i baricentri dei triangoli ABD^ BDC con L, 3f e si 
adotti la notazione di Mdsius, Tultima parte della dimostrazione si riassume 
brevemente cosi: 

(3p + dq) G^=i3pL + 3qM = 2pE + pD+ 2qF+ qB 
=z2pE+2qF+ (p + q)H=2pE+2qF+ qE + pF 

= i2p + q)E + {2q+p)F, 

E. M. Lanolet. 

Sull'ordine delle citte di un numero decimale. — Per ordine di 
una cifra decimale s*intenda il numero d^ordine del posto che essa occupa, 
contando a partire dalla cifra della unità e attribuendo a questo numero il 
segno -f~ il segno — , secondochè si conta verso sinistra verso destra. 

Da questa definizione derivano delle semplificazioni importanti per il calcolo 
dei numeri decimali; eccone alcuni esempi: 

I) Nella moltiplicazione di due numeri decimali, Fultima cifra del pro- 
dotto parziale, che corrisponde alla prima cifra del moltiplicatore, ha per ordine 
la somma degli ordini delF ultima cifra del moltiplicando e della prima cifra 
del moltiplicatore. 

Questo criterio è utilissimo per collocare la virgola, quando, nelPeseguire 
la moltiplicazione fra due numeri decimali approssimati, onde evitare una ap- 
prossimazione illusoria, non si calcolano tutte le cifre del prodotto (V., p. es., 
Faifofer, Elementi di aritmetica^ pag. 253 — Venezia, 1885). 

II) Nella divisione di due numeri decimali Tordine della prima cifra del 
quoziente è sempre eguale alla differenza fra Tordine della prima cifra del di- 
videndo e Tordine della prima cifra del divisore, a questa stessa differenza 
diminuita di una unità, secondochè, immaginando che la prima cifra del divi- 
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dendo e del divisore sia di ordine zero, il dividendo risulta maggiore o minore 
del divisore. 

Ili) La caratteristica del logaritmo di un numero è uguale al numero 
d*ordine della prima cifra di questo numero (che è, in sostanza, la regola data 
dal Gaillet, Tavole logaritmico-trigonometriche^ pag. II — Vannes, 1890). 

Livorno, dicembre 1894. 

G. Pesci. 

Sulla quistione 207'< — La soluzione da me data della quistione 207* Q 
non è che un caso particolare di una soluzione data dal Flauti nella sua 
Geometria di sito^ che risolve questo problema più generale: 

Dato un punto P e due rette AX, A^X^ terminate in A ed A^, tirare per 

SA tn 

P fra le rette AX e A.X, una trasversale P BB. tale che _ ^ — = — . 

* * * B^A^ n 

Per risolvere un tale problema egli premette il lemma seguente: 

Se sulle rette AX e A^X^ si prendono due segmenti AB ed A^B^ tali che 

AB m , OB m ^ 

— ; — ^r- = - - e SI prende ancora ^ _ = — , essendo 1 intei*sezione di 
A,B, n '^ OD n 

AX e A^X^ e D trovandosi su 0A^, si ha che B, D è o nulla o costante, al 

variare di B e B,. (") 

Oltre questi teoremi del Flauti, si riferiscono al medesimo ordine di idee 
questi altri non meno eleganti: 

1* Date le direzioni AX e A^X^ se si prende su di esse AB =^ A^B^ la 
congiungente dei punti medii 3f ed iV di A A^ e BB^ ò parallela alla biset- 
trice interna od esterna dell'angolo delle due direzioni^ secondochè AB ed A^B^ 
sono contate nel medesimo senso o in senso inverso. (*'*) 

Quindi: 

2° Rimanendo fisse le rette AX ed A^X^ e i punti A ed A^ se si tirano 
tante trasversali BB^ in modo che sia AB = A^B^ il luogo dei punti medii 
di BB^ si compone di due rette perpendicolari fra di loro, parallele alle due 
bisettrici dell'angolo (AX, A^X^). 

Infine: 

3^ Le rette BB| inviluppano due parabole tangenti ciascuna alle due dire- 
zioni date AX e A^X^ e all'una delle due rette, luoghi dei punti medii di BB^, 
Infatti la retta BB, taglia AX, A^Xj, la retta all'infinito e una di queste 
rette-luogo in quattro punti di una forma armonica. 

G. Scorza. 



(*) Vedere a pag. 83. 

(**) Vedi Flauti : Geometria di sito, pag. 261 e sezaenti. 

{*■**) Vedi Journal de Mathématiquet élimentaire$ pnbllé par H. Vuibbkt Anno XVIII, pag 29. 
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SOLUZIONI DELLE QUISTIONI 
171*, 202**, 205*, 206*, 207*, 208*, 210*, 

213** e 215**. 



17r. La retta B'C tirata per % piedi delle altezze BB', CC del triangolo 
ABC incontri in A" il lato BG e si condisca kk"' perpendicolare ad kk'\ 
Dimostrare che le rette A A''', B B'", G C" si tagliano in un punto. 

(Ved. F. Prime). 

Dimostrazione del Sig. E. LugarOy licenziato dal R. Liceo Garibaldi di 
Palermo. 

Sia A^ (Tav. I, fig. 7") il punto d'incontro di BE'' con CC\ Per il teorema 
di Menei^o applicato al /\ ACC\ i cui lati sono tagliati dalla trasversale 
J5B", si ha 

[1] AB. (f'A^ . CBf' = BC'' .A^C . B" A. 

Siccome A' A è bisettrice dell'angolo B> A! (f^ la A'C, ad essa perpendico- 
lare, sarà bisettrice delF angolo adiacente Bf' A' Bf \ quindi 

CB': CBf' = AB^ \ AB^' \ 

moltiplicando membro a membro con la [1] si ottiene 

AB . Cf'A^. CB' = B(r' .A^C. B'A 

e per il teorema di Geta, applicato allo stesso triangolo, considerando come 
trasversali le AA^^ CB, d' ^, si ha che queste tre rette passano per uno 
stesso punto A\ ossia il punto A^ si trova sulla AA\ In modo analogo si 
dimostra che B^, C^ sono rispettivamente sulle BB', Cff. 

Si faccia ^CA^B=zHA^B, ^ CB^E= HB^A.^y BC^F = RC^A, 
allora le Aj D, B, E, C^ F, essendo coniugate isogonali delle BA, , HB^^ H C^ 
nel /^ A, BjCp rispetto agli angoli CA^B, CB^A, BC^A^, concorrono in 
un punto Q. Si congiunga questo punto con A, B e C, 

Siano a, & ì piedi delle perpendicolari condotte da ad AA^\ BB^'. Il qua- 
drilatero ObC^a^ avendo gli angoli opposti supplementari, è inscrittibile: sono 
dunque eguali gli angoli bCyO, baO; ma è bC^O =^ E C^a^ è dunque 
baO =s nC^a. E siccome questi angoli hanno una coppia di lati perpendico- 
lari (C^a, Oa), anche i lati C^H^ ab dell'altra coppia sono perpendicolari; ma 
AB è anch'essa perpendicolare a C^H^ quindi AB è parallela alla ab. Simil- 
mente si dimostra che BC, CA sono parallele a bc, co. Ora due triangoli che 
hanno i lati paralleli sono simili : se non sono eguali hanno un centro di simi- 
litudine, che è il punto d'incontro delle rette che ne congiungono i vertici omo- 
loghi ; se sono eguali le tre rette sono parallele. Nel nostro caso però le AA^' 

(*) y. Alcuni UormU di gtometria, p. 1, n. 1. 
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BB!\ ce non sono concorrenti né parallele, quindi A^ B, C devono coinci- 
dere con a, bj e. Le AO, BO, CO coincidono perciò con le AA!'\ BB"\ CCf" 
che si tagliano in un punto 0. e. d. d.. 

Osservazioni — 1*. Sappianio che le sei proiezioni di due punti isogonali 
sui lati d*un triangolo sono concicliche e che il centro del cerchio è il punto 
medio della distanza dei due punti. Quindi il centro del cerchio ABC è il punto 
medio della J70* 

2'. Essendo i punti B, C, B\ C conciclici, si ha 

A"B.A"C=A"C.A"B'. 

Il primo membro rappresenta la potenza del punto A!' rispetto al cerchio ABC, 
il secondo membro la potenza di A!' rispetto al cerchio A! B^ C, cioè al cerchio 
dei nove punti (punti ortici, punti medi dei lati e punti medi delle distanze dei 
vertici dall' ortocentro). Similmente per B" e C. Quindi i punti A", B^\ C", 
essendo ciascuno di uguale potenza rispetto a questi due cerchi, si trovano in 
una retta (a&$e radicale) perpendicolare a quella dei centri, cioò ad EO, perchè 
il centro del cerchio dei nove punti è il punto medio della distanza di B. dal 
centro del cerchio ABC. 

202**. Dimostrare le seguenti soluzioni dei problemi: 



« Date in un piano due rette u, 
u' ed un punto \]\ tracciare^ con la 
sola riga, la retta che unisce U' al 
punto uu^ senza far uso di quest'ul- 
timo punto ». 

Si tirino le rette arbitrarie 1, l', p 
delle quali le prime due passino per 
U', e si ponga p (u, I) ^ N, L; 
ul ^ M; u'r ^ M'. Preso poi un 
punto arbitrario S dì M M', si ponga 
SN . u' = N', SL . r = L'. La 
retta N'L' taglierà p in un punto 
V della richiesta retta ; sicché quc' 
sta sarà la U'U". 



« Dati m un piano due punti U, 
U' ed una retta u', trovare con la 
sola riga^ il punto comune ad ìx' ed 
alla retta U 1)^ senza far uso di que- 
st'ultima retta ». 

Si segnino i punti arbitrari L, 
L', P dei quali i primi due giacciano 
sopra u', e si ponga P (U, L) e^ n, l ; 
UL^E=m; L'L'zim'. Presa poi 
una retta arbitraria s di m m' si ponga 
sn . U'=En', si . L'^T. Il punto nY 
sarà proiettato da P con una retta 
n" del punto richiesto; sicché questo 
sarà u'u". 



Far rilevare che le due precedenti soluzioni, mentre non richiedono mag- 
gior numero di costruzioni di quelle già conosciute, possono ciascuna servire a 
risolvere tanto il problema a sinistra che quello a dritta, (A. Del Re). 

Risposta del Sig. V, Columbo, studente nella R. Università di Napoli Q. 
Prendiamo a dimostrare la costruzione relativa al problema di sinistra. 
1 due triangoli LMN, V W N' (Tav. I, fig. 8') sono tali che le rette jLL', 
MM\ Nìf^ congiungenti i vertici corrispondenti, passano per lo stesso punto 



(*) Un^altn loliulone Tenne Inviato dal Stg. G. Scorna, iladeiito a Plaa. 
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S: ne segue che i lati corrispondenti si tagliano in punti clie sono in linea 
retta. Ma questa retta è determinata dai due punti l/^^LM. VM! y U"^=^LN . L'N' 
cosicché la retta If V" passa per il punto d' intersezione delle MN ^^u^ 

Questa costruzione richiede il tracciamento di otto rette come le altre cono- 
sciute. Inoltre essa si adatta anche alla risoluzione del problema a dritta. 

Invero (fig. 9*), preso un punto P ad arbitrio, si trova la retta congiun- 
gente P col punto u' , Ulf senza far uso della U If^ col mezzo della costru- 
zione precedente, come segue: 

Si tracci la retta l^^ P , U e scelto un punto A ad arbitrio di u' si con- 
duca i' ^ P , A e per 1/ una retta arbitraria p. Sia V ^^ p . L Si prenda 
sulla UÀ un pnnto S e pongasi Bz::^u\SU\ C^t .SY. La retta BC 
incontri p in un punto P'i la PP' conterrà il punto u . Ulf, il quale sarà 
perciò rintersezione di PP' con u. 

Correlativamente per il problema a destra. 

205*. I tre punii simmetrici di un punto M, preso sul circolo circoscritto 

ad w\ triangolo ABC, rispetto ai lati di questo^ sono in una retta^ e tutte le 

rette che si possono ottenere in tal modo^ al variare di M sul circolo, passano 

per uno stesso punto^ Vortocentro del triangolo, 

(G. BiASi). 

Dimostrazione del Sig. G, Scorza^ studente a Pisa. 

Dal punto M (Tav. I, fig. 10*) si abbassino sui lati BC, CA, AB del trian- 
golo ABC le perpendicolari JfD, ME ed MF: allora pel teorema di Simson (') 
i punti D, ^ ed jP sono sopra una medesima retta. Inoltre siano : H V orto- 
centro del triangolo ABC e K, N, G i punti ove la retta AH incontra le 
rette DE e BC e il circolo circoscritto, e si tirino le rette -M C, MG, DG, DH. 

I punti D, E, My C si trovano sopra una medesima circonferenza di dia- 
metro MC poiché gli angoli MEC ed MDC sono retti, dunque ^MCE-=z 
^MDE. Ma rangole MDE ò uguale air angolo DKN per essere la MD 
parallela alla KN e Tangolo MCA è uguale airangolo MG A perché insistono 
sul medesimo arco di cerchio, dunque sarà altresì ^ DKN ^ ^ MG A Per 
conseguenza se P é il punto d* incontro delle rette DK eà MG saranno iso- 
sceli i triangoli PKG e PDM e quindi uguali gli altri due MPK e PGD. 
Da ciò segue che MK è uguale & DG : ma, come sì sa, DG è uguale & DH, 
dunque MK è uguale a DH, la figura MDHK é un parallelogrammo e la 
MH è segata per metà dalla DK, Ora poiché D, E, F sono sopra una mede- 
sima retta saranno sopra una stessa retta parallela alla DE anche i punti 
M\ Af", If'" simmetrici di M per rispetto a BC, CA, AB; e finalmente 
poiché MH è segata per metà dalla Di? la retta M'M" passerà per H, Il 
teorema é dunque dimostrato (*'). 

(*) Vedi p. OS. BAiiTzaB, Pìanimittria, pag. 47. 

(**) Un» dimottraslone poeo dUalmile d«lU preaente venne InvlaU dal 81g. P. Oelestri, alunno 
del B. latitato teenleo di Modioa. 



— 32 — 

Dimostrazioni del Sig. E. LugarOy licenziato dal R. Liceo Garibaldi di Pa- 
lermo e M. Morale licenziato dal R. Istituto tecnico di Catania Q. 

Siano D, E^ F (Tav. 1, fig. 11*) i tre punti simmetrici del punto A/, rispetto 
ai lati AB, BC, AC; G, K, L ì punti medi delle Af A -M'^, ^P- 

Al variare di M sai circolo, il punto D genera una circonferenza simme- 
trica alla data rispetto all'asse A B ; perciò questa circonferenza così generata 
è eguale alla ABC e la interseca nei punti A, B. Similmente i luoghi dei 
punti E, F sono due circonferenze simmetriche alla data, Tuna rispetto all'asse 
B C, Taltra rispetto all'asse A C. Questi tre cerchi hanno, per un noto teorema, 
un punto in comune E, che, essendo i tre cerchi tra loro eguali, è, per un 
altro teorema anch'esso noto, Tortocentro del triangolo ("). 

Tirisi AH, CE, EB, BD, MB, EE, DE, Si ha ^ AjErCz= ISO»— A J?C 
perchè ^A^Ced ^ AB C hanno i lati perpendicolari che non cadono due 
a due da una stessa banda o da bande opposte di BE. Inoltre 

^AED+ CEE=^ABD+ CBE=^ABM+ MBC = ^ABC; 

quindi 

^DEA + AEC + VEE= 180^ 

eppeiò D ed ^ giacciono in una stessa retta, passante per E. 

Nello stesso modo si prova che ^FEA + AEC + CHE= 180^ co- 
sicché nella retta E E si trova anche il punto jP. I punti D, E, F sono quindi 
in una retta passante per Tortocentro del triangolo; e in una retta, parallela 
a questa, si trovano altresì i punti G, K, L, 

206*. Bati i tre punti simmetrici del centro del circolo circoscritto ad un 
triangolo, rispetto ai lati di questo, si costruisca il triangolo, studiando le 
relazioni fra il triangolo domandato e queUo che ha per vertici i punti dati, 

(G. BiASi). 

Soluzioni analoghe dai Sigg. B. Armano, licenziato dal R. Liceo di Ales- 
sandria; F. Celestri, alunno del R. Liceo di Modica; L. Gragnani, studente a 
Piombino ; C. Montanari, licenziato dal R. Istituto tecnico di Livorno e S, Resta, 
alunno del R. Istituto tecnico di Bari. 

Siano A, B, C (Tav. I, fig. 12') i punti simmetrici del centro del circolo 
circoscritto ad un /\ DEF rispetto ai lati EF, F D, DE; M, Ni punti medi 
dei segmenti AO, BO quindi anche degli altri EF, FD. Si ha AB = 2MN, 
DE=z2NM quindi AB = DE; e cosi BC = EF, CA = FD: inoltre 
AB II MN, DE\\ NM, perciò AB\\DE; similmente BC\\EF. CA\\FD, l 
due triangoli ABC, DEF sono dunque direttamente eguali ed hanno inoltre 
i lati paralleli {i^ proprietà). 

La C perpendicolare a. DE è altresì perpendicolare alla sua parallela A B 
e per ragione consimile AO è perpendicolare a. BC e BO & CA, D'altra parte 
se (} è il centro de circolo circoscritto al ^ ABC, siccome si ha FA = F0= FB 



(•) Altre dlmo«traziooi del teorema furono inviate dal Big. B. ArmanOf licenziato dal R. Liceo 
di Alenandiia e G. Gallueei, licenslato dal R. Istituto tecnico di Napoli. 

(**) CIÒ si può derivare anche come facile oon«e8:aenBa della solasioDe della q. 906-- [N. d. Réd,], 



:# 
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e QAsasQB, sarà FQ perpendicolare ad ili? e quindi anche & DE. Analo- 
gamente le altre due altezze del A DEF passeranno per Q Onde ai può 
dire che Toi-tocentro dell* un triangolo coincide col centro del cerchio circoscritto 
all'altro {29 proprietà). 

Dall'essere poi AF=FO=:AOy perchè triangoli uguali hanno eguali i 
raggi dei cerchi a loro circoscritti, se ne ricava che AB k asse del segtnento 
FO e che per conseguenza i punti Z), £!, F sono simmetrici di Q rispetto ai 
lati del /\ ABC, Dunque Tun triangolo si può ottenere dall'altro come questo 
è ricavato dal primo, ('i" proprietà). 

La 2* proprietÀ insegna, dati i tre punti A, B^ C n trovare il centro del 
cerchio circoscritto al /\ UEF, Si conoscono cosi le A 0, BO^ CO e quindi 
anche i loro assi che sono i lati del triangolo cercato. 

Il Sig. E, Lugaro^ che inviò pure una soluzione del problema, osserva poi 
che il punto d'incontro P delle mediane del ^ D EF trovandosi, com* è noto, 
sulla OQ in posizione tale per la quale si ha PQ = 20P e il baricentro G 
di i4^C in posi/ione tale per cui è 0G = 2GQ, i punti P, G dividono la 
OQ in tre parti uguali ('). 

207*. a) Essendo date, nel piano^ due direzioni AX, AjX| uscenti dai 
punti A, A,, e vn punto P estemo ad esse, trovare nelle direzioni medesime 
i punti B, Bj in linea retta con P e tali che sia AB == A^B, . 

b) Applicare questo problema alla soluzione dei seguenti: 

1° Diminuire i lati di un rettangolo di uno stsso segmento, in modo 
da ottenere un nuovo rettangolo equivalente ad una parte del primo, deter^ 
minata da una retta parallela ad un lato, 

2® Costruire un arco di circolo tale che la somma della sua tangente 
e della sua cotangente sia eguale a A (o ad altro numero dato), [Esami di licenza 
degli Istituti tecnici, 1890-91]. 

3** Costruire due archi, essendo date la loro somma e la somma deUe 
loro tangenti. [Esami di licenza degli Istituti tecnici, 1892-93]. 

(G. BiASi). 

Risposta del Sig. G. Scorza, studente a Pisa (**). 

a) Supponiamo il problema risoluto e sia BB^ (Tav. I, fig. 13*) una retta 
passante per P e tale che AB = A^B^. 

Allora se, indicando con il punto d'incontro di AB e A^B^, si prende 
su Oii, un segmento OD uguale ad 0J9 si avrà che DB^, differenza di OB^ 
dà OB (si è supposto OA, '^ OA e quindi 0^^ >• OB), è costante perchè 
uguale ad (OAj + A^B^) — {OA A- AB) C) cioè ad OA^ — OA, essendo 
uguali AB ed A^B^, 

(*) Altre «olnsionl pervennero dal SIgg. Jf. Jforale, stadente a Catania e Q. Scmrtaf stndente 
a PlM. 

(**) Un'altra rlspofta, meno sintetica, venne Inviata dal Ffg. Jf. McroU, itndente a Catania. 
(«••) Qqi gì suppone ohe 11 ponto P sia posto dalla parte opposta di per rispetto ad ^il : In 
eaio contrarlo si avrebbe * 

DB -~ {OA —AB) — {OA — AB) ^ OA — OA, 

ì ili 1 
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Inoltre se £ ed F sono i punti di incontro di OAi colle parallele tirate da 
PaBDeOA si avrà da triangoli simili che risultano da tale costruzione: 

B^F: B^0:: PF: BOiiEF: OD, 

ossia permutando 

B^F i EF i, B^O : OD 
e dividendo 

B^E: EF II B^D : OD. 

Dunque questa proporzione di cui due termini sono incogniti, ossia B^E uà 
OD, fornisce il loro rettangolo EF , B^D espresso mediante i segmenti cono- 
sciuti EF e J9j D, Ma d*altra parte è conosciuta anche la differenza 

OD — B^Et=OE—DB^x=iGE 

avendo preso su 02?^, OG =: DB^; pertanto dei due segmenti OD, B^E si 
conosce la differenza ed il rettangolo : essi perciò sono pienamente determinati O 
e il problema rimane risoluto. 

Perchè il problema è di secondo grado le soluzioni possibili in generale 
sono due. 

b) Ed ora sia dato un rettangolo AB CD segato (fig. 14*) da una retta 
qualunque EF parallela ad AB, Evidentemente se si tira per D una retta 
qualunque che incontri EF in GeBC'mHeee per G ed j? si tirano delle 
parallele ad AD e AB che incontrino AB e DC in L eà M e AD in N, si 
viene a formare un rettangolo NDMP (P essendo Tintersezione di HN ed ML) 
equivalente al rettangolo EFCD. Il problema consiste adunque nel tirare per 
D tra FÉ e BC una trasversale DiT in modo che risulti LB=sBH cioè 
BHt=sGF: e questo problema è già stato risoluto. 

2*^ <6ia AB un quadrante di un circolo di raggio l (fig. 15*) e siano 
AP e BT le tangenti al circolo in A e B. Se sopra BT sì prende BN uguale 
a 4 a un dato numero qualsiasi a è evidente che il problema si riduce a 
tirare pel centro del circolo fra le rette AP e BN una tal trasversale OPQ 
che risuiti AP = QN. Il punto M ove la OP incontra il cerchio, dà i*arco 
AM richiesto. 

3* Sia oc il valore, in gradi, della somma data degli archi e sia a la somma 
delle tangenti. Allora preso un quadrante AB di un circolo di raggio 1 si 
incominci dal prendere un arco A Af di oc gradi (fig. 16*) e dal tirare in 
A e in Af la tangente al circolo AB. Allora se sulla tangente ad AB in Jif 
si prende un segmento MA^ uguale ad a il problema si riduce a tirare pel 
centro del cerchio AB una tal trasversale OPQ che risulti PA =3 QA^; 
problema che ormai sappiamo risolvere. 



(*) Vedi per es. CoioaBoirsiB s Onir« de Mathéwiatiqui, Voi II, pag. 108. 



^ 86 ^ 

208*. Dati più numeri &^, a^, .... Sq non tutti multipli di un numero 
m, dimostrare, indipendentemente dalla teoria dei numeri primis che il minor 
numero b pel quale i prodotti a^b, a^b, .... a^b sono divisibili per m, è un 
divisore di m« (G. Ceccaroni). 

Dimostrazione del Sig. M. Morale^ licenziato dal R. Istituto tecnico di 
Catania. 

I prodotti a^nif a^m, .... a m sono multipli di m, ma se sia d il mas- 
simo comun divisore dei numeri aj , a^, .... a^, m sono multipli di m anche 

m m tn 

1 prodotti flj —j-^ flj —7-, .... a^ —1-, anzi saranno questi i più piccoli equi- 

multipli di a^^ a^, .... a divisibili per m. 

Infatti se d^ è il m. e. d. di a, ed m, ogni numero multiplo di aj ed m 

sarà un multiplo di —^ — ; parimenti ogni multiplo di a^^ ed m sarà un mul- 

tiplo di — ^ — , dove d^ è il m. e. d. dì a^ ed m, ecc., ed infine qualunque mul- 

a m 
tiplo di a^ ed m sarà multiplo di — * — , con d^ m. e. d. fra a^ ed m. Occorre 

n 

dunque che il moltiplicatore b dei numeri a,, a^, .... a^, sia il minimo mul- 

m m m m 

tiplo comune dì —7-, — — , .... -^-, Ora questo m. m. e. è precisamente — jr 

d^ d^ d^ cT 

essendo d il m. e, d. ài d^^ d^y .. . , d . Osservando poi che le due serie di 

numeri d^, d^ d^ e a^, a^, .... a^, m hanno gli stessi divisori comuni 

m> 
si conclude d' = d^ perciò finalmente b = — — , e. d. d.. 

210*. Considerando un segmento sferico a due basi come somma diffe^ 
renza di due segmenti aventi per base comune un cerchio massimo deUa sfera 

ich uh 

- t cui volumi sono dunque da esprimersi con -~ (2 R'+ rj) e -^ (2 R* + i^ - 

trovare la nota formola pel volume del segmento sferico a due basi qualunque, 

(A. Lugli). 

Soluzione del Sig. E. Lugaro^ licenziato dal R. Liceo Garibaldi di Palermo Q. 

II volume y del segmento sferico, appartenente alla sfera di raggio i2, 
avente per basi i cerchi di raggio r, ed r, e per altezza A = A, ± A, , ^ : 

7= "^ (2 fi' + 'i)=i= --' (2fi' + ,1) = ^ [2B»(A,=t: A,) + A.rf d=A,r|]. 
Ora B» = A*4-r*=i^4-»*, onde si ha : 

V= |-[(A« + AD(A =!= A,) + « + »i) (A, =!= A,) + A.rf =!= A,r*] = 
J [A, (Ai + r*)^ A, (A| + r«) + A.Af i: A, A* + (r* + r») (A. =i: A,)], 



(*) Ua^Altra solazlona yeane inrUì» dal Sig. J*. Chìestri, alaano del B Irt. tee. di Modica. 
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Ma, a motivo di Aj + rj = AJ + r| , si deduco A, (h\ + »^) — \ (^1 + »*|) = 
i-(A,:JzA)(;iJ + AJ) + y(A,Ì=^)(rf + ,D, quindi 

I [y ('^' - **>' + 1" ('1 + i><*. - *.^] = t' + "T ("^ + *^»)- 

213*'. &, sui lati a, b, e di un triangolo ABC ^abc« si considerano 

le involuzioni che hanno per punti coniugati i vertici del triangolo situati su 

essi lati, e per punti centrali i punti medii di questi, i coniugati dei punti 

nei quali a, b, e sono ordinatamente tagliati da una retta arbitraria del piano ^ 

sono proiettati dai vertici opposti secondo tre rette concorrenti (*). 

(A. Del Re). 
Dimostrazione delFA. della quistione (**). 

Sia r la trasversale; posto r{a, 6, e) ZZE X, M^ N, si dicano L\ M\ N' i 
coniugati di L, A/, N nelle tre involuzioni di cui si parla nel teorema, ed 
Ir, , Af , , N^ i coniugati iso tornici ài L\ M\ N' \ L^, JU^^ N^ saranno gli 
armonici di r, ordinatamente, rispetto a BC, CA, AB. Perciò mentre A£j, 
Bil/, , CN^ concorrono nell'armonico R ài r rispetto ad abc C)^ AL\ BM\ 
CN' concorreranno nel coniugato isotomico R^ di R (**"). 

Osservazione, A riconoscere il carattere proiettivo della pr'>posizione pro- 
posta, giova osservare (il che fornisce un'altra dimostrazione della proposizione 
stessa) che immaginando il sistema polare avente per centro il baricentro di 
ab e e questo triangolo per suo triangolo coniugato, in esso saranno AL', 
BM\ CN', ordinatamente, le polari di L, M^ N; AL', BM', CN' concor- 
rono perciò nel polo R^ di r, rispetto a detto sistema. 

215**. Dimostrare elementarmente, che, se oc, p, y, a', p', ^' sono sei ««- 
meri reali, tali che almeno una delle quantità p' — ay, p'^ — o!^' sia nega- 
tiva^ si avrà 

(ar' + «'y — 2 pp-)* — 4 (?» — «Y) (?'* — «'tO > 0. 
La proposizione è evidente quando una soltanto di dette quantità è negativa, 

(A. Del Re). 



(*) 81 desidera èhe la dimoftraafone di qoefta propMiitone ila fetta Mina rieorrara al ditemi 
polari, col qaall et può fare Immediatamente. 

{**) Dimostrazioni più complesee pervennero dai Sigg.Prof. V. Carpando t "Doit. P, Marianioni. 

BL BL. Gii OM. Air AN. 

(•••) Si ha infatti — = 1 , ss L , ss i e, moltlpUcaado mem- 

LO L^O MA M^A NB K^B 

BL OM AN BL. OM. AJT. 

bro a membro, — • « ss — • • 1 . Ma poiché 1 tre ponti L, M. N 

LO MA NB L^O MA N^B '^ 

•ono in linea retta, pel teorema di Mbvelao, il primo membro di qnest* eguaglianza è uguale a 

BL OM AK 
— 1, per e«l eegue • • = 1, e allora pel teorema reeiprooo a quello di Oiva, 

LO MA ^,^ 

le tre rette AL^, BM^ , Olf^ pattano per lo steaeo punto [2ir. d. Bed.]. 

{—•) Cfr. PsBiooioo: iile«ii{ t^rémi della recente teoria del triangolo. Anno IV, pag. 91, n. 7 
[jr.AJZed.]. 
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Dimostrazione del Sig. Prof. R. Badia a Perugia. 
Pongasi 

rn i^fl+1 Pf_+I _ „ 

e si ammetta che le quantità p^ — ay, ^'^ — oc'y' siano negative. Nessuno dei 
termini della frazione può allora diventar zero, siochò per ogni valore arbitrario 
che si dia ad 09, deve esistere necessariamente un valore corrispondente di y 
determinato e diverso da zero. 

Ora risolvendo la [1] rispetto ad », si ha 



PV - p =t: y(^'* — «^TQy* + («t' + oc't - 2 PPQy + P* - «t 

» = ? 

a — a y 

ed è evidente che, essendo per ipotesi negativo il coefficiente di y^ e reali i sei 
numeri a, p, y, a^ p', y\ oe è reale per i soli valori di y compresi tra le 
radici deirequazione 

r* — «'rOy* + («y' + «'y — 2 PPOv + P* — «y = ' 

radici che debbono essere reali, per conseguenza deve verificarsi la diseguaglìanza 
che bisognava dimostrare. 

Dimostrazione del Sig. Profc V. Carpaneto ad Acqui. 

Posto p« — aY = — B* e p'* — aY = — 8'* si ricava a = ^ "*" 



si ha 



6'« 4- 8'* . 

= } . Sostituendo nel primo membro della relazione a dimostrare, 



(«y' 4- «'y — my — 4(P* — *Y) (?'* — «Y) = 

[(P* + 8*) Y + (r + 8'*) y- — 2 pp'T— 4 8*8'* = 

[(P» + S*) ^ + (P'* + 8'*) :^ — 2PP' — 288'J X 

[(P* + 8*) ^ + (p'« + njr — 2p^' + 28S'l = 

^.(PY* + P'V - 2pp'YY' + 8Y* + S'Y - 288'ty') X 
(PY'* + PV — 2PP'yt' + 8»y'* + 8V + 288'yy') = 
(^)*[(Py'- P'y)' + (8y' - 8'y)*] [(Py- P'y)* + (8y' + 8'y)'] > o. d. d 
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QUISTIONI PROPOSTE O 



838. Dimostrare ohe la somma 

Jt 2» >» («— ') , o» _!!(''— ("-iD^ _-♦-«» " (n— 1)...2. 1 

n+1 ^ («+l)(»+2)"^ (n+l)('»+'4(«+3) {n+ìy(n+^)...2n 

è egaale ad — per k = 0, ed è eguale a zero qualunque sìa l'intero 

positivo pari k^ìn — 2. D. Besso. 

839**. Kostrare che, data l'equazione, a coefficienti reali, 

e, posto A = ad — ^7, le coppie di valori di a?, y cbe la soddisfanno, 
e che, nello stesso tempo, di£reriscono di nna quantità reale assegnata A, 
sono sempre reali se è — a^À^O; e se è — a^A ^ 0, saranno reali 

soltanto quando A non è compreso fra i due valori 

Osservare poi che, nel caso di « = 0, e di p = — y> ^^ problema 
di determinare dei valori di a?, y con la condizione voluta è impos- 
sibile, o indeterminato. A. Del Re. 

840*. Dato l'angolo di sezione a di due circonferenze e quello 
20 delle loro tangenti comuni, determinare il rapporto m dei loro 
raggi ; viceversa conoscendo m ed uno degli angoli a, 2 si cerchi 
Taltro. G. Bellacchi. 

S41**. Date due rette X, OY e un punto P, intorno a cui 
ruota una secante variabile APB^ dimostrare che il luogo del centro 
del circolo circoscritto al triangolo OABh un iperbole i cui assin- 
toti sono perpendicolari ad OX, OT. G. Scorza. 

8<48**. Data un' iperbole equilatera di centro 0, il luogo del 
centro del circolo circoscritto al triangolo formato dalla tangente 
all'iperbole in un punto fisso P e da due qualunque diametri coniu- 
gati, è una retta perpendicolare alla OP nel centro O deiriperbole. 

G. Scorza. 



(*) Le quMtloni oontraasegnftte oon sempUee aiterlaeo sono Indirizzate &gU alQimi delle lenole 
•eeondarìe, quelle dtitlnte con due «steriachl wno dirette in partieolar modo agli itadeiitl delle 
•ooole •aperiorl, aenz* eielsdere qaaUlaei altro etndlofo. 
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843*. Se nel triangolo AB C si tira la bisettrice AD dell'an- 
golo CABf dal suo piede D la perpe:. licolare DE al lato AC e 
dal punto E le EG^ E F perpendicolari al AD^ AB, dimostrare 
che si ha 

D^.EF=2EG\ 

V. COLUMBO. 



*. Il quadrato della semisomma dei cateti di un triangolo 
rettangolo 6 equivalente al triangolo che ha per vertici i centri dei 
quadrati costruiti sui lati del triangolo rettangolo, esternamente ad 
esso. G. Candido. 

84S. L'inviluppo delle circonferense aventi il centro sulla para- 
bola e passanti pel suo vertice ò una cissoide di Diocle. 

U. Ceretti. 

848*. Dimostrare che i termini della serie 

16 1156 111556 , 

ottenuti ciascuno dal precedente intercalandovi il numero 15, sono 
quadrati perfetti. C. Montanari. 

847*. Un triangolo ABC b inscritto in un cerchio ed è tirato 
il diametro AD. 

1° Le proiezioni ii AB, A C su di un diametro perpendicolare 
sa AD sono rispettivamente eguali a due lati del triangolo ortico 
ii ABC. 

2° Se j5 (7 è parallela ad AD, la differenza dei quadrati dei 
due lati AB, AC del triangolo è maggiore di quella relativa ad 
ogni altro triangolo inscritto, col vertice in il e con base eguale &B C. 

3° Se l'altezza sn B C h egaale alla proiezione di B C sopra 
AD, i due lati AB, AC sono l'uno il segmento aureo dell'altro. 

G. Gallucci. 



\*, Se X, y, z,,., a, b, e,... sono numeri positivi e non si ha 
x = y = z = ,„, dimostrare che 

^ ^ a + 6 + c+... 

A. Lugli. 

8*49*. Dimostrare che l'area del triangolo, avente per vertici i 
centri dei cerchi ex-inscritti ad un triangolo qualsiasi, è eguale al 
prodotto del perimetro di questo triangolo pel raggio del cerchio ad 
esso circoscritto. A. Lugli. 
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8BO. Dato il triangolo AB G (= A) e il punto interno Jf, si 
tirino per i vertici le trasversali A M^ B M^ C M ad incontrare i 
lati opposti in A\ H^ C e si costruiscano i coniugati armonici 
if,, M^, M^ (*) di M rispetto 9A A ^ A\ B^ BT, G ^ G\ Posto 
BA! :AG = m, GB : BA = w, A G' : C'B=p, dimostrare che 
l'area del triangolo M^M^M^ è data da 

4A:[(«. + l-^)(n + l-±)(^ + l_±)]. 

A. LuGU. 
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11 rapido accrescersi dei giornali di matematica e degli atti delle Accademie 
scientifiche ha fatto sentire agli studiosi l'imperiosa necessità di porsi al cor- 
rente della produzione scientifica, almeno di quella parte della scienza che 
maggiormente si coltiva, senza un eccessivo impiego di tempo, ed il bisogno di 
avere una guida sicura per poter confrontare e conoscere quanto su di un dato 
argomento trovasi raccolto nei numerosi giornali e nei rendiconti delle nume- 
rose Accademie. 

Il lavoro del Rèpertoire hibliographique des sciences mathèmatiques, di già 
abbastanza avanzato, e per la parte italiana già incominciato a pubblicare a 
cura del Circolo matematico di Palermo, servirà abbastanza bene alle ricerche 
delle pubblicazioni del secolo; e, per quanto non esente da inconvenienti, ad 
opera compiuta risulterà un lavoro importantissimo che non mancherà di ren- 
dere reali servigi a tutti gli studiosi. 

Ma è altresì chiaro che esso non potrà dare informazioni su quanto si pub- 
blica in un anno, né un semplice titolo può far comprendere l'importanza della 
memoria, né far conoscere i risultati ai quali Tautore é pervenuto. Allo stu- 
dioso occorre adunque, ed é della massima importanza, un lavoro di rapida ed 
esatta sintesi. E l'importanza di un simile lavoro di spoglio é tanto chiara ed 
è stata si ben compresa', che senza accennare alle brevi recensioni che alcuni 
giornali fanno dei lavori loro inviati, come il Jomal de Sciencias MatJiematicas 
e Astronomicas de G. Teixeira, e, in gran parte per la storia delle matemati- 

■ ■ ■ - ■ ■ — ■ ■ ■ 

(*) Punti arnumieamenté attortati ad M rkptUo al triangolo ABO, ohe lupponlamo cadano 
esteraamente ad omo entro gli angoli CAB^ ABO^ BOA, 
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che, VArchiv fùr die Mathematih von Grunert, il Bullétin des seienees mathè- 
matiques redige par Darboux, ha dal 1870 all'incirca cominciato un esame 
dettagliato dei lavori pubblicati nel principali giornali scientifici d'Europa e di 
America, e negli atti delle principali Accademie. Questi sunti, fatti sempre 
molto fedelmente e con molta cura, non compendiano che una piccola parte 
della produzione scientifica, e disgraziatamente vengono pubblicati con gravissimo 
ritardo. 

Cortamente miglio'*e è Topera fatta dai Beibldtter zu den Annalen der Physik 
und Chemie^ del prof. E. Wiedemann; ma non contiene che i sunti dei lavori 
che hanno per oggetto la meccanica o la fisica matematica. 

Più completo, infine, e meglio ri-^pondente allo scopo, è lo Jahrbuch fur 
die Fort^chriiie der Mathemati-h, hen noto agli studiosi, ma non ci sembra 
troppo commendevole la divisione per materie, e anche in questo le recensioni 
compariscono con ritardo. 

La nuova pubblicazione di alcuni henemeriti professori olandesi ò un lavoro 
unico nel genere e ci sembra la migliore di tutte sia per Tesattezza delle re- 
censioni, sia per la celerità con cui esse sono pubblicate, sia perchè esamina 
quasi tutti i giornali del mondo e gli atti e i rendiconti di tutte le Accademie. 
Senza dubbio è la rivista più completa e più utile che finora si possegga, e che 
sarà accolta con entusiasmo da tutti gli studiosi 

La rivista conta già due anni di vita e consta di due volumetti Tanno, 
ognuno di quasi cento pagine; sicché leggendo poco più che duecento pagine 
si può avere un*idea abbastanza completa della produzione scientifica dell'anno. 
Sono esaminati gli articoli di più di 130 fra giornali e pubblicazioni accade- 
miche, ed ogni volume ha un indice delle materie in cui è seguita la classifi- 
cazione stabilita nel Congrès International de Bibliographie des Sciences Mathé' 
matiques e pubblicata neìV Index du Répertoire bibliographique dal Gauthicr- 
Yillars. 

Le recensioni sono fatte in inglese, tedesco e francese; non è seguita la di- 
visione per materie, ma si esaminano i singoli giornali, e questo è un vero 
pregio; ma anche a coloro che desiderassero informarsi delle memorie che più 
hanno relazione coi loro studi, la Remte serve egualmente bene. Noi pur vor- 
remmo che questa nuova pubblicazione, indispensabile a coloro che si occu- 
pano di scienza, servisse anche a diffondere la cultura matematica e non facesse 
trascurare del tutto quanto è lungi dalle materie favorite. 

Nel congresso tenuto ultimamente a Gaen daWAssociation frangaise pour 
Vavancement des seienees^ le sezioni hanno applaudito « à la publicatìon, si 
intéressante, due à un groupe de mathématiciens hollandaìs et entre autres de 
Mr. P. H. ScHOUTB, et qui est intitulée Revue Semestrielle des PtibUcations ma- 
thématiques 1^ , 

E tutti coloro che lavorano e amano lo sviluppo della coltura e della scienza, 
di buon grado si uniranno alle conclusioni degli scienziati francesi. 

Soma, M dlotmbre 18M. 

R. Maecolongo. 
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G SCOTO. — La misurazione dèlie grandezze grafiche - Nozioni pratiche di 
Geometria con appendice sulle sezioni coniche. Livorno, R. Giusti, 1895 — 
Prezzo L. 2. 

Raffaello Giusti di Livorno, che da alcuni anni si è fatto editore di buone 
opere scolastiche, ha pubblicato recentemente questo libro notevole, designato 
alle scuole secondarie inferiori e ai Corsi preparatori alle Scuole Normali. 

Dissi che è un libro notevole; e lo è infatti, sopratutto per la novità del- 
r intento che Tegregio A. si è prefìsso, e cioè di scrivere un libro che sia ri- 
spetto alla scienza delle figure, quel che sono i trattati di aritmatica pratica 
rispetto alla scienza dei numeri. Suir utilità di un libro cosifatto V A. si dif- 
fonde nella prefazione, niostrando che né i cosidetti trattati di geometria intui- 
tiva, né quelli di geometiia razionale, possono valere di buona guida in un 
primo studio della geometria ; i primi perché generano spesso idee non rigorose 
che devono mutarsi poi quando più innanzi si farà lo studio della geometria 
razionale; i secondi perché troppo difficili e sproporzionati alle tenere menti dei 
giovanetti. 

Per tutto ciò TA. si é proposto di scrivere un libro che valga a far na- 
scere a perfezionare nella mente dagli allievi i concetti fondamentali della 
forma e della estensione, e contenga inoltre le principali proprietà delle figure 
più semplici e che più spesso si presentano nella vita pratica. Ma queste pro- 
prietà non vi sono già dimostrate, ma solamente enunciate: se Tallievo impa- 
dronitosi di un fatto, :ii mostrerà nella scuola desideroso di conoscerne la prova, 
r insegnante appagherà a voce questo suo desiderio nella maniera che stimerà 
più opportuna. Molte figure intercalate nel testo, e delle quali non é data in 
esso spegazione di sorta, potranno servire all'insegnante in tali dimostrazioni, 
e anche stimolare o aiutare gli allievi più intelligenti a trovarle da sé medesimi. 

Questi intendimenti delFA. riguardo a un primo insegnamento della geo- 
metria, mi sembrano così giusti che mi permetto di raccomandarli alla atten- 
zione degli educatori. 

Per dare un'idea del contenuto dell'opera, farò un rapido cenno dei punti 
più importanti. 

L'A. prende le mosse dal concetto di corpo e da esso deduce quello di su- 
perficie, di linea e di punto. E osserva che le superficie e le linee cosi conce- 
pite hanno necessariamente estensione finita, e che, soltanto per comodità di 
studio, si é condotti a immaginare poi superficie e linee di estensione infinita, 
come il piano e la retta. 

Notevole é il modo col quale parla della somma degli angoli di un poli- 
gono; modo che dispensa dal dover stabilire il concetto dì angolo superiore a 
un piano; ciò che reca sempre difficoltà ai principianti. 

Il capitolo dei problemi grafici è forse più abbondante di materia di quel 
che avrebbe richiesto un libro di semplice avviamento allo studio della geome- 
tria. Ma TA. ha dato a questa parte un largo sviluppo perché il professore di 
disegno della scuola tecnica o normale possa servirsene neir insegnamento del 
disegno geometrico; e con ciò ottiene due vantaggi : risparmia agli alunni la 
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spesa di un testo speciale per questo disegno; impedisce quella dannosa diversità 
di linguaggio tra i professori di disegno e di matematica che ha luogo non di 
rado nelle nostre scuole. 

Trattando della misura delle grandezze, TÀ. stabilisce il concetto di valore 
definendolo come quel numero che indica quali operazioni debbano farsi sulla» 
grandezza unitaria afSnche risulti la grandez7.a misurata. In questo capitolo, 
ricco di molti pregi, è posta molto bene in luce la corrispondenza tra i valori 
degli archi e quelli degli angoli al centro che li comprendono. 

Nella stereometria, premesse le solite nozioni generali, TA. distingue lo 
studio delle superficie da quello dei solidi. Nel primo tratta delle superficie po- 
liedriche e rotonde, definendole con precisione e dando le regole per calcolarne 
Tarea; nello studio dei solidi si occupa dei poliedri e dei corpi rotondi, limi- 
tandosi anche qui a dare delle buone definizioni, che sono in perfetto accordo 
con quelle date prima per le superficie, e a indicare le regole per il calcolo dei 
volumi. Queste regole e quelle relative alle aree si trovano molto opportuna- 
mente raccolte in tavole, per comodità dello studioso. 

Da ultimo TA. persuaso che la conoscenza delle coniche sia utile o neces- 
saria in molti casi pratici e nello studio, anche elementare, della geografia e 
deirastronomia, ha aggiunto una appendice su queste linee cosi importanti, la 
cui esistenza avea già enunciato parlando delle superficie cilindriche e co- 
niche. Egli studia le tre curve in tre paragrafi distinti; per ciascuna dà la 
definizione, qualche proprietà, la costruzione per punti e con moto continuo, 
risolve il problema « data la conica costruire i principali elementi > e da ul- 
timo insegna la costruzione delle tangenti. Oltre a ciò, parte nel testo e parte 
in note a pie di pagina, indica regole facili per il calcolo, o esatto o appros- 
simatOy di lunghezze o di aree ellittiche, paraboliche e iperboliche; né tralascia 
Timportante formola di Simpson. In questa appendice è specialmente da lodarsi 
la cura che TA. ha posto onde Tallievo acquisti una precisa idea della forma 
delle tre curve. 

Termina il libro una pregevole raccolta di numerosi problemi in massima 
parte originali. 

Tolta qualche lievissima menda, che TA. toglierà certo in una nuova edi- 
zione, le idee contenute nelP opera non mancano mai d' esattezza, e vi sono 
esprèsse con linguaggio proprio e preciso; e queste doti renderanno l'opera pre- 
gevole agli occhi di molti. Potrebbero tuttavia non mancare coloro che, rispetto 
all'indole del libro, trovassero eccessiva la quantità di materia in esso trattata 
e la forma un pò* troppo duramente scientifica e mancante di quella sciolta ed 
efficace semplicità che tanto si ammira nelle opero elementari inglesi, e che 
purtroppo non è molto frequente presso di noi. lo non voglio scusare a ogni 
costo Tegregio A. da queste possibili critiche, ma non so tenermi dalFesporre 
un'idea nata in me dall'attento esame di tutto il lavoro; ed è che FA. intenda 
di trarre da questa sua prima pubblicazione un altro libro più completo per le 
scuole secondarie superiori, aggiungendo senz'altro le dimostrazioni che man- 
cano in quello ora pubblicato, dopo avervi soppresso alcune cose d'indole pra- 
tica, che non troverebbero luogo conveniente in un corso razionale. 
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L*edizioD6 è d iti da, e le figure sono numerose e ben chiare: doti che hanno 
sempre le edizioni del solerte Giusti. 

A conti fatti è un libro pregevole e gli auguro buona fortuna perchè la 
merita. 

RaTemu, Dioembro 1894. Q^ NoNNI. 
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G. Z. REGGIO. — 1* I poliedri convessi - 2' Principii di Geometria descriu 
Uva con una tavola e 60 problemi con soluzione — Appendice alla 2* edi- 
zione dei Complementi di Geometria ad uso degli Istituti Tecnici, delle 
Scuole ed Accademie Militari e Navali, di Belle Arti ecc. ecc.. -^ Treviso, 
Tipografia Luigi Zoppelli, 1894. — Prezzo: L. 1. 

Il presente volumetto (38 pagine), oltre ad una breve nota sulle principali 
relazioni che legano fra loro gli elementi di un poliedro convesso, applicate 
poi alla determinazione Hei possibili poliedri regolari convessi, contiene (e questa 
è la sua parte sostanziale) lo svolgimento, fatto con molta chiarezza e beiror- 
dine, e in generale anche con precisione di forma, di quei principii di Geometria 
descrittiva (col metodo della projezione di Monge) che sono strettamente neces- 
sari e sufficienti per fornire airallievo un corredo di cognizioni atte a fargli 
comprendere lo spirito di tale scienza e ad invogliarlo alla lettura di opere più 
estese. 

1 sessanta esercizi (ciascuno seguito da una conveniente traccia per la rela- 
tiva' soluzione) che chiudono il lavoro sono ben graduati, e, se svolti man mano 
che le cognizioni acquistate lo permettono, servono airallievo di complemento 
a quanto ha imparato nel testo (specialmente per ciò che riguarda le più sem- 
plici linee curve e superficie poliedriche e rigate, delle quali nel libro si parla ' 
molto succintamente) e ad un tempo di ottima guida per imparar ad applicare 
da solo e con sicurezza i metodi studiati. 

In conclusione si può afiermare che il volumetto in discorso è un buon libro 
per le Scuole cui è dedicato, ottimo poi per gllstituti Tecnici, dei quali esau- ^; 

risce il prescritto programma. F. Palatini. 

Annuaire pour Taxi 1895 publié par le Bureau des Longitudes. 

Avec des Notices scienfifiques. In- 18 de lV-826 pages, avec 2 Cartes magné- 
tiques. Paris, Gauthier-Villars et fils. — Prix: fr. 1,50; franco fr. 1,85. 

Come ogni anno a quest* epoca è comparso T Anntcaire du Bureau des 
Longitudes, L*annuario per il 1895 racchiude in grande copia delle indicazioni pra- 
tiche riunite in questo piccolo volume per comodo degli studiosi. Vi si trovano 
anche articoli dovuti agli scienziati più illustri sulle Monete, la Statistica, la 
Geografia, la Mineralogia, ecc., infine le notizie seguenti: Le onde atmosferiche 
lunari ; per Bouquet de la Grye. — Sul Congresso geodesico d* Insprùck ; 
per F. TissERAND. — L'osservatorio del Monte Bianco; per J. Janssen. — 
La Fotometria Fotografica; per J. Janssen. — Relazione sulle proposte d'uni- 
ficazione dei giorni astronomico e civile ; per H. Poincaré. 
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Finita la Redazione il di 15 gennaio 1895. 
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PROPOSTA DI UNA « ASSOCIAZIONE PER STUDI » 

FRA GLI 

INSEGNANTI DI MATEMATICA DELLE SCUOLE SECONDARIE ITALIANE 



È noto come in questi ultimi tempi gli studi che si riferiscono direttamente 
od indirettamente a quella parte della Matematica che si suol dire elementare 
e che forma Tordinaria base dei programmi delle scuole secondarie, hanno rice- 
vuto un incremento notevole, tanto da meritare che, in Italia e fuori, si fon- 
dassero persino periodici speciali destinati a* quei soli argomenti. 

Gli insegnanti secondari non sono rimasti estranei a questo incremento, al 
quale anzi hanno largamente contribuito: e sarebbe necessario vi contribuissero 
anche più largamente, per il vantaggio e di essi stessi e della scienza e della 
scuola. Incoraggiare tali studi, eccitare a coltivarli, spingere ad essi gli incerti 
non può evidentemente essere che cosa ottima. 

È parso ai sottoscritti che a questi risultati si potesse tendere con qualche 
frutto raccogliendo i professori in una associazione, la quale si proponesse per 
iscopo rincremento dei loro sludi col favorire discussioni e ricerche, col pro- 
porre questioni, col promuovere riunioni, conferen/.e, congressi, coli 'appoggiare 
qualunque altra idea che miri ad aumentare il patrimonio delle cognizioni 
scientifiche di chi tal patrimonio deve distribuire alla gioventù. 

Sembrerà forse un pò* ardito il progotto di collegare iu associazione i pro- 
fessori di tante parti cosi lontane d'Italia, e certamente sono in esso non lievi 
difficoltà; ma ai sottoscritti la cosa non parvo impossibile e ne vollero dare 
partecipazione ai loro colleghi perchè questi, se Tapprovano vogliano r'utai'li a 
realizzarla. 

Chi dunque fra gli insegnanti secondari approva e giudica utile in massima 
ridea di unirsi in un'associazione, della quale del resto sarà da stabilirsi in 
seguito la costituzione, voglia mandare la sua adesione alla « Direzione del Pe- 
riodico di Matematica - via Panisperna 69, Roma >. Tale adesione non rap- 
presenta un impegno di nessuna sorte: ma serve solo di norma ai sottoscritti 
per giudicare della attendibilità della loro idea. 

Raccolto un numero sufficiente di adesioni un Comitato provvisorio di ade- 
renti studierà lo statuto ed il modo di funzionare della futura associazione: e 
su questo statuto si chiederanno, a suo tempo, le adesioni effettive per la co- 
stituzione della associazione. 

Sarebbe opportuno che chi manda la sua adesione aggiungesse qualche cenno 
delPordinamento che crederebbe doversi dare alPassociazione o che hanno alti'e 
consimili già esistenti all'estero, restando così agevolato il compito del Comitato 
che dovrà, se sarà il caso, redigere lo statuto. 

I sottoscritti fiduciosi che i loro colleghi faranno benevola accoglienza alla 
loro idea, porgono ad essi grazie vivissime e cordiali saluti. 

Torino, 1 aprile 1895. 

R. Bettazzi 
A, Lugli 
F. Giudice. 



DM mmu DEL ÌTIIDO dei EQDIWEI 



Tra i punti notevoli di un triangolo è per certo da annoverarsi 
il punto di contatto del circolo di Feuerbach con ciascuno dei circoli 
ex-iscritti ed iscritto. 

Scopo di questa nota è di dimostrare, col metodo delle equipol- 
lenze, il contatto di questi circoli, e dare poi le coordinate baricen- 
triche dei quattro punti di contatto. 

Nel triangolo ABC sìsl /il centro del circolo che tocca in i4^, 
B^, C^ ì lati BC, CA, AB. I punti medii di questi siano rispet- 




* 



tivamente ^4^, JS^, C, e quelli dei segmenti lA, IB, IC siano 
ilj, B3, C3. Ciascuno dei triangoli lAB, IBC, ICA ha un circolo 
dei 9 punti che passa per i punti situati sopra i corrispondenti 
lati ; due di questi circoli hanno di comune il punto A^, due il 
punto B3 e due il punto C^. 

1. Condizione necessaria e sufficiente perchè un quadrilatero sia 
iscrittibile è che il rapporto anarmonico dei suoi quattro vertici sia 
un numero reale (*). Ora indichiamo con X il secondo punto comune 



(*) Bkllavitib — E»poaiz!one del metodo delle eguipoìlinx€f n. 80. 
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ai due circoli A^C^B^^ B^A^C^, e significando con q un qualsiasi 
numero reale, si avrà 

Moltiplichiamo il primo per il secondo rapporto, e poiché A^C^ = 
C^A^, e si può sostituire C^B^ a B^C^, e A^B^ a B^A^, si ottiene 

dunque il punto X si trova sulla circonferenza A^B^C^, 

1 medesimi punti considerati nei due circoli A^C^B^X e B^A^C^X 
danno ancora i due rapporti 

C,A,' C,X — ^^ B.C.' B^X — 9' 

il prodotto dei quali, se osserviamo che C^A^ = A^C^, e che A^B^ 
si può sostituire a B^A^^ e C^B^ a B^C^j è 

C^B^' C^X — ^' 

il qual rapporto anarmonico mostra che il punto X appartiene alla 
circonferenza A^B^C^, 

Poiché i punti A^^ B^^ B^, X si trovano sulla circonferenza 
dei nove punti del triangolo /i4 C, ed i punti i4, , C^ , C^ , Z su quella 

del triangolo IB -4, abbiamo -^-^ = q -~-^ » ~-^ = q -^^ donde 

\ IVI B » 

^1^ AgC , . B^ B^ 

C,X—^C,'C^.A^B,' 

Ma, dai quadrilateri iscrittibili lAfiC^ e IB^GA^, si ottiene 

B.A, B,C C.A, C.fi j j B.A. B,C.IB 

Ti:=9-ic' -iA,=^ÌB ^^^^^ c;a=^TcTc;b 

e però 

jo, A| B.X B^C , I B , C^C^ . A^B^ 

e, A, ■ C^ ^^ ^ B.frT^^A^^r^CjlB: re ■ 

Ora è /C= 2^,5,, 75 = 2^,0, ed è poi ^ = 9, §^=q, 

perchè ciascuno di questi rapporti è rapporto di segmenti coincidenti. 
Dunque 

B^A^ B^X 
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e però il punto X appartiene al circolo A^Bfi^ tangente ai tre lati 
del triangolo. 

2. Se in questo punto -X toccansi i due circoli A^B^C^ e A,B C , 

8 8 8 ili 

tra gli angoli delle due corde XA^ e XA^ e la tangente comune 
XT deve aversi, tenendo conto del verso della rotazione degli 
angoli, la relazione: ^TXA^ — TXA^ = A^XA^ e poiché 
TXA^ = XB^A^ e TXA^ = XB^A^, dovrà aversi ancora 
A^XA^ = XB^A^ —XB^A^o 

A^XA^ + A^B^X + XB^A^ = 0. 
Consideriamo TequipoUenza identica 

XA^ B^X 5, A, XA^ BjA, B^X 



ZA, -BjA, B^X B^A^ ZA, B^X ' 

Dai circoli A^B^C^X, AJSJC^X, A^Bfi^X abbiamo 

X\ XC^ B^ B,C, B^X B^ 

B^A^ — ^B^C^' 'XÀT^ —^~XCl' B^—^B^A 



(a) 



3 



3 



Moltiplichiamo queste equipollenze tra di loro ; e poiché dal circolo 

XC A C 

A^C^C^X si ha v^ = 9~a~c^ ^^ valore del secondo membro della 

1 SI 

(a) è 

B^C^ . A3C, . A^B^ 

Ora, se il circolo A^B^C^ ha per centro /, sia 7' il centro dell'altro 
circolo tangente ai lati del triangolo, che è separato dal primo dal 
lato BC, luogo dì A^ e A^, Poiché A^C^ è perpendicolare ad l'B, 
e B^C^ ad //', e 5^6\ è parallela a SC, e l'angolo (A^C^, A^B^) 
é bisecato da //', si avranno le seguenti equipollenze 

Afi^ = qirB, B^C^ = qiI% B^A^ = qCI, B^C^ = qCB, 

A^C,.A^B^ = qTl\ 

Sostituendo questi valori neirantecedente risultato si avrà che esso 

diventa ^'?j_9J 

^ ri,CB 

il quale è uguale ad un numero reale, perchè i quattro punti /', 
ìB, C, I sono situati sulla circonferenza che ha per diametro //'. 
Dunque possiamo scrivere 

ZA, B^X Jg,A, 

ZA^ ' B^ * B^X — ^ • 
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Nella quale equipollenza, essendo il secondo membro un numero reale, 
l'inclinazione del primo membro ha un valore nullo, e cioè 

incl. ^^-; + incl. g + itici. "1^ = 

o, ciò che è lo stesso 

Z. A^XA^ + A^B^X + XB^A, =0. 

1? cosi rimane dimostrato il contatto del circolo di Feuerbach con 
ciascuno dei quattro circoli, l'iscritto e gli ex-iscritti. 

8« Se due punti P e Q riferiti ai vertici del triangolo ABC hanno 
per equipollenza rispettivamente 

x.AP + p.fiP-t- Y.CP = 0, 
x^.AQ + ^^.BQ^^y^.CP = 0, ^^ 

l'equipollenza di un punto X che divide la distanza dei punti P e Q 
nella ragione m : m^, posto ^ zr a -|- P -f- y. 6'^ =i a^ -f- Pi 4~ Yi» ^ 

la quale si riduce a 

quando s : s^zizm: m^. 

Invero, in luogo di APy... scriviamo A-X-f- XP,...; allora 
le due equipollenze {b) si trasformano in 

5XP + (a4X+ p£X+ yC:?)=zO, 
s^XQ + {oi^AX+ ^,BX+ y^CX)z=zO. 

Indichiamo con R il valore del trinomio secondo termine della prima 
equipollenza, e con R^ il valore del trinomio della seconda ; e se è 
dato mXP + m^XQziz si ha il determinante 



= 



o ms^R -{' m^sR^zziOf o, sviluppato, l'equipollenza (e). 

4. Applichiamo questo teorema alla ricerca delle coordinate bari- 
centriche dei punti di contatto del circolo di Feuerbach con i quattro 
cìrcoli iscritti nel trilatero ABC. 



s 





R 





*i 


H. 


m 


m^ 
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Il centro / del circolo iscritto nel triangolo ha per equipollenza 
seni4.i4/+senjB.fi/-fsen6\C/ = 0, 
e quello G del circolo dei 9 punti 

8enAcos{B—C)AG-hsenBcos(C—A)BG + senCcos{A''B)CGz=zO 
ed inoltre si ha dalla trigonometria 

A B ' C 

IX — 8 sen-g- sen ^ sen -o- é? ^ = , 
essendo IX e GX i rispettivi raggi dei due circoli. Si trova poi 

ABC , , ^ ^ 

^ = 4 cos -g- cos — cos -g- , s^ :=. 4 sen A sen B sen C 

onde -^ z= 8 sen — sen -g- sen -g- , e poiché è m iz: 1 , m^ = — 
8 sen -^ sen -g- sen -g- , si ha 

Dunque l'equipollenza del punto X di contatto del circolo iscritto 
col circolo dei nove punti del triangolo ABC, è 

[sen^ — seuil cos(£— C)]i4X+ [sen J5 — sen J5cos(C — i4)]£X+ 

[sen C — sen(^ — B)] CX= 0. 

Per il punto X' di contatto del circolo ex-iscritto tangente al 
lato BC, poiché l'equipollenza del suo centro I' é 

— sen il. ^7'+ 8en£.fi/'+ sen C.C/' = 

e la trigonometria dà 

rx' + 8 sen 4 cos -|- cos-^ X' = , 

si ha, identicamente ragionando, (*) 

[— senA + sen A cos{B—C)]AX'-^ [sen£+ sen£cos(.4 — C)]BX'+ 

[senC + senCcos(i4 — B)] CX' z=. 0. 

Analoghe equipollenze si avrebbero per gli altri punti di contatto 
X" e X'". Esse si possono semplificare. E troveremo per i quattro 
punti le equipollenze seguenti: 



(*; Sostitoendo alle f unstoni goniometriehe 1 lati a, \ e del triangolo ABQ, ti ba pel punto Z 
e pel punto X' 



(5 — «)'(|» -a)AZ + (e — a)Vj) — 6)jBX+ {a^-V^is - e) CX=0, 



-~{h-e)^pAX-^[a 4. ef(p — c)BZ+ (a -f *)*,j) — l)CX=0. 
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sen A aen^ "" AX 4-8enJ98en*-^^ BX 4- aen Csen» — ^^ CX =0, 
2 2 2 

— sen A sen* ~ AX' 4- senBcos* -^^ BX' 4- sen Ccos* -^^ CX! :=0, 

2 2 2 

sen A cos« -^^ AX" — senBsen» --^^ BX" -4- sen Ccos* ~ CX" z= 0, 

d> /ù Ct 

sen A cos« ^^ AX"'+ sen B cos« ^^^ BX"'— sen Csen» ^^ CX'" z= 0. 
2 2 2 

6. Sommiamo i coefficienti della prima rispettivamente con i coef- 
ficienti di ciascuna delle altre tre equipollenze; avremo, per la (d), 
le equipollenze di particolari punti Y\ Y'\ Y"' allineati ciascuno 
rispettivamente con X" e X\ con X e X" e con X e X"\ Dai 
coefficienti delle due prime equipollenze abbiamo 

sen £ . 5 r + sen C . C 7' = . 

Ma questa è pure l'equipollenza di un punto situato sulla BC, e 
propriamente il punto d'incontro della bisettrice dell'angolo A con 
esso lato, ovvero il centro d'omotetia interna dei due circoli, l'i- 
scritto e l'ex-iscritto tangenti al lata B C. 

Sottraghiamo invece i coefficienti di una delle tre ultime equipol- 
lenze da quelli di una'altra delle medesime, p. es. i coefficienti del- 
l' equipollenza del punto X" da quelli del punto X'" ; si avrà 
l'equipollenza di un punto Z' allineato con X" e X'" ; essa è 

— senJ5.BZ'+ senC. CZ'= 

che fa vedere che il punto Z' è sulla BC, ed è il coniugato ar- 
monico del punto Y\ innanzi trovato, per rispetto ai punti B e C. 
Identici risultati avremmo trattando identicamente le altre equi- 
pollenze. Dunque i lati del triangolo iscritto nel circolo di Feuerbach, 
e che ha i vertici nei punti di contatto di questo con i tre circoli 
ex-iscritti, incontrano i lati del triangolo fondamentale in tre punti 
per diritto, dove i medesimi sono tagliati dai coniugati armonici, 
rispetto ai lati delle tre bisettrici. Si sa poi che questa retta, che 
contiene questi tre punti, è l'asse di omotetia esterna dei tre circoli 
ex-iscritti. 

Campobasso, dicembre 1894. 

G. Mola. 
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1. Teorema. Se sl e h sono due grandezze omogenee, delle 
quali b > a e rói 

T=<l«"^-f' 7:='li+7'' T^"^*-^-^ 7-='l» + r- 

5^1.2:^7 cA« ^i giunga ad ottenere r„ izz 0, si avrà 

significando col simbolo |q„ tV prodotto q^^ q^ q^ qn- 

Dimostrazione. Dalle [1] si ricava 

[2] & = ag, + r^, b = r^q^ + r^, b = r^q^ + r,, .... 
quindi 

a _ 1 r^ »-o _ 1 ^i ^ _ * '•2 



6 ?o ^^0 ^ 9i àq^ b q^ bq^ 

Si dividano queste eguaglianze, incominciando dalla seconda, ordi- 
natamente per 

9o' %9i^ ••••9o5^i92 •••9^2' ?o5^i?2 ••• 9n-i"-- 
poi si addizionino le nuove eguaglianze ottenute coll'avvertenza di 
cambiare i segni a quelle di posto pari. Avremo 

^_J 1 , 1 ^__! 1__ , , 

Corollario 1°. Supponendo nelle [1] r^-^a, '/\<C^o' '^'^^i — • 
cosicché r^, r^, r^, .... possono riguardarsi come i resti delle divi- 
sioni indicate dai primi membri, poiché questi resti vanno conti- 
nuamente diminuendo, i quozienti g^, g^, q^y .... vanno di continuo 
aumentando. 

Corollario 2®. Le due grandezze a e 6 sono incommensurabili. 

Supponiamo infatti che a e & abbiano una comune misura e. 
Dalle [2] si vede che i resti r^ , r ^ , r ^ , .... sarebbero tutti mul- 



— 52 — 

tipli di c ; di guisa che si avrebbe r^ = a^ . e, t\ zn «^ . e, r^ iz: a^ . e, ... 
con oL^j «^, otjg, ..•. numeri interi, e poiché a^c > a^c > a^c > ... 

risulterebbe «0^*1^*2^ 

Ma una serie di numeri interi decrescenti deve contenere il ter- 
mine zero, dunque uno dei resti dovrebbe essere zero ; ciò che con- 
traddice all'ipotesi. 

2. La serie 

[31 S z=z- !-H ? ....(_!)•• y 

è convergente. Pongasi infatti 

5' _ _L + -1-^ L_ . . ^ 

sarà 

S'n > S.. 

Ora avendosi 5^4 <I g', <C • • • • segue — > — >•.... quindi 
e poiché Tultima espressione entro parentesi ha per somma 

» - (-)" , • - (-r 

-^-^, si deduce infine Si < -^ ^-^ 

1 ^® 1 

e perciò 
lim 51 <1 ^ e conseguentemente lim S <C — • 

La serie [3] é dunque convergente. 

3. NeUa [3] suppongasi che n vada all'infinito e poniamo S^ sotto 
forma di frazione continua illimitata. Dico che si ha identicamente 

•- J - 8-0 ?, — J ?, — 1 ^ }.+, — I ^ 

Intanto 
j^j^ J^_ J^_ L_, 1 L _J 1 
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Ora ammettiamo che il teorema valga quando nella serie [3] 
vi sono w + 1 termini, mostrerò che esso vale anche quando ve 

ne sono n + 2. Infatti si muti q^ in q^ H ~ZT^ ^^^^^^ l'(^+ ir*"° 

termine si cambia in 



?0 ?l ^t ' 



i ___ÌVm--1 






1 1 



sicché un altro termine si è nel fatto aggiunto alla serie. Facendo 
lo stesso mutamento di o' in <7 H ^* — t- nella frazione con- 

tinua con n -{- 1 componenti, se ne ottiene un' altra con n + 2 com- 
ponenti formata colla stessa legge. Quindi se il teorema vale quando 
la serie ha n -f- 1 termini esso vale quando ha un termine di più ; 
e siccome per tre termini il teorema è stato verificato, esso sussiste 
in generale. Inoltre essendo la serie convergente, esso è valido anche 
per n infinito. 

4. Dimostriamo ora che, a motivo di q^^ — ^ ^ ?«» ^^ valore 
della frazione continua [4], come apparisce naturale, è un numero 
irrazionale. 

Infatti suppongasi, se è possibile, che questo valore sia il nu- 
mero razionale — , con m ed n interi. Sarà allora — = 



dove p^ denota la frazione continua illimitata che incomincia colla 

componente — _^;^. Seguo p^ = °- = — '- con n^ > 0, poiché 

p^ ]> siccome le q sono maggiori di 1. 

Similmente si faccia — = dove p. indica la 

frazione continua illimitata che principia colla componente — ^t- 
Si ha allora p, = *^9,q,~n{9, — ì) ^_»j_ ^^^ „ > Q, e cosi di 
seguito. 

Ora — , — *-, --^, .... sono tutte frazioni pure. Lo è — , perchè 



a 



dall'essere J > a si trae -r- <C ì, cosicché il valore della frazione 
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continua, che rappresenta lo sviluppo ^li -r-, è <[ 1 . Il valore di — '- 
è minore della fraziono — zZx^ "^ quale è pura od eguale alFunità, 
essendo q^ — 1 ^ ^o' Perciò— ^ <[ 1. Analogamente — *- ò minore di 



? 



^ 



2 



^^—Tf che ò o frazione pura od eguale all'unità a motivo di q^ — 1 ^q^, 



«« 



quindi — ^ <[ 1 e cosi via. 

Si ha dunque m<^n, n^<^my n^ <C w^, . . . ., cioè n, m, n^y 
n^, .... sarebbe una serie di numeri interi, positivi e decrescenti 
e non pertanto infiniti di numero. Ciò è assurdo, per conseguenza 
il valore della frazione continua illimitata [4] è un numero irra- 
zionale. 

Inoltre la frazione continua medesima non potendo essere perio- 
dica, poiché le q vanno sempre aumentando, il suo valore non è 
la radice quadrata di un numero razionale. 

5. Dalle eguaglianze [2] si vede che se a e J sono due nu- 
meri, e quindi si giungo ad un resto r^ = 0, il resto precedente 
r^^^ è il massimo comun divisore di a e ft o un suo multiplo. 
Ora se dividiamo a per r^^^, quindi b per i successivi resti, si giun- 
gerà ad un resto zero ; sia r^ il penultimo resto, od è esso il m. e. d. 
di a ed r^^ o ne è un multiplo. Per verificare ciò basta cercare 
se r\ divide a; se questo non avviene si divida allora r^^^ per r^, 
e cosi via per i successivi resti. Poiché questi resti vanno dimi- 
nuendo, si giungerà necessariamente ad un resto che è il m. e. d. 

dei due numeri a e &. 

D. Gambioli. 

■ H I» 

SULLA FORMA DEL QUOZIENTE 

NEL TEOREMA DI FERMAT 



(ContituMuioneefine: Y.pag. 16). 
3. Abbiamo 

2(?,)(y=C)U.) + ©G-J+-+G-.)G) 
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come risulta dalla forinola combinatoria 

rr)=o+(,i,)C)+-+G)0-i)+(;) 

facendo r = s "=• a. 

Analogamente la 2 (f ) (H W ) ^oWd^ condizione 

dove le i devono essere interi positivi non nulli, rappresentando il 
numero di combinazioni semplici della classe p formato colla scelta 
di tre elementi da ognuno di tre gruppi prescelti, fra i p dati, equi- 
vale al numero delle combinazioni della classe p formate coi 3 a 
elementi che entrano nei 3 gruppi scelti, diminuito del numero delle 
combinazioni della classe p formato con elementi appartenenti a due 
soli ad uno solo dei gruppi considerati, e però avremo 

2 (y (0 (0 = e;) - ' \o - 2 01 - « © 

=f;)-8f;)+3©=;i;(_i)-0f7>). 

Analogamente avremo 

2 (0 © © (?.) = O - " Kp) - ' O + « 0! 

- " if;) - ^ ©! - - © 
= o - " f;) +« e;) - ^ o =!(- »'0) r^"i- 

Ammettiamo che questa legge sia valida fino ad un intero n 
e che si abbia quindi 

2(?.)(0(y-(.:)=T(-'>'(")('"7''") 

dico che essa sarà valida anche per n + 1 e che si avrà quindi 

Infatti seguendo il metodo tenuto per il caso di w :=i 2 ed n rz: 3, 
nzzi 4, avremo 
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2 00 ••••(.:)(<:.)= ('"*"•) 

et') :i;(-i)' ('"7"°) - et ')j ;(-i)' ei') e -;,-"°) 

-et')i(-i)'e7')r-r"')--er)i<-i)'(:)e'-;'")- 

Separiamo da ciascuna sommatoria del secondo membro il ter- 
mine generale A'*"^ *^^ì = ^''* ^^~ "^ì; avremo allora come 
somma dei coefficienti di questo termine l'espressione 

(-irrtO(.-i)-(-i)"*("tO(':~J) 

Se trascuriamo l'ultimo termine di questa somma vediamo che i 
rimanenti, alternativamente positivi e negativi, hanno per numera- 
tore comune il prodotto 

(n + 1) n (n — 1) . . . . (m + 2 — t) 

che potremo raccogliere; i denominatori sono rispettivamente \1_ \i — 1 , 
|2 . \ i — 2 , [3^ . il— 3, , l 't — 1 , |1^. Ma si sa che \i_ è sempre divi- 
sibile per il prodotto \r_ . \i — r per r <^ t e che si ha 

-^^— = 0- 



Da questa eguaglianza facendo r zr 1, 2, 3 ... (t — 1) si rico- 
nosce che si possono ridurre le precedenti frazioni ad avere per 
denominatore comune | i ed avremo allora come somma dei nume- 
ratori (non tenendo conto del fattore già raccolto) 

(-i)"'(;)-(-i)"(2)-(-ir (3) •••• - (-1)' (.-iOra 

Ora dalla nota formola 

o=i-© + (2)-(3)-+(-irC) 

si ricava per n pari 

(?)-(?) + ©•■•+Ui)= 2 
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e per n dispari 

(?)-© + © ■-U.) = o 

quindi per i pari la somma dei termini della [P] è uguale a 2 e 
però tenendo conto dell'ultimo termine non considerato nella [a] 
questa espressione si riduce a 

^ (n + l)n(n— l)...(n + 2 — i) _ /n+\\/n — i+l\ 



^ (n+ l)n(n— l)...(n + 2 — _ /n + 1 



=ft') 



e però il coefficiente del termine generale y "^ ** ^i troviamo 
che è uguale, quando i è pari, a quello che si avrebbe dallo svi- 
luppo che si voleva dimostrare. 

Quando i è dispari lo sviluppo [P] sarà- eguale a zero e però 
la [a] si ridurrà al suo ultimo termine cioè a 

-ft') 

che coincide appunto col coefficiente del termine generale nello svi- 
luppo che si voleva dimostrare quando i ò dispari. 

Lo sviluppo delle 2 essendo dimostrato per n = 2, n z=i 3, 
n =1 4 sarà quindi valido qualunque sia n. 

4. Se facciamo n zi: p e notiamo che 2 u) u) '"' u) ^^P" 
rappresentando il numero delle combinazioni contenenti elementi di 
ciascuno dei p gruppi dati è uguale ad (f avremo 

'>'=l!(-')'fi)(<'7"°) 

separando il termine corrispondente ad i zn e procedendo sul ter- 
mine y^J come già si è operato nel numero 2, si riconosce la divi- 
sibilità di a^ — a per il numero primo p e si ha modo di deter- 
minarne il quoziente. 

In particolare si potrà scrivere 

a'-a = (7)-«+;|;(-l/(f)((P7>). 
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e poiché 



P 
si avrà 

aP — a 



^ (p — l)(p— 2)....(p — 1+1) ^ _L /p— 1\ , 

1.2. 3.... t i \«— 1/ 



Francesco Panizza. 

- — - — ^ ' WZU S UOi.h ^ é 

TEMI DI MATEMATICA DATI PER L'ESAME DI MATURITÀ 

IN GINNASI E SCUOLE REALI SUPERIORI DELL' AUSTRIA-UNGHERIA 

alla fine degli anni scolastici 1891-92 e 1892-93 

(Continuazione \ V. pag. 27, 55, 97, 148, 184 delTanno IX e 25 deWanno X). 

Graz: I. t. r. Ginnasio sup, — 1. Due fiamme A e B sono distanti T una 
dalFaltra a = 40 m ; A ha alla distanza 1 V intensità luminosa ì e B alla 
stessa distanza 1* intensità luminosa 2. Si deve determinare sulla retta a il 
punto che viene illuminato egualmente dalle due fiamme. 

2. Costruire e calcolare quel triangolo nel quale r è il raggio del cerchio 
circoscritto, A l'altezza da C e Tangolo CAB = a (r = 92,5 cm, A= 140 cm, 
a = 53° 7' 48"). 

3. Una tangente condotta all'ellisse Aso*- + 9y^ = 36 taglia gli assi posi- 
tivi delle coordinate ad egual distanza dall'origine ; qual* è 1' equazione della 
tangente e dove giace il punto di contatto ? 

Graz : II. t. r. Ginnasio sup. — 1 . La subnormale d' una tangente alla 
parabola è 8, l'ascissa del punto di contatto 9 ; che angolo forma la normale 
col raggio vettore del punto di contatto ? 

2. Un arco di cerchio colla saetta p = ò ruota intórno a questa, se l'an- 
golo al centro che corrisponde all'arco è a = 32° 18' 28", qual'è la superficie 
ed il volume del segmento sferico che risulta ? 

3. Dei tre angoli d'un triangolo, che contano un numero intiero di gradi, 
il primo è divisibile per 11, il secondo per 17 ed il terzo è di 4° maggiore 
del doppio del primo ; quanti gradi conta ognuno ? 

4. Un tale paga per 12 anni al principio di ogni anno un premio di 250 f., 
onde cominciando colla fine del 18** anno e poi per altri 14 anni alla fine di 
ogni anno, percepisce una rendita. Quale sarà questa rendita calcolando il 4,5 ^/^ 
d' interesse ? 

Salisburgo: Ginnasio sup, Borromeo. — 1. Data l'equazione 8»^ -|~ 16 a;* 
— 8 a 09 — a^ = 0, determinare a in modo che tutti i valori di a diventino 
razionali. 
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2. Il rettangolo ABCD ha il lato AB = 3cm, il lato BC = 2cm. Si de- 
scriva un cerchio che tocchi DC in D ed un altro che tocchi BC in B, Am- 
bedue i cerchi si devono pure toccare scambievolmente e la loro centrale essere 
parallela alla diagonale AC del rettangolo. Quanto importano i raggi dei due 
circoli ? 

3. Il diametro della base di un cono obliquo è cf = 16, Tasse a = 15 e 
questo forma colla base l'angolo a = 79^ 20'. Si calcolino i lati e gli angoli 
di quella sezione assiale la di cui area è il medio geometrico fra le aree delle 
se/ioni assiali massima e minima del cono. 

4. L* ipotenusa di un triangolo rettangolo ABC il cui vertice opposto A 
ha le coordinate x^ = 9, y^= 5, giace nella corda di contatto corrispondente 
a quel punto rispetto al cerchio a- -f- y- =64, e la retta 7 a? — 5y = di- 
mezza quest'ipotenusa. Devesi determinare la cordale del dato cerchio e del cerchio 
circoscrìtto al triangolo. 

Kremsmunster : t. r. Ginnasio sup. dei Benedettini. — Si scriva la pro- 
porzione nella quale la somma dei termini estremi è 24, quella dei medi è 16 
e la somma dei quadrati di tutti ì termini è 580. 

2. In un cerchio di raggio r = 1 un angolo alla periferia è oc =: 18° e 
la somma delle due corde che lo formano è 5 =s 3. Quanto importa ognuna 
delle corde e quanto la parte del cerchio fra esse compresa ? 

3. Si determini il volarne di un segmento sferico nel quale la superficie 
curva sta alla superfìcie piana come 1 : n, se il raggio della sfera è r =? 7,5 
ed n = 0,6. 

4. Nei punti d'intersezione della retta « -^ y = 3 colla parabola i/^ = 4 a?, 
sono condotte tangenti alla parabola ; si determini l'area del triangolo com- 
preso dalla data retta e dalle due tangenti. 

Innsbrucr : t. r. Ginnasio sup. — 1 . Un orefice adopera argento del titolo 
di 900, 840 e 600 millesimi per ottenere 54 kg. di argento del titolo di 750 
millesimi; come può esser fatto il miscuglio volendone adoperare un numero 
intiero di kg. di ogni qualità ? 

2. Sul circolo 0?* 4- y* = 25 si sono presi due punti colle ascisse a?^ = — 4 
e a7j^ = 3 e con ordinate positive ; si determini l'angolo formato dalla segante 
che passa per i due punti colla tangente condotta al cerchio per il secondo punto. 

3. Un triangolo ABC coi lati a = 221 cm., &=:149cm. e c=: 222 cm. 
ruota intorno ad un asse parallelo al lato BC che ha una distanza da questo 
lato eguale all'altezza sul medesimo ; si deve determinare la superficie ed il vo- 
lume del corpo di rotazione. 

4. In un quadrilatro inscritto ABCD è il lato AB = a= 14 dm, CD zzi 
e =13 dm., l'angolo DAB =: a =106* 15' 37" ed il raggio del cerchio circo- 
scritto r = 8,125 dm; si calcolino gli altri elementi del quadrilatero. 

7 
ViLLAco: t. r. Ginnasio sup. — 1. La frazione -jr=^ si deve rappresentare 

come differenza di due frazioni proprie positive, delle quali il minuendo abbia 
il denominatore 10 ed il sottraendo il denominatore 47. Soluzione mediante le 
frazioni continue. 
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2. QuaFè il volume di un tronco di cono retto la cui superficie laterale 
il =: 200,25 cm.* e il cui lato s = 8,2 cm., se questo forma colla base mag- 
giore langolo a =70* 21' 35" ? 

3. Calcolare Tarea del rettangolo formato dai raggi vettori che si tagliano 

ad angolo retto neirellisse oS "^ TS = ^ • 

Bressanone : Ginnasio sup. privato. — 1 . In una progressione aritmetica 
ed in una progressione geometrica con termini positivi e che hanno il primo 
termine 1, l'ottavo termine della prima è eguale al quarto della seconda, e la 
somma dei primi quattro termini della geometrica supera di 21 Tottavo termine 
deiraltra. Quali sono le due progressioni ? 

2. Un esagono regolare col lato a =: 1 ruota intorno ad un asse che passa 
per un vertice ed è parallelo alla simmetrale dei lati ; si calcoli la superficie ed 
il volume del corpo di rotazione. 

3. Si calcolino le coordinate del punto di intersezione delle altezze e Tequa- 
zione del circolo circoscrìtto ad un triangolo che ha i vertici ( — 3, — 2), 
(6, - 5) e (5, 2). 

Reichenbero: i, r. Scuola media (Ginn, sup, e Se. reale inf.) — 1. Un 
padre lascia ai suoi 5 figli una sostanza di 20000 corone, che frutta il 4 ^/^ 
d'interesse composto a maturazione semestrale ; alla fine d*ogni semestre i figli 
ricevono assieme 600 corone. Quando riceve ognuno dei figli dopo 10 anni ? 

2. Quanto importa la parte di superficie terrestre visibile da un punto alto 
h = 620 m (raggio terrestre r = 6377,5 km). 

3. Cercare Tequazione del cerchio che passa per i tre punti (2, 3), ( — 2, 3) 
(0, - 2). 

BrOnn : t. r. /. Ginnasio sup. ted, — 1. Il numero 1^ si deve scomporre 
in tre frazioni coi denominatori 2, 3, 5 così che il triplo numeratore della 
prima frazione aumentato del doppio numeratole della seconda sia eguale al 
doppio numeratore della terza aumentato di 1. 

2. Un tale dopo 6 anni ha il diritto di percepire per la prima volta una 
rendita annuale anticipata che dura per 18 anni ; ma egli vende tosto questo 
diritto per 12000 f. ; quanto importa questa rendita se l'interesse viene calco- 
lato al 5 y ^/^ e capitalizzato semestralmente ? 

3. Un trapezio inscritto ad un cerchio di raggio r coi lati paralleli 2r e 

2r 

-^ ruota attorno al lato 2r; qual'ò il volume e la superficie del corpo di ro- 
tazione ? (r = 5,23 dm). 

4. Quali sono le equazioni di quelle tangenti all'ellisse 9a;^4- 16 t/^ = 144, 
le quali sono parallele alla retta y = 0,4 a; + 6 ? Qual' è 1' equazione del ri- 
spettivo diametro, quale la sua lunghezza e quale l'angolo che esso forma col 
diametro coniugato ? 

(Continua). 

■ U t* 
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PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE 



Sulle proprietà fondamentali delle operazioni dell'aritmetica. — 

Ho riunito iasieme, in questa breve nota, alcune delle proprietà relative alle 
operazioni fondamentali deiraritmetica, e specialmente quelle che si riferiscono 
ad operazioni successive e dello stesso ordine eseguite su di un numero dato, 
tra le quali, com' è notissimo, si riscontrano tante analogie. 

1. Ciascuna delle operazioni, che si possono eseguire sopra un dato nu- 
mero a, è completamente determinata quando, oltre ad essere indicata la specie 
deiroperazione, sia dato un altro numero b che, secondo i casi, sarà quello che 
si deve aggiungere ad a, o togliere da a, o il numero per il quale il numero 
a deve essere moltiplicato o diviso, o Tesponente della potenza a cui deve es- 
sere elevato il numero a, o infine V indice della radice che deve essere estratta 
dallo stesso numero. 

Indico, per brevità, una qualunque di queste operazioni col simbolo M^^ 
dove la lettera Af, presa isolatamente, sta a dinotare la specie dell* operazione, 
mentre la lettera b ha il significato suddetto ; e còl simbolo 

il risultato deiroperazione M. eseguita sul numero a. In generale, indico con 



aM.NP. 

e a 



il risultato che si ottiene eseguendo sul numero a dapprima T operazione Af^, 

poi sul risultato Toperazione N^ , sul nuovo risultato l'operazione P^ e così vìa. 

Infine indico con 3f~~^ l'operazione inversa della Af, ossia tale che si abbia 

(0 aM;r^M^ = ^ 

qualunque siano i numeri a e b; e ammetto che assieme alla (l) si abbia anche 

(2) aM,M-^:=a. 

Ciò posto, ecco alcune proprietà riferibili in pari tempo a diverse specie di 
operazioni. 

2. I. Posto chey qualunque siano i numeri a, b, e, si abbia : 

(3) aM,M, = aMX; 

si dovrà anche avtre : 

(4) aM^M7' = »M.-X- 

Invero, a motivo della (2) si ha : 

a A/r^A^K = a Mr^M.MM- * , 

e e e ^ 

e in seguito air ipotesi fatta (3) : 

a ifr^M. = a Af- ^M ilT Afr* , 

o e e o G ^ 

8 
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d^onde, a motivo della (1) : 

Osservazione, — Poiché Y ipotesi (3) si realizza in ognuna delle operazioni 
dirette : addizione, moltiplicazione e inalzamento a potenza, ne segue che la (4) 
vale per ciascuna di esse e la sua inversa. Quindi particolarizzando la specie 
deiroperazione M e impiegando gli usuali segni, si può, da ciò che precede, 
ricavare la dimostrazione della permutabilità di due operazioni, una diretta e 
Taltra invei*sa, eseguite successivamente su di un dato numero, posto che la per- 
mutabilità sia già stata stabilita per le operazioni dirette. Se p. es. le opera- 
zioni M sono inalzamenti a potenza si ha il teorema : 

ed ecco la dimostrazione precedente, facendo uso degli ordinari segni dell* ope- 
razione di cui si tratta : 

3. II. Ammessa la (3), si deve anche avere : 

(5) aMfX~' = aMrX~'- 

Invero, a motivo della (2), si ha : 

e per la (4) che, come abbiamo osservato, è conseguenza della (3): 

d*onde, a motivo della (1) : 

Osservazione, — Atteso Tosservazione fatta precedentemente sull'ipotesi (3), 
possiamo dire che la proprietà (5) vale anch*essa per tutte le oi)erazioni inverse. 
Supposto ad es. che le operazioni M siano innalzamenti a potenza, si ha il 
teorema: 

b 



]/yir=\/y-7 



colla dimostrazione seguente : 

b 



4. III. Ammessa la (3) e posto che qualunque siano i numeri a, b, e si 
abbia : 

(6) aMt^M^ = *M(^(b.o)J 
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si deve anche avere: 

(7) aM-'Mr' = aM-i„. 

Invero, a motivo della (2) si ha : 

aMr^M"^ = aMr^M~^M ,^ ,M":* , , 



e per le ipotesi fatte (6) e (3) : 



infine per la (1): 



aM-'Mr' =aM-'3fr'M^M^M-l^ , 



aMr^Mr^ = aMr^ 



Osservazione. — Se «p (ò, e) = 6 4* ^i 1* ipotesi (6) si realizza nelFaddizione ; 
se f^(b^c) ^ bc la stessa ipotesi si realizza nella moltiplicazione e neir innal- 
zamento a potenza. Quindi nella precedente sono comprese le dimostrazioni 
delle formule : 

a a ' 



a — b — c = a — {b + c); -t-:c 



bc 



.là bo 



Se p. es. le operazioni M sono innalzamenti a potenza, bisognerà fare cp (b, c):=zbc^ 
e la dimostrazione precedente diventa : 



be be 



5. IV. Ammesse le (3) e (6), si deve anche avere: 



aM^M^ * = aM^(b,d)Mcp(c!d)' 



qualunque siano i numeri a, b, e, d. 
Invero, a motivo della (2) si ha : 



e per la (4): 



a M^Mr ^ = a M^M^ ^MJi7 * , 

oc oc a a ) 



a M^M- ' = a M.U^Ìf- 'M- ' , 



e infine per le (6) e (7): 



«^A * = «^cp(6.d)^<p(c!d)- 



Osservazione, — Se ^ (ò, e) = ò -f- e, si può ricavare dalia precedente la 
dimostrazione della proprietà : 

a + 6 — c=:a + (^ + ^) — (e 4-^? 
se ^(&, e) = frc si possono invece avere le dimostrazioni delle proprietà seguenti: 



ab abd 



Cd 



ed ' 



j/a* =:f^a** 



L 
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Se p. es. le operazioni M sono innalzamenti a potenza, si ha la dimostrazione : 

d d 

e . / o A ^ / ^ <* 

6. V. Se^ qualunque siano i numeri a, b, e, si ha: 

(8) (p(a,b)Me = <p(aMo,bMc), 

si deve avere anche : 

9 (a, b) M„-^ = 9 (a M - S bM-*) . 

Invero, a motivo della (2), si ha : 

e per 1* ipotesi fatta (8) : 
e infine a motivo della (1): 

Osservazione. — Se cp (a, 6) = a ili & V ipotesi (8) si realizza se V opera- 
zione M è moltiplicazione ; quindi allora si ha anche : 

a:izb a b 

e e e 

a 
Se cp (a, 2») = a b, oppure 9 (a, ò) = — , la stessa ipotesi (8) si realizza se M 

è un innalzamento a potenza ; quindi allora si ha anche : 

e o 

y b 

Fermo, gennaio 1895. 

G. GlAMBERLINI. 

-» »IUIIIIIIIII'IIIIIIIIH I^ 



SOLUZIONI DELLE QUISTIONE 
217*, 218*, 219, 220*, 221*, 223*, 224* e 225* 

217'. NeUa serie x^, x^, Xj, .... Xn , è costante il rapporto h di 

ciascun termine alla potenza di grado [a del termine precedente. Esprimere Xq 
per mezzo di Xj, n, h, [x. (A. Tagiuri). 

Soluzioni completamente analoghe dai Sigg. E, Marchi, studente a Livorno ; 
G. Scorza^ studente a Pisa; Af. Carmina^ alunno del R. Istituto tecnico di 6ir- 
genti ; V. Cohtmbo^ studente a Napoli; E, Lugaro, studente a Palermo; A Parsi^ 
studente a Genova Q* 



(*) Solusloni vennero anche Inviate da B. ArmanOf studente a Torino, F, Oélettri (R. lai. tee. 
Modica), G, OiovannttH, studente a Paria, O. Montanari^ studente a Pisa; M, MoràU e B. Zurria, 
studenti a Catania. 
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Dalle relazioni successive 

si ricavano, sostituendo, le altre 

«3 = A* . «1 , 07^ = /i* '^ a?l , 

Ora, si ha in generale 

Infatti quest* uguaglianza si verifica per n = 1, 2, 3, 4 e supponendola sod- 
disfatta per n — 1 lo è anche per n, poiché 



quindi essa è sempre vera. 

u.*-* — 1 
Ma si ha [A**—* + |jl**— * -f-.... + fx*4-(i-+- 1 = -^-- z dunque, più 



t*-i 



semplicemente 

u.**-* — 1 



Hi-1 



.1^ 



n^l 



07 = A . a?! 



» 



21 8\ Determinare U termine generale della serie 

1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, (A. Tagiubi). 

Soluzione del Sig. F. Celestri^ alunno del R. Istituto tecnico di Modica (*). 

, n-f. 1 

E evidente che il termine n*»*'^ della serie, per n impari e — r — e per n 

pari — . Se adunque lo si indica con JV potremo scrivere nel primo caso 

2n+l-l-l 2nH-l-K— 1) . . ,. . . 

N = 2 e nel secondo N = j • ^ quistione e m 

tal modo ridotta a far si che l'ultimo termine del numeratore di queste due 
espressioni sia positivo quando n è dispari e negativo quando n è pari, ciò che 
si ottiene prendendo 

2n+l -(—ir 
N = ^ 

Se in luogo della serie data si considerasse la serie 
[1] a^y a^, a^, a^, Oj, Og, a^, a^, .... 

dove primieramente a^, a^ , a^^ a^ , .... sono numeri in progressione aritme- 
tica di ragione d^ il termine di posto 2n, come pure quello che lo precede, 

(*) Altre soluionl perrennero d*! Sigg. M. Curmtia (R. Ist. tee. Olrgentl), V. Oolumbo (stu- 
dente a Napoli), M. Morale (stud. Catanla>, A Parsi (stnd. (Genova). 
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avrebbe per espressione a^ -+- (n — \)d, quindi il termine n**^* sarebbe, per n 

impari a^ -h I — r 1 j d e per n pari a^ 4- l-x 1 j ci ossia in generale, 

servendoci dell'artificio usato sopra : 

e 2n-|-l— (— 1)» ), 2n— 3 — (— 1)* 

Qualora poi nella [1], a^, a^, a^^ a^, .... fossero i termini di una progres- 



sione geometrica avente q per quoziente, siccome a^ = a^ q**^^ per n impari 



•*+i_j -5.— I 



il termine n**^® della serie sarebbe a^q ^ e per n pari a^q* , quindi 
avremmo per termine generale 



»n — 8 — (— D* 



a^q 

219. NeUa serie y, y, . . . . yn • • • . «* ^ p^ n !> 1 

yo=hyn_i4-ln+-k. 
Dato il valore a, di y^ determinare yn in fìmiione di n, h, 1, k, a,. 

(A. Taroiuri). 

Soluzioni analoghe dei Sigg. Prof. V. Carpaneto ad Acqui, V. Columbo^ stu- 
dente nella R. Università di Napoli, A. Parsi^ studente nella R. Scuola Navale 
Superiore di Genova e G. Scorza^ studente nella R. Università di Pisa. 

Dalle relazioni 

Vh = ^^n-i + ^n + A, y^i = Ay^_, + ?(n— 1) + A 
yn-(.-i) = ^Vn^ 4- Z[n — (5— 1)] + A; 



moltiplicando successivamente per 1, A, A^ .... A*""^ e addizionando si ricava 

y» = ^'yn-^ + ('« 4" A)(^*~* -I- A«-« . . . . + A -f- 1) 
— l[{8— 1) A«~* 4- (s — 2) A*-* + . . . . -I- 2 A« + A]. 

A*— 1 

Ma si ha: A*-* -I- A»-* -h + A -h 1 = -r r e 

A — 1 

(,_l)A«-» + (»— 2)A«-*H- j-SA' + Ass^A-U»-» — ^'-=^1 

e sostituendo 

y. ■= ^' v,_ + ('n + *) ^ - -^ (»*-' - xZt) ' 

questa formola, che facilmente si dimostra esatta col metodo di conclusione da 
n ad « -h 1 , si può scrivere nel seguente modo 
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Ponendo n — 5 s= r, donde s = n — r, si ottiene 

Tale forinola vale anche per r "^ n. Se ne ricava infatti 

l t Ih \ /i**-»* — 1 

V^ = /.-»y„ + -- _j- („ A-» _ r) + (a + -^-_-p) -^— ^ ; 

e ponendo n per r ed r per n si ricade appunto nella precedente. 

220*- Dato in un cerchio una corda AC, e, dato wn punto K situato in 
essa, condurre per K «n* aZ^a corda BD in modo che il quadrilatero ABCD 
risulti circoscrittibile, (S. Catania). 

Soluzioni del Sig. G. Scorza, studente a Pisa. ^C 

1." Supponiamo il problema risoluto e poniamo AB = a, BC = bf CD ==c, 
DA = dy AC = m, DB = n, Allora poiché il quadrilatero ABCD è inscrit- f\ 

tibile, gli angoli ABC e ADC sono supplementari: quindi BK : K D = 
^ ABC : /\ ADC = ab : ed. Inoltre si sa pel teorema di Stewart che se 
un punto K divide la base di un triangolo OBD nel rapporto u : v, si ha 



— • V — o u — 2 w i? — 2 

OK = i OB H j OD — "7 — ; — rs- . BD 

e nel nostro caso u : v = ab : ed, OB =i OD = R, indicando con R il raggio 

del circolo circoscritto e designando il centro di questo circolo, B D = n^ 

dunque 

2 2 abcdn^ 

OK* = R — 



(ab + cdf 

Ora indicando con iS Tarca del quadrilatero ABCD egli è Ss= /\ ABC -\- 

abm cdm m 

^ ADC= -+- = -j-^ {ab + ed) e d'altra parte 5* t=: abcd 

perchè il quadrilatero ABCD è inscrittibile e circoscrittibile al tempo stesso: 
dunque sostituendo: 

i 2 

OK = A — 



16 22* 
Da questa uguaglianza si ricava 

42? 

nm=: 4R J/(R+0K)(R — 0K), n=: j/{R-^ OK){R— OK) 

la qual formola dà il valore di n che risolve il problema (*). 

Conducendo il diametro MN passante per K e per K la semicorda KP per- 
dendicolare ad AfiV; si vede facilmente che KP =s y{R+ OK){R — OK), 
onde la diagonale n non è altro che la quarta proporzionale dopo m, il doppio 



ri 



(*) Qaeato aolasione è iBflplrata ad Aleani risaltati a cai perriene il SIg. Fouoart nel Journal 
de Maih. iUm. piiblfé par H. Vvdbxt (Anno XVIII, p. ]4«). 



•» J 
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del diametro MN ed il segmento KP, La costruzione del quadrilatero AB CD 
è ridotta poi ad inscrivere in un cerchio una corda di data lunghezza passante 
per un punto dato, problema di molto facile soluzione. 

2.° Considerando ancora il problema come risoluto, sia I il centro del cer- 
chio inscritto nel quadrilatero AB CD, Se tiriamo /A, IC sarà ^A/C + 
ICB + CD A + I>Aìz=^ 360°. Ma la somma degli angoli /CD, DA/ è uguale 
a un retto poiché sono metà di angoli supplementari, dunque si ha ^ A TC =^ 
270® — CD A, Ora Tangolo CD A è noto perchè inscritto nell'arco ADC, dunque 
1^ "{ abbiamo intanto, che il punto / deve trovarsi sopra un arco di cerchio capace 

*♦ ' dell'angolo 270* — CAD descritto sulla corda AC. D'altra parte si sa che se 

un quadrilatero e inscrittibile e circoscrittibile nel medesimo tempo, i centri del 
circolo inscritto e circoscritto stanno sopra una medesima retta insieme col punto 
d'incontro delle diagonali, dunque il punto / è determinato dalla intersezione 
della retta OK (0 essendo il centro del circolo dato) coll'arco di cerchio AIC. 

Trovato il punto /, la costruzione del quadrilatero ABCD è ovvia, poiché 
si riduce a tirare per K una trasversale BD in modo che IC bisechi l'angolo 
DCB e si sa che tutte le trasversali BD, tali che Tangolo DCB insulti bise- 
cato da IC, sono parallele. 

Osservazione. Del teorema citato sui quadrilateri inscrittibili e circoscrit- 
tibìli al tempo stesso, ci si può facilmente rendere ragione nel modo che segue: 

Siano P e i punti ove si incontrano le coppie di rette AB e CD, AD 
e BC rispettivamente, allora la retta PQ sarà la polare del punto K tanto 
rispetto al circolo quanto rispetto al circolo /. Ma la polare di un punto 
rispetto a un cerchio è perpendicolA*e al diametro passante per esso, dunque 
PQ è perpendicolare tanto ad OiC quanto & KI, e perciò 0^ I e K giacciono, 
come volevasi dimostrare, in linea retta. 

221*« If* un triangolo ABC determinato per gli elementi a, B, G iscrivere 
due circonferenze eguali, tangenti a due lati ed esternamente tra loro; si riduca 
atta al calcolo logaritmico la formola del raggio. Se 0, 0' siano i centri dei 
due cerchi qual condizione deve sussistere fra gli angoli B, G affinchè il trian- 
golo A 00' risulti rettangolo in 0'? (G. Bbllacchi). 

Risoluzione del Sig. E, Marchi già studente nel R. Istituto tecnico di Li- 
vorno O» 

Siano D, E i punti di contatto delle due circonferenze 0, ff col lato BC=a. 

B C 

Si ha a = BD + 2r + SCe poichèBD = rcot— , ^C=:rcot— , risulta 



a=r ( 



B C , 

2 + cot — + cot -^|, donde 



a 



B C 

2 + cot -^ 4- cot — 



<•) Altra flolaiione venne inviato dal Slg. M. Morale, studente a Catania e riflolualoni eguali 
nei risnltoti dal Slgg. A. ParHy studente a Genova e (?. Seona, studente a Piia. 
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Per ridurre questa formola atta al calcolo logaritmico si osservi che 



cot — + cot — = 



B C C B 

cos— sen— + cos— sen — 



2*2 B C 

sen— sen — 

B+C 

sen — 2 — 

onde posto ^ -^ =3 2 tan* cp segue 

sen Y sen — 



sen 


B 

L 


+ c 

2 


sen 


B 
2 


C 

sen^ 



Se il ^ A(yO risulta rettangolo in 0\ allora AO'E sarà l'altezza del 
A APC relativa al lato BCesì avrà AE = BEisingB= (5/)+ 2r)tangi? 

= r 12 + cot — I tan B ed AE=z EC . tan C = r cot ^- tan C, onde ugua- 
gliando 

f B\ C 

2 + cot — j tan B = cot — tan C, 

che esprime la condizione richiesta. 

Questa relazione si può peraltro mettere sotto una forma più elegante osser- 
vando che 



(2 + 00*^) 


B B B B 

2 sen + cos 2 sen eoa ^ 

fon 7t — « 11 — — 


lan i> =-s _. yj 

B cos ^ 




*"2 


sen B 4- cos* ~r- -. » • i ■ » 
^ 2 2senB 4- 1 + cosB 

2 — ' 

cos B cos B 


C 

cot — tan e s=3 


ce e 

2cot2tan2 2 cos» ^ , _^ ^^ ^ 


C .C , C cos C 
1 — tan* „ C08* — sen* „ 



donde segue, dopo fatte le riduzioni 

cos B — cos C = 2 sen B cos C, 



r. Dimostrare che Vespressùme 

ptfr m intero e positivo qualunque, è divisibile per 64. (V. Golumbo) 

Dimostrazione del Sig. 0, Montanari, licenziato dal K. Istituto tecnico di 
Livorno. 



— TO- 
SI ha 

34m+i -I- io . a»** — 13 = 3 (3^ — 1) -h 10 (3»"» — 1) = 
(3««» — 1) I 3 (3«"* + 1) 4- 10 j = (3^'* — 1) I 3 (3«~ — l) + 2 (3» — 1) j. 

Ora i due fattori deli* ultimo prodotto, qualunque sia m, sono divisibili per 
3' — 1, quindi l'espressione considerata è divisibile per (3* — 1)* = 64, ed. d. ('). 

Dimostrazione del Sig. G. Scorza^ studente a Pisa. 

Verificato il teorema per m= 1, 2, supponiamolo vero per m = n; 

esso sarà dimostrato in generale quando si provi che, fatta tale ipotesi, esso si 
verifica ugualmente per m^n-^" 1 . 

Per m = n + 1 la nostra espressione prende la forma 

A = 3**^5 -I- 10 . 3««*« — 13 
da cui, sottraendo 

/? = 3**^* + 10 . 3«-— 13, 
si ha 

(A — J?) = S***-^* (3* — 1) -h 10 . 3»** (3« — 1) = 80 j 3**-^* ■+- 3«* | = 

80 . 3«* (3«**^^ + 1). 

Ora basta osservare che una potenza dispari di 3 è uguale a un multiplo di 4 
meno Tunità per accorgersi che A — B è divisibile per 64: ma anche B per 
ipotesi è divisìbile per 64, dunque il teorema resta dimostrato anche per A. 
e. d. d.. 

Dimostrazione del Sig. G, Candido^ studente a Pisa. 
Consideriamo Tespressione 

^4i,+i _j. [-^^ ^ ^^t _ 2 m»«»l m»» — [(m + n)« — wm'«'] n^^ 
in cui m, n, p sono numeri interi e positivi. Ponendola sotto la forma 
(mP 4- n^) {nfi — n^) [m (w^ + n**) (m^ — n^) -+- (m -h n)*] 

si scorge con facilità che 1* se m ed n sono pari essa è divisibile per 2 (m -h^)* X 

m -^^ n 
(m — n), 2 se è un numero intero essa è divisibile per (m* — n'r. 

In particolare fatto m = 3, n = 1 si ha Tespressione 

3^-^* 4- 10 . 3'^ — 13 

e siccome siamo nel caso di = intero» essa è divisibile per (3- — Ir 

m — n r \ / 

(*; r)iino«ttra%Ioin completamente analoghe dai Sigg. Jf. Carmina (alunno del R. Ist. tee. Gir- 
genti), E. Lugaro (lloenziato dal R. Liceo Garibalai Palermo', S, Jfa/-cU(lic. R. Int. tee. Livorno), 
M. Morule (Ile. R. lat. uaut. Catania), A, Pavi^ studente a Gi'uuva, M. Pittltelli (Ile. R. Liceo 
Bari), S. Retta («Innno R. Ist. tee. Bari). 

{**} Altre generallssuizlonl della qulstlone pervennero dai Sigg. F. Celeetri (alunno del R. Ist. 
tee. Modica), V. Columho (Htad. Napoli) ed IS. Lugaro. 
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224*. Siano 0, 0' i centri di due cerchi dati che si segano ortogonalmente 
nei ptmti H, K; si tiri per H una retta qualunque che tagli i cerchi 0, 0' di 
nuovo in A, B rispettivamente. Le rette AO, BO' si taglino in M. i® Qual è 
il luogo del punto M? 2^ Dimostrare che le rette KA, KH, KB, KM formano 
un fascio armonico. (F. Gelestri). 

Risposte analoghe dai Sigg. E. Lugaro^ licenziato dal R. Liceo Garibaldi di 
Palermo e S. Resta, alunno del R. Istituto tecnico di Bari (*). 

1* Essendo gli angoli A HO, (/HB complementari, si vede facilmente che 
EOA e BO'H sono supplementari (quindi BKA retto): hanno i lati OH, O'H 
perpendicolari, quindi AM è perpendicolare a. BM. 11 luogo del punto M è 
dunque il cerchio di diametro 00'. 

2* Sia C il punto d'incontro dìAK con BM. Si ha ^KCB = W-^ CBK 

KO'B 

= — - — , e quindi C si trova nel cerchio . 

In oltre, essendo A, M, K, B conciclici: ^AKM=:ABM=:HKC. Cosic- 
ché le due rette KM, KH e le bisettrici dei loro angoli, KA, KB, formano 
un fascio armonico, e. d. d.. 

225** Dimostrare che le due progressioni geometriche 

-••_ 1 • 9 • 4 • -11- 1 • ^ • Q 

godono della proprietà che combinando % loro termini, o tutti o in parte, per 
addizione o per addizione e sottrazione dal V (a,) fino oWn"*™° (an), si lianno 
per risultati i numeri da 1 fino ad a^ + a^ +•••• + ^n • (A.. Lugli). 

Dimostrazione del Sig. if. Morale, studente a Catania. 
Considerando la prima progressione la cui ragione è 2, si ha 

2 a — a, 
«1 + «» + •••• + «» = - -2_"i =2«„— 1. 



Ogni numero iV < 2a — 1, che non sia termine della progressione, si potrà 
mettere sotto la forma a^ -{' ^ ^^^ ^t^ termine della progressione ed a << a^^. 
Similmente a potrà porsi sotto la forma a^ + ocj con aj -< o^ e cosi via. 
Egli è chiaro che si giungerà in ultimo a trovare a = a. poiché a 2> a, 2> 
«2 ]> • • • • e la progressione comincia con 1 . Si avrà così 

Considerando poi la seconda progressione la cui ragione é 3, si ha 

3 a_ — a , a — 1 

1 n^ 2 



a. 



dove m è un numero intero minore di — **-. Ora ogni numero iV < a^ -4- w, 

che non sia termine della progressione dà luogo alla limitazione a^<C^N -^C <^^+\ » 
e poiché a^^, — a^=a 2a^ risulta che una delle differenze N — a^ od a^^, — .V 

(') Altra rliposta perTenne dal Sig. C. Montanari atudento a Pisa. 
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è minore e Taltra maggiore di a^ od ambedue sono eguali ad a^. In questo 
ultimo caso sarà JV=ff^^j — a^ e neiraltro caso si potrà scrivere N = aj^ + OL 
o N= a^^^y — oc, con a <! a^. Ponendo appresso a^ -< a <C 3a^ , si troverà 
o a = flj^ ^_ , — a^ oppure a =? a^^ 4- «j od a = a^^ ^_ j — aj con aj < a^ e 
COSI di seguito; e poiché le oc diminuiscono continuamente e la progressione ha 
per primo termine 1 , si arriverà infine ad avere a^ = a^^ — a^ , oppure 

a =t a, , per modo che sarà 

n *n 

N = a. i+i a. H^ a, ^ .... ^ a. e. d, d.. 



QUISTIONI PROPOSTE (*) 

.**. Se r è un intero arbitrario non negativo, e n nn intero 
pure arbitrario ma superiore a r, si avrà 

- © (T') + © (TV + (-•)"U) a =«• 

G. Nonni. 



I. Si dimostri, senza ricorrere alla teoria delle differenze, 
ohe se la relazione 

(o) + ©»''+(2)"^+-+(n)«'-=l» 
è soddisfatta qualunque sia Unterò positivo n, si avrà 

G. Nonni. 

853. Valendosi del risultato della quistione precedente si de- 
termini il numero delle permutazioni degli elementi ct^, a^^ a^, .,, a^ * 
nelle quali nessun elemento occupa il posto rappresentato dal proprio 
indice. 

G. Nonni. 



:. Si hanno due urne, in ognuna delle quali sono conte- 
nuti i numeri 1, 2, 3, , n. Si estraggono contemporaneamente 

due numeri, uno da un'urna e uno dall'altra; poi, senza rimettere 
nelle urne i numeri sortiti, si estraggono di nuovo due numeri, uno 
da un' urna e uno dall'altra ; e cosi si continua finché tutti i numeri 
siano stati estratti. Determinare la probabilità ohe non sortano mai 



(*) Le questioni oontrMiegiuite con semplice aaterlBCo sono indlriixate «gU alunni delle scuole 
secondarie, queUe distinte con due aateriséhl sono dirette In partioolar modo agli studenti delle 
scuole superiori, senza eselndere qualsiasi altro studioso. 
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in una stessa estrazione due numeri eguali ; e dimostrare che tale 
probabilità vale -- a meno di 



n I n 

G Nonni. 

8SS**. Dimostrare che per due triangoli sferici polari sussiste 
la seguente proprietà: I tre circoli massimi passanti per le coppie 
di vertici corrispondenti (cioè tali che uno sia polo del lato opposto 
dell'altro) s'incontrano negli estremi di uno stesso diametro ; mentre 
le tre coppie di lati corrispondenti s'incontrano in punti di uno stesso 
circolo massimo, il cui piano risulta perpendicolare al suddetto dia- 
metro. M. Chini. 
2 66**. Mostrare che, risolvendo le equazioni 

l' = 1 - «»+-„» -jT^ (« 5 + «VI + «»C -H 1) 

^'='^—- , ■_^"^ , («5 + tf >n- wc + 1), 

14* + t>' + to' ^ 

rispetto alle u, o^ w, si ha 

a 2 (5' — 5) 



u 



o 



a\ + b-n + cX,-.\ ?« + >,« + !;«_ (5'« + V* + C'*) 

b 2 (ì,' - -n) 



w 



aÌ + byi + cì:—\ — $^ + V4-C« — (5'* + V* + C'«) 

e ^ 2 a' — 

a5 + 67) + cC— 1 5? + V + C* — (V' + V* + C'O ' 

ove si è messo, per brevità, 

a = 2(5-5')3~', 6 = 2(y) — V)S-*, c = 2(C — O^"* 

8t = ($ _ 5')' -h (>] - V)' -h(K — ^y. 

A. Del Re. 

8S7**. Il processo di eliminazione delle quantità X, X' fra le 

equazioni 

a — >.6 = 0, a' — X'ò' = 

aXX' + pX H- fX' + 8 = 0, 

ove a = a, aj-+-a,, 6 = 0,074-62, a'= a\ ce' -4- a'2, 6' =6'i cc'-h- 6^2 pd 
a^, a'^, 6^, 6'^ (i = l,2), a, p, y, 8 sono delle costanti date, vale il 
processo di composizione successiva di tre proiettività. Dedurne, senza 
ulteriori calcoli, che il determinante della equazione bilineare 

aaa'4- pa6' + t«'* + 866' = 

è dato dal prodotto 

I 



T 8 



II ' ' 

Ui 02 di CL 2 

61 62 II b\ h\ 



A. Del Re. 
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^**. Due fasci proiettivi di raggi (5, <y), (S\ e') essendo dati 
in due piani diversi, ed intorno a due diversi punti, proiettare Tuno di 
essi (S\ a) nel fascio (<S^|, <r) sul piano dell'altro, per modo che, in 9, 
il centro di proietti vita di (5), \S^) sia un dato punto ^S'^ . 

A. Del Re. 



^**. Si vuole proiettare una u di due punteggiate proiettive, 
sopra un piano o condotto pel sostegno u dell'altra, per modo che la 
proiezione contenga un assegnato punto M di <7, ed abhia con (u) un 
dato asse di proiettività u\ 

A. Del Re. 

>< S0O**. Costruire due punteggiate proiettive (u), (u') conoscendo 
due ])unti corrispondenti A, A\ l'asse di proiettività u'\ la proiezione 
i", su u\ del punto limite di (u'), fatta da -4, e l'angolo 8 di u^ u. 

Per 9 diverso da 0° e da 90® questo problema ha due soluzioni. 
Mostrare che le due posizioni (ui), (u\) di (u') che corrispondono ad 
esse, sono prospettive col centro di prospettiva in A. 

A. Del Re. 

^ 801*. Eliminare a e d dalle tre equazioni 

a a a 



tan (8 + 9i) ' " tan (8 + cp,) ' ^ tan (8 + <p,) ' 

G. Pesci. 

'. Trovare col solo compasso il raggio del cerchio inscritto 
in un dato triangolo rettangolo. G. Candido. 

y SOS'". Di un trapezio simmetrico calcolai'e i lati ed il raggio 
del cerchio circoscritto in funzione dell'angolo acuto A^ della diago- 
nale 2(2 e dell'area m^ 

G. Bellacchi. 

"'' 804*. Se A! ^ 5', C sono punti dei lati a, i, e di un triangolo 
ABO tali che BA! : AG = C B' : E A = AU' : C'B = m:n, posto 
B'G' = a\ G'A = h\ AB'^=.Cy dimostrare la relazione 

P. Castelli. 



f QOS*. Dimostrare che, per n intero e positivo qualunque, la 
« espressione 

3** [1296 . 3***-^ + 3 (3**^* — 2*'»^) — 2***!'* — 2** (^— 7^^)*" 

è divisibile per 1895. 

S. Gatti. 
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\*. Se di un triangolo ABC inscritto in un cerchio il ver- 
tice A rimane iisso e i vertici B e C variano cosi che la somma 
AB -i-AC rimanga costante, dimostrare che il luogo del punto 
medio di BC h una retta perpendicolare al diametro passante per A. 

G. Gallucci. 
y 867*. Se si costruiscono i punti simmetrici /', i", i'" del centro / 
del cerchio inscritto in un triangolo ABC rispetto ai lati BC, CA^ 
AB, le rette che conginngono questi punti ordinatamente con A, B, C 
concorrono in un punto. S. Catania. 

RIVISTA BIBLIO GRAFICA 

E. NANiNEI. — Elementi di Geometria. — Voi. 1* : Planimetria (1892) - 
Prezzo: L. 3. — Voi. 2°: Stereometria (1894) - Prezzo: L. 3 - Milano, 
dott. F. Vallarci i. 

Questo libro, di cai la prima parte fu pubblicata fino dal 1892, e la se- 
conda è uscita pochi mesi or sono, presenta subito, a chi lo legge, due note- 
voli qualità didattiche: Tordine e la chiarezza. 

Lo scopo delFÀ. si fa evidente sin dalle prime pagine ; egli ha voluto fare 
un libro rigoroso e possibilmente facile; un libro che riunendo in sé i pregi 
dei migliori trattati che vennero alla luce in quest' ultimo quarto di secolo, 
fosse alla portata anche degli alunni mediocri delle nostre scuole secondarie, i 
quali ne costituiscono la maggioranza. 

E fare un libro che schiettamente si adatti alle scuole, come ben dice Til- 
lustro prof. GaEMONA nella prefazione de* suoi magistrali Elementi di Geome^ 
tria proiettiva, è cosa difficilissima e che richiede molto e molto tempo ; è una 
impresa piena di dubbi e di sacrifizi per la quale occorre di continuo venire a 
lite coirabbiccì della scienza; fare, disfare e rifare il lavoro tre, quattro e più 
volte. — Assai arduo era dunque il compito assuntosi dal prof. Nannei, ed a 
me pare che egli meriti sincere lodi sia per averlo coraggiosamente impreso e 
sia più ancora per il modo come Tha condotto a termine. 

Seguace per indole d' ogni reale progresso, egli ha con diligenza tenuto 
dietro a tutto ciò che di meglio sì venne pubblicando riguardo a geometria 
elementare sia in trattati e sia in giornali di matematica, e tutto, bene assi- 
milando, ha poi fuso egregiamente in questi suoi Elementi di Geometria, 

Ed infatti egli ha innestato in essi qualche proprietà sul tronco di prisma, 
sulla superficie e sul volume del toro, togliendo la prima parte, da alcune note 
del prof. Besso, apparse nel Periodico di matematica, e Taltra parte dal bellis- 
simo trattato di geometria dei prof. Lazzari e Bassani ; e v'inserì, risolti, parecchi 
importanti problemi di applicazione dell'algebra alla geometria, fra i quali è 
degno di nota quello originale àéìV Algebra del geniale prof. Bellacchi. 

Né mancò di dare un giusto cenno circa la Geometria del triangolo, trat- 
tando delle conittgate isogonali, coniugate isolomiche, antiparallele, simediane e 
del punto di Lemoine. 

Il metodo tenuto dal Nannei nello svolgere le teorie geometriche è il se- 
guente. Premessi i postulati fondamentali^ viene a considerare le grandezze geo- 
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metriche, le quali divide in tre generi, studiando poi separatamente le proprietà 
per ciascuno di essi sia nella planimetria che nella stereometria, rendendo così 
possibile, a chi il volesse, di svolgere contemporaneamente le due parti. — De- 
nomina equispigola o equilatera la piramide che altri chiamano regolare^ perchè, 
come giustamente osserva, è strano Tappellar regolare un poliedro che non è 
compreso fra i cinque che si dimostra essere i soli regolari. 

Alcune dimostrazioni sono del tutto sue, e fra queste vanno in particolar 
modo segnalate per la loro semplicità ed eleganza quella del teorema in ogni 
triedro una faccia è minore della somma delle altre due e T altra relativa al 
volume del segmento di sfera a due basi. 

Altre proposiziani e dimostrazioni fanno a volta a volta ricordare i più pre- 
gevoli trattati di geometria, quali : il Sannia e D* Ovidio, il Faifoper, il 
De Paolis, il Lazzeri e Bassani, il Gremigni, nonché la Teoria delle Gran- 
dezze del prof. Bettazzi, e qualche nota di quest*ultìmo apparsa nel Periodico 
di matematica^ ai quali lavori, oltrecchè alle lezioni date dal prof. De Amicis 
nel R. Istituto tecnico di Bari, il Nannei si è inspirato/ e dei quali si è sa- 
puto efficacemente giovare, facendolo tuttavia in modo da comporne un insieme 
armonicamente omogeneo, steso con grande naturalezza e con linguaggio sobrio 
e piano di maniera che questi Elementi potranno nelle mani dei giovani, dive- 
nire un ottima guida per avviarli al pieno possesso dei principi geometrici, che 
costituiscono senza dubbio i più belli e più rigorosi esempi di logica. 

Quanto alla chiarezza credo che non si potrebbe desiderare di meglio ; anzi, 
a voler cercare il pelo neir uovo, mi sembra che in qualche punto l'A. abbia 
voluto sacrificarle un pò* di quel rigore, che di solito egli non abbandona mai. 

Cosi la definizione delle grandezze dì terzo genere mi pare che andrebbe 
ritoccata; e andrebbe pure, a mio avviso, ritoccato il capitolo della misura, dove 
un deplorevole errore d'impaginazione genera un po' di confusione, e dove an< 
cora manca una definizione generale di misura. 

Inoltre non è abbastanza ben precisato l'inverso del teorema di Menelao che 
egli enuncia in questi termini : 

« Se sopra ognuna delle rette dei lati d' un triangolo si sceglie un punto, 
< tale che il prodotto delle lunghezze di tre segmenti non consecutivi, deter- 
« minati da tali punti e dai vertici, sia eguale al prodotto degli altri tre, i 
^ punti scelti sono su una medesima retta ». 

Evidentemente, così espressa, questa proposizione non regge, |;iacchè altri- 
menti condurrebbe ad affermare, fra le altre cose non vere, che i punti medii 
dei tre lati d'un triangolo giacciono sopra una stessa retta. 

Ma questi son nei che si eviteranno facilmente in una seconda edizione, la 
quale non dovrebbe tardai'e a lungo perchè gli Elementi di geometria del Nannei 
meritano davvero di essere raccomandati ai professori dì matematica affinchè li 
adottino come libro di testo nei loro corsi. 

E in una novella edizione potranno altresì migliorare le figure della Plani- 
metria e riuscire nitide quanto sono ora quelle della Stereoìnetria ; e se l'A. 
vorrà aggiungervi ancora un capitolo che tratti della moltiplicazione delle curve 
e delle figure inverse, i suoi Elementi di geometria^ potranno fornire, a chi li stu- 
dierà, un altro ottimo e moderno strumento per la risoluzione dei problemi di co- 
struzioni geometriche, quello cioè conosciuto sotto il nome di metodo per inversione. 

Novara, 27 geanafo 1895. STEFANO GaTTI 

Prùfenort nel R. Liceo di Novara, 



Finita la Redazione il di 20 marzo 1895. 
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Nota del Prof. G. L AZZERI 



È noto che la teoria deirequi valenza geometrica, completamente 
trascurata fino a pochi anni fa, è stata ridotta rigorosa special- 
mente da De Zolt, De Paolis ed altri, ammettendo come postulato 
l'una o l'altra delle proposizioni seguenti : « Se una grandezza è 
comunque divisa in parti, trascurandone alcune non è possibile di- 
sporre le altre in modo da formare la stessa grandezza ». « Se due 
grandezze A, B sono divise in parti in modo che in A si trovino 
parti rispettivamente eguali a quelle di B insieme ad altre, non è 
possibile trovare un'altra scomposizione dì ^ e B per la quale in 
A si trovino parti rispettivamente eguali a tutte quelle di JB e 
nessuna di più, oppure in B si trovino parti rispettivamente eguali 
a quelle di A insieme ad altro ». 

Dal 1886 in poi sono stati fatti vari infelici tentativi per di- 
mostrare il postulato suddetto, senza raggiungere lo scopo. Recen- 
temente però i signori Schur ('") e Rausenberger {"*) hanno dato 
delle dimostrazioni, le quali, sebbene sìeno giuste nel concetto fon- 
damentale, e mettano fuor di dubbio che la teoria dell'equivalenza 
si deve poter rendere indipendente dal postulato che è stato am- 
messo sin qui, lasciano però ancora abbastanza a desiderare e pre- 
sentano delle lacune. 

Spero quindi che possa riuscire non completamente priva d'in- 
teresse questa nota, nella quale valendomi di quanto è stato fatto 
fin qui, mi son proposto di tracciare una teoria della equivalenza 
per le tre classi di grandezze costituite dai poligoni piani, dai po- 
ligoni sferici di una stessa sfera, e dai prismi, indipendentemente 



(*) Qneito lavoro era già in cono di stampa, quando è venata in luce una nota sallo aleno 
argomento del Prof. Vbrohksb (Atti del R. Istituto Veneto\ 

(*•) SfulVarea delle flffure piane limitaié da linee rette. — Periodico, anno Vili, 1893. — Vedi 
anche Bia»: SfiaVequivaletuta dei poligoni. — Periodico, anno IX, 1894, pag. SI e 86. 

(—) Da$ QrundproìHem der Fliichenund RaumitihaUelehre.— Mat. Annalen, Bd. XLIII, 1893. 
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(la qualsiasi postulato speciale per la teoria stessa, dal concetto di 
aree negative adoperato dal Rausenberger, e da qualsiasi nozione 
. aritmetica o algebrica. 

Ho cercato di evitare per quanto era possibile anche la teoria 
della similitudine, ma non ho potuto fare a meno di ricorrere ad 
essa per la dimostrazione del § 6. 

Pei maggiori sviluppi, che qui ometto per amore di brevità, 
rimando il lettore ai miei Elementi di geometria, che richiamerò 
sempre con la scrittura {G). 

I. — Nozioni generali relative all'equivalenza. 

1. Le prime classi di grandezze, che si presentano noUo studio 
della geometria, e delle quali si può considerare come tipo la classo 
dei segmenti, godono delle seguenti proprietà caratteristiche: 

V Riunendo due o più grandezze della medesima classe, si 
ottiene una nuova grandezza, appartenente alla stessa classe, che si 
chiama la loro somma. 

2° La somma di più grandezze di una classe gode della pro- 
prietà commutativa, cioè tutte le somme, che si possono ottenere 
riunendo in diversi modi le medesime grandezze, sono eguali. 

3® Date due grandezze della stessa classe, una deve essere 
necessariamente maggiore, eguale o minore dell'altra, cioè la prima 
deve essere eguale alla somma della seconda e di un'altra gran- 
dezza, oppure la prima deve essere eguale alla seconda, oppure la 
seconda deve essere eguale alla somma della prima e di un'altra 
grandezza; e questi tre casi si escludono a vicenda. 

Tutte le altre proprietà di queste classi di grandezze sono con- 
seguenza di queste tre proprietà caratteristiche. 

Esempi di classi di grandezze che si trovano in queste condi- 
zioni sono quella dei segmenti, quella degli angoli, quella dei diedri 
{G. Lib. I - Gap. II), quella delle striscio, quella degli strati, quella 
degli archi appartenenti ad un circolo od a circoli eguali, • quella 
dei settori appartenenti ad uno stesso cerchio od a cerchi eguali, 
quella degli angoli sferici appartenenti ad una stessa superficie sfe- 
rica od a superficie sferiche eguali, quella degli spicchi sferici ap- 
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partenenti a sfere eguali ((?. § 32), quella dei parallelogrammi di 
una serie (G. § 110), quella dei prismi di una serie ((?. § 151). 
Chiamo classi di grandezze di i*" specie tutte queste classi, ca- 
ratterizzate dalle tre proprietà sopra citate (G. § 275). 

Per altre classi di grandezze come per esempio per quella dei 
poligoni piani, e per quella dei poligoni sferici appartenenti ad una 
data superficie sferica, è evidente che sussiste la prima delle tre 
proprietà caratteristiche citate sopra, non esiste la seconda, e non 
si può asserire a priori se sussiste la terza. Queste sono lo classi 
di grandezze che mi propongo di studiare. Le considerazioni se- 
guenti si possono applicare a tutte quelle grandezze, per le quali 
si può ammettere la seguente proprietà: 

« Se una grandezza è scomposta in parti in due modi diversi, 
si può produrre una terza scomposizione della data grandezza in 
parti, le quali sono le parti risultanti dalla prima divisione suddi- 
vise mediante la seconda divisione, oppure le parti risultanti dalla 
seconda divisione suddivise per mezzo della prima divisione » . 

2. Definizione. — Due grandezze si dicono equivalenti, se sono 
egtcaliy oppure se si possono scomporre in parti rispettivamente 
eguali. 

Indicherò l'equivalenza di due grandezze A, B colla scrittura 

A==B 

che si legge < A h equivalente a fi », mentre indicherò l'eguaglianza 
(congruenza) colla scrittura 

A = B 

che si legge « ^ è eguale a JB. » 

Stabilita questa definizione, è facile dimostrare i teoremi seguenti 
(G. §§271, 272,278): 

P Due grandezze equivalenti ad una terza sono equivalenti 
fra loro. 

2** Tutte le infinite somme delle medesime grandezze sono 
equivalenti. 

3° Se una grandezza è somma di più altre grandezze^ an- 
che ogni grandezza ad essa equivalente è somma delle medesime. 
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4° Se una grandezza è somma di più altre, è anche somma 
di grandezze ad esse rispettivamente equivalenti. 

5° Sono equivalenti dice grandezze somme di grandezze ri- 
spettivamente equivalenti. 

6"" Una grandezza, somma di più altre, è anche somm/i della 
somma di alcune di esse e delle rimunenti. 

7° Tutti i multipli di una medesima, grandezza, secondo 
uno stesso numero, sono equivalenti. 

8^ Se una grandezza è multipla di un^altra secondo un dato 
numero, ogni grandezza equivalente alla prima è anche multipla 
dell'altra secondo lo stesso numero. 

9** Se una grandezza A è multipla di una grandezza B se- 
condo un dato numero, è pure multipla secondo lo stesso numero 
di ogni grandezza equivalente a B. 

1 0° Se due grandezze sono equivalenti, sono pure equiva- 
lenti due loro equimultipli. 
Ecc. 



IL — Equivalenza dei poligoni piani. 

3. Teorema. Due triangoli che hanno un lato eguale ed eguale 
l'altezza corrispondente, sono equivalenti. 

Si dispongano i due triangoli in 

c r 

-^ -~^^- modo che abbiano un Iato AB in 

I N,^^ ^y^ / comune, e che i due vertici rima- 

/ ^^Z / nenti C, C^ sieno situati dalla mede- 

/ ^y^ N. / sima parte della retta AB, q per 

L^ _^y conseguenza la retta CC^ risulti 

* parallela alla AB. Si possono allora 

^^' considerare tre casi, secondo che il 

segmento CC^ ^ eguale, minore o maggiore di AB. 

r Se CC^^AB (fig. V), la figura ABC^C è un paralle- 
logrammo, e i lati A C ^, BC si tagliano nel loro punto di mezzo 0. 
È facile allora vedere che i due triangoli A OC, CfiB sono eguali, 
e che perciò sono equivalenti i due triangoli ABC, ABC^, che 
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si ottengono sommando il triangolo il B coi due triangoli suddetti 
rispettivamente. 

2° Se CC^<iAB (fig. 2"), si conduca la rotta parallela alle 
rette AB, CC^ ed equidistante da esse, la quale incontrerà i lati 
AC, BC, AC^, BC^ nei loro punti di 
mezzo M, N, M^, N^. Si conduca poi 
per C la parallela CP alla C^B; essa 
taglia il lato AB e perciò è interna 
all'angolo ACB. Similmente la retta 
C^Q, parallela alla AC, è interna all'an- 
gole A C^B. E allora facile vedere che 
si ha 




CMP = CfiN^, 
AMM^^CfiM^, 



CPN 



Fig. 2' 

BN^N, 



AM^NB = AM^NB 



e quindi, sommando tutte queste eguaglianze, 

ABC — ABC^ (•). 

3° Se CC^^ AB, riportiamo sul segmento CC^, a partire 
da C, il segmento A B tante volte quante è possibile, in modo che 
sia CD, zz D,D, zz ^ D ,T> ^ AB, essendo i) C, eguale o 

1 12 n— in ' n 1 o 

minore di AB. Per le dimostrazioni precedenti sarà ABCzn ABD^ 
=zABD^ = .... = A Bl)^^ =ABC^o quindi ABC = ABC^. 
Corollario. — Bue parallelogrammi che hanno ugiuxli due 
coppie di lati opposti ed egicali le altezze corrispondenti, sono 
equivalenti. 

Infatti essi sono doppi di due triangoli equivalenti. 

4. Teorema. — Ogni triangolo è 
equivalente al rettangolo di uno dei 
suoi lati e della metà delValtezza cor- 
rispondente. 

Sia i4£C (flg. 3') il dato triangolo 

e supponiamo dapprima che la perpendi- 

Fig. 3". colare* condotta dal vertice C alla retta 




{*) V RmiT — SndUch-gUieht FUeheti. M. Ann. Bd. XXXVUI. S. 409. 
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A B incontri questa retta in un punto H non esterno al segmento 
AB. Per il punto di mezzo D della CH ai conduca la parallela PQ 
alla ABf e per i punti A^ B le rette AP, BQ perpen<licolari alla A B. 
È facile vedere che i triangoli il/ D C, iVZ)C sono rispettivamente 
eguali ai triangoli MPA, NQB, e perciò il triangolo ABC è equi- 
valente al rettangolo ABQP. 

Se il punto H è esterno al segmento AB, à. costruisca un trian- 
golo, equivalente a quello dato, che abbia la stessa base AB e idi 
stessa altezza del dato triangolo, ma in modo che il piede dell'altezza 
sia interno al segmento AB, e poi su questo nuovo triangolo si ese- 
guisca la costruzione sopra indicata. Il rettangolo che si ottiene sarà 
equivalente anche al dato triangolo. 

Corollario. — Ogni triangolo è equivalente al rettangolo del suo 
penmeiro e della metà del raggio del circolo inscritto in esso. 

5. Teorema. — Se due rettangoli A B C D, A' B Cf D' hanno un 

angolo B comune e le rette A C', 



D^ H 






N 



H 



y 



y 



ÌSl. 



/ 



/ 



■^ 



a; 
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y 



D. 



y 



X 



x- 



y 



K, 



—y 



H. 



Fig, 4-. 



B 



A'C sono parallele^ essi sono 
equivalenti (fig. 4'). 

Per il punto H, intersezione 
delle rette AD, A'C, si conduca 
la retta H^H^ parallela alla A B, 
e per il punto K, intersezione delle 
rette (fiy. A' C^ si conduca la 
retta K^K^ parallela alla CB, poi 



per H^ si tracci la H^ D^ parallela a, BC e per K^ la K^ D^ parallela 
sAAB. 

È facile vedere che si ha 

KC:^Hir^ = A'A-^H^H 
HA^KK^ = CC—K^K, 
e per conseguenza 

DNKK^ = ND^K^K CD^H^ — K^D^A 

NHH^D^ i^LfH^HN H^ HA ^C K h\ 

K^KCC =H^A'AH ABC ^A BC. 

Sommando tutte queste eguaglianze, si ha 

ABCD = A'BaU. 
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Ciorollario. — Un dato rettangolo si può sempre irasfcn^mare 
in un rettangolo di una data serie ad esso equivalente. 

Sia A BBC (fig. 5') un dato rettangolo ; sulla semiretta ^ C si 
prenda un segmento A M eguale all'al- 
tezza comune a tutti i rettangoli della 
data serie ; dal punto C si tracci la retta 
CN parallela alla retta MB. Il rettan- C 
gole A MPN che ha per lati AM,AN, 
è un rettangolo della serie data equiva- 
lente al rettangolo A BBC. 

6. Teorema. — Se due rette r, r in 




Fig. 5". 




un piano sono tagliate da dice rette parallele nei punti A, B « A', B 
rispettivamente, e si tracciano le rette che congiungono un punto C 

preso sulla r coi punti A', B', le 
rette ad esse parallele condotte 
per i punti B, A rispettivamente, 
si tagliano in un punto della r . 

Siene C, C (fig. 6») i punti di 
incontro della r colla retta paral- 
lela Si B^ C condotta per A e colla 
retta parallela ad A'C condotta 
^■S- «•• per B. 

Per il teorema di Talete si hanno le proporzioni 

OCiOA:: OB^: OC 
OC'.OB:: OA' \ OC' 
OA: OB::OA':OB^. 

Dalle ultime due proporzioni si ricava l'altra 

OCiOAiiOB^iOC 

Confrontando questa proporzione colla prima, si trova OC ^ OC; 
e ciò prova che i punti C C coincidono. 

7. Teorema. — Se due rettangoli ABCD, A'BC'D' (fig. 4") 
hanno un angolo B in comune, e le rette AC, A'C sono parallele, 
i rettangoli di una data serie ad essi equivalenti, ottenuti colla co- 
struzione del § 5 (Cor.), sono eguali. 
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Infatti se riguardiamo i segmenti BC, BCf come basi e i segmenti 
BA, BA' come altezze dei due rettangoli, per eseguire su questi la 
costruzione indicata nel Cor. del § 5 dovremo sulla semiretta B A 
prendere un segmento B il/ ugnale all'altezza comune ai rettangoli 
dalla serie considerata, tracciare le rette MC, MC e per A qAA' 
condurre le parallale a MC e MC rispettivamente. Per il teorema 
precedente queste parallele s' incontrano in un punto della retta JBC, 
e quindi i due rettangoli della serie equivalenti ai due rettangoli dati 
sono eguali. 

Corollario. — Il rettangolo di una data serie equivalente ad 
un dato rettangolo ottenuto colla costruzione del%5 (Cor.) è sempre 
lo stesso, qiuilunque sia il lato del rettangolo che si prende per 
base. 

Supponendo nella fig. 4* B 4 ^ BC, BA' ^ BC, i due triangoli 
BACBA'C risultano isosceli, e le rette ACf, A'C insultano parallele. 
Possiamo allora ripetere la dimostrazione precedente. 

Deflnlslone. — Chiameremo rettangolo di una data serie asso- 
cialo ad un dato rettangolo; quello ad esso equivalente ottenuto 
mediante la costruzione indicata nel corollario del § 5. 

In virtù del corollario precedente il rettangolo di una serie asso- 
ciato ad uno dato è sempre lo stesso, qualunque sia il lato che si prende 
per base. 

8. Teorema. — Se un rettangolo è somma di altri due, il ret- 
tangolo di una data serie ad esso 
associato è la somma dei rettan- 
goli della stessa serie associati 
alle sue parti. 

Siai2 = ACCi^ (fig. 7*) un 
rettangolo somma di due rettangoli 
Rx=ABBtAt, R^ = BCCxBt, 
Fig- "7*- e facciamo le costruzioni note per 

ottenere i rettangoli J?', B!i , R^^ di una serie associati ad i?,i?i, i?, ; 
cioè, esssendo AA^^BB^ l'altezza comune a tutti i rettangoli della 
serie, si traccino per B^ le rette BiAf, BiN, parallele alle rette B^A, 
Bg C, e per Ai la retta AiP parallela alla A^C. 1 segmenti AP, MB, 
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BN, saranno le basi dei rettangoli H, i?/, i?^', ed è facile vedere che 
AP=MB-^BN, di guisa che ò 72' = i?/+i2/. 

Infatti, essendo Q il punto d'incontro delle rette AB^, Ai Ci, i 
due triangoli AiQP, A^ B^ C sono omotetici, perchè hanno due coppie 
di lati AiQ, A^B^ e AiP, A^C paralleli, e le tre rette AiA^, 
QB^, PC, che congiungono le coppie di vertici corrispondenti, con- 
corrono nel punto A. Ne segue che anche 1 lati QP, B^C sono pa- 
ralleli, e per conseguenza anche QP è parallelo ed eguale a fi, iV, e i 
due triangoli AQP^ MBtN sono eguali, di guisa che si ha 

AP = MN=MB + BN. 




9. Teorema. — Un triangolo qualunque può trasformarsi in 
un rettangolo di una data serie ad esso equivalente. 

Si costruisca il rettangolo che ha due lati opposti eguali ad un 
lato del dato triangolo, gli altri due 
eguali alla metà dell'altezza corrispon- 
dente, quindi per mezzo della costru- 
zione indicata nel corollario del § 5 
si trovi il rettangolo della data serie 
ad esso equivalente. Questo sarà equi- 
valente anche al dato triangolo. 

Se si ripete la stessa costruzione, 
prendendo successivamente per basi 
i tre lati del triangolo, è chiaro che otterremo tre rettangoli della 
serie equivalenti a quel triangolo ; ma si può dimostrare che questi 
sono egualj. 

Consideriamo per esempio come basi successivamente i lati B C, 
A B (flg. 8') e sieno A Ai, CCi le altezze corrispondenti. — Se sulla 
semiretta JBil si prende BD ^ BC, e sulla semiretta BC si prenda 
BE ^ BCi, il triangolo BBE risulta eguale al triangolo BCCi ed 
equiangolo al triangolo BAA^ e perciò la retta Z)^ risulta parallela 
alla ^i4i, e la retta, che passa per B e per il punto di mezzo H del 
segmento A Ai. divide per meta il segmento DE {G. § 1 44). 

Costruito un triangolo OLM^DBH'(fìg. 9"), si prendano so- 
pra i suoi lati OL,OM i segmenti OlJ = AB, OM' = AH. Il 

11 
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triangolo OL'M' risulta eguale al triangolo AJBfl' ed equiangolo al 
triangolo OLM, q perciò le rette L My il M' sono parallele. 

In un piano, condotto per Oi, distinto dal piano del triangolo 
OLMy si conduca una semiretta perpendicolare ad Oi, e sopra di 
essa si prendano due seguenti OM^^ OM, OMi ^ 0M\ I due 
triangoli OMMi, OM' Mi essendo isosceli ed avendo un angolo co- 
mune, le rette MM^ M' Mi risultano parallele; perciò i piani LMMi 
HM' Mi, individuati dalle due coppie di rette parallele L M, L' M' e 
MMi, M* Mi, sono paralleli, e tagliano il piano LOAf secondo due 
rette L Mi, L' Mi parallele. 

Ora i rettangoli, che hanno per basi i lati BC, AB e per al- 
tezze le metà delle altezze corrispondenti del triangolo, sono preci- 
samente quello che ha per lati L 
e OMl, e quello che ha per lati 
OL' e Mi. Se trasformiamo 
questi due rettangoli in altri di 
una data serie ad essi equivalenti 
per mezzo della costruzione del 
corollario del § 5, otterremo due 
^^* * rettangoli eguali a causa del teo- 

rema del § 7, poiché le rette LMi, L! Mi sono parallele. 

Per mezzo delle costruzioni indicate si possono dunque ottenere 
tre rettangoli di una data serie equivalenti ad un dato triangolo. 
Siccome però questi tre rettangoli sono eguali, possiamo dire che, 
qualunque sia il lato del triangolo che si considera come base, si 
ottiene sempre lo stesso rettangolo della serie equivalente al dato 
triangolo, purché si facciano le costruzioni indicate. Si osservi però 
che non è esclusa per ora la possibilità di trovare per mezzo di altre 
costruzioni altri rettangoli della medesima serie, equivalenti al dato 
triangolo ma non eguali a quello ottenuto colle costruzioni sopra 
indicate. 

Deflnlzloiie. — Chiameremo rettangolo di una data serie asso- 
ciato ad un triangolo quello ottenuto colle costruzioni dei § 9, 5. 
Colla scrittura {ABC)^ indicheremo il rettangolo che ha una data 
altezza h e che è associato ad un triangolo ABC, 




— 87 — 

Corollario. — / rettangoli di una data serie associati a due 
triangoli che hanno un lato e Valtezza cm^rispondente rispettiva- 
mente eguali, sono egtuili. 

10. Teorema. — Se un triangolo è scomposto in due o tre 
triangoli in un modo qualsiasi, il rettangolo di una data serie ad 
esso associato è eguale alla somma dei rettangoli della stessa serie 
associati alle sue parti. 

P Sia T ^ ABC un triangolo scomposto in due parti 
Ti ^ A B Dy T^z=i BDC per mezzo di una retta che passa per il 
vertice B, di guisa che i tre triangoli T, Ti, T^ abbiano la stessa 
altezza k, e la base il C di 7 sia la somma delle basi AD, DC 
di Ti e T^. Chiamando J?', Ri\ R^ i rettangoli che hanno per basi 
ACy AD, DC e per altezza la metà di A, e che sono equivalenti ai 
triangoli T, Tu T^ rispettivamente, risulta Bf eguale alla somma di 
Ri e R^\ e per conseguenza (§ 8) si ha 

2° Il triangolo ABC sia scomposto in tre parti triangolari. 
Ciò può avvenire in due modi. Presi due punti D, E su due lati, per 
es. AB, A C, il triangolo ABC resta scomposto in un triangolo ADE 
e in un quadrangolo DB CE, che da una sua diagonale, per es. BE, 
è scomposto in due triangoli DB E, BCE, Per il caso precedente 
si ha: 

{ABO^ = (A BE)^ 4- (B CE)^ 

(ABE\ = (ADE)^ + (DEB\, 
e quindi 

(ABq^ = {ADE)^ + (DEB)^ + (BCE)^. 

Oppure, essendo un punto interno al triangolo ABC, questo è 
scomposto nei tre triangoli OBC, OCA, OAB. Se D èìì punto d'in- 
contro delle rette AO, BC, si ha : 

{ABC), = (ABD)^ + {ADq^ 

(ABD)^ = (OAB\^(OBD\ 

{ADC)^ = {ODq^-h(OCA\ 
e quindi 

(ABC)^^{OAB\ + (OBI)l-^{ODq^-{-{OCAl, 
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e siccome 



si ha pure 



{OBDl-\-(ODq={OBq,. 



{ABq^ = {OBq^ + (OCA\ + {OAB\. 




11. Teorema. — Le somme dei rettangoli di una serie (associati 

ai triangoli, nei quali un quadrangolo con- 
vesso è scomposto da una qualunque delle 
sue diagonali, sono eguali. 

Sia ABC (fig. 1 0'), un quadrangolo con- 
vesso qualunque, e LMPN il parallelogram- 
mo, che ha i suoi lati paralleli alle diagonali 
AC, BD ed ò circoscritto al quadrangolo. Si 
ha evidentemente: 

{ABD\ = (LBD\ 
{BCD\ = {BMDl, 

(ABD\ + {BCD\ = (LBD\ + {BMD\ = (LMD)^ = (LMN)^. 
Nello stesso modo si dimostra che 

{ABq^ + {ACB\ = {LMNl; 
e per conseguenza si ha: 

{ABDl-{.{BCBl = (ABq^-h{ACDl. 

12. Teorema. — Se un triangolo è scomposto in triangoli in un 
modo qtutlsiasi, il rettangolo di una data serie ad esso associato è 
eguale alla somma dei rettangoli della stessa serie associati alle 
sue parti. 

Nel § 1 abbiamo già dimostrato il teorema per il caso in cui il 
triangolo sia scomposto in due o tre triangoli. Facciamo ora vedere 
che, supponendo il teorema vero per una scomposizione in un nu- 
mero di triangoli minoi'e di n, è vero anche per una scomposizione 
in n parti. 

La più generale scomposizione che può ottenersi è quella che si 
ottiene prendendo vari punti interni e sul contorno e congiungendoli 
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in modo da formare una rete di triangoli che hanno per somma il 
triangolo dato. 

Consideriamo i p triangoli che concorrono in uno di questi 
punti 0; essi formeranno un poligono di p lati, nel quale è noto che 
devono esistere almeno tre angoli convessi. Fra i tre triangoli che 
hanno per lati i lati che formano uno dei suddetti angoli ne esistono 
due almeno ciascuno dei quali è tutto esterno all'altro, e per conse- 
guenza il punto è esterno ad uno almeno dei suddetti triangoli; per 
es. LMN. Siccome MO è interno all'angolo convesso LMN ne ri- 
sulta che il quadrangolo LMNO h convesso e perciò si ha : 

{LOM)^ + (OMN)^ = {OLN\ + (LMN\ . 

Ripetendo sui p — 1 triangoli che ancora restano attorno al 
punto lo stesso ragionamento, e cosi di seguito, si giunge a far ve- 
dere che la somma dei rettangoli associati ai p triangoli considerati 
è eguale a quella dei rettangoli associati ad altri p — 3 o p — 2 
triangoli non concorrenti in (secondo che è interno o sul contorno 
del triangolo) e a 3 o 2 triangoli concorrenti in 0. Ma è già noto che 
la somma dei rettangoli associati a questi 3 o 2 triangoli è eguale al 
rettangolo associato alla loro somma, e quindi la somma dei rettangoli 
associati a tutti gli n triangoli, nei quali è scomposto il triangolo ABC^ 
è eguale a quella dei rettangoli associati ad altri (n — 1) o (w — 2) 
triangoli, nei quali anche può essere scomposto ABC, e questa somma 
per ipotesi è eguale al rettangolo associato ad ^4. S C 

13. Teorema. — Se un poligono è scomposto in triangoli, la 
somma dei rettangoli di una data serie associati a questi triangoli 
è sempre lo stesso rettangolo della serie, qualunque sia la scompo- 
sizione del poligono in triangoli. 

Dato un poligono P, imaginiamolo scomposto in m triangoli 

T^, T^ T^y e poi imaginiamolo scomposto in un altro modo in n 

triangoli T^, T^ T\ Le linee, che determinano ciascuna scom- 
posizione, suddividono le parti provenienti dall'altra in poligoni, e 
tutti questi si posscmo scomporre in triangoli T", di guisft che P 
risulterà eguale alla somma di p triangoli T^', T^' T", Chia- 
miamo R^, R^y R" i rettangoli di una data serie associati ai trian- 
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goli Tj. r/, T'^. Poiché un triangolo T^ è scomposto in un certo 
numero di triangoli T^\ il rettangolo R^ e la somma dei corri- 
spondenti rettangoli R^\ e perciò 

2 ^< ^ 2 R^'- 

Per la stessa ragione si ha 

Siccome una somma di rettangoli di una serie non cambia, variando 
l'ordine delle parti, risulta 

m n 

2 ^< ^ 2 -ff » • 

Definizione. — Chiameremo rettangolo di una data sei^ie asso- 
ciato ad un dato poligono il rettangolo, ad esso equivalente, somma 
di lutti i rettangoli della stessa serie, associati ai triangoli in cui 
si può scomporre il poligono. 

Si osservi che, in virtù del precedente teorema, il rettangolo di 
una data serie associato ad un poligono è sempre lo stesso, comunque 
si eseguisca la scomposizione del poligono in triangoli; ma non è 
per ora esclusa la possibilità di trovare con altre costruzioni ret- 
tangoli della stessa serie equivalenti al poligono dato, ma non eguali 
a quello associato ad esso. 

14. Teorema. — Se un poligono è scomposto in piti poligoni, 
il rettangolo di ima data serie, associato ad esso, è eguale alla 
somm/i dei rettangoli della stessa serie associati alle sue parti. 

Un poligono P sia scomposto in n poligoni P^, P^^...P^, di 
guisa che sia 

Scomponiamo tutti i poligoni P^ in triangoli. Il rettangolo di una 
data sene associato ad un poligono P^ è la somma dei rettangoli 
della serie associati ai triangoli in cui esso è scomposto, e quello 
associato a P ò la somma di tutti i rettangoli della serie associati 
a tutti i triangoli, nei quali sono scomposti i poligoni P^; perciò 
chiamando R, R^ ì rettangoli della serie associati a P e a P^ si ha 

R ^=i R^ "{' R^ +...,+ R^ . 
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Corollari. — 1*^ Se due poligoni sono equivalenti, i rettangoli 
di una data serie, ad essi associati, sono eguali. 

Se due poligoni P, P sono equivalenti, essi sono somme dei 
medesimi poligoni A^, ^^ • • • • -4^. Indicando con R^, R^.. • ^» ^ ^^^' 
tangoli di una data serie associati a questi poligoni, i rettangoli 
della medesima serie associati a P e P', sono ambedue somme dei 
rettangoli R^, R^.. .. R^ e perciò sono eguali, costituendo i rettan- 
goli di una data serie una classe di grandezze di prima specie. 

2^ Se un poligono P contiene tutti i poligoni in cui è scomposto 
un altro poligono P' insieme ad altri, il rettangolo di una data serie 
associato a P é maggiore di quello associato a P'. 

Se infatti P' è somma dei poligoni A^, A^, ... 4^ e P è somma 
dei poligoni A^, A^, ... A^, A^_^^ . . . A^_^, e con R, Rf, R^, R^. .. 
R , R .,,... R . indichiamo i rettangoli di una serie associati a 
P, P^, A^, A^... A^, i4^+4 .. . -4^+» rispettivamente, si ha 

r;=r^j^r^j^...j^r^, 

e perciò 

3** Se dìÀB poligoni si possono scomporre in poligoni rispettiva- 
mente eguali, non è possibile trovare un^ altra scomposizione per la 
quale uno di essi contenga tutte le parti dell'altro insieme ad altre 
parti, e viceversa. 

Siene P, P' due poligoni, e supponiamo che per una data scom- 
posizione P sia equivalente a P', e per un'altra scomposizione P 
contenga tutte le parti di P' insieme ad altre. Essendo R, Ti i 
rettangoli di una data serie associati a P e P', dovrebbe essere 
contemporaneamente R^ ti e R'^ IÌ \ il che è assurdo. 

4** Se un poligono si scompone in parti, non è possibile riunire 
alcune di queste parti in modo da /ormare di nuovo il poligono 
dato. 

5° Se si costruisce in un modo qualsioM un rettangolo di una 
data serie equivalente ad un dato poligono, esso è eguale al rettan- 
golo della data serie associato a quel poligono. 
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16. Teorema. — Bali d/ue poligoni P « P', è possibile scomporli 
in un numero finito di parti, in modo che le parti diP sieno rispet- 
tivamente eguali a quelle di P', oppure in modo che P contenga 
tutte le parli di P' insieme ad altre, oppure in modo che P' contenga 
le parti di P insieme ad altre. Quanto si verifica uno di questi 
casi, non è possibile che esista una scomposizione, per la quale si 
verifichi uno degli altri due. 

Costruiamo in un modo qualunque i rettangoli di una data serie 
R, li associati ai poligoni P, P'. Si dovrà dare uno dei seguenti casi : 

H ^E /t , R ^ R, , R -^ Zt . 

Se i? è eguale a R!, eseguendo contemporaneamente la scom- 
posizione per la quale il rettangolo R si divide in un numero finito 
di parti rispettivamente eguali a quelle del poligono P, e quella per 
la quale lo stesso rettangolo li si divide in un numero finito di 
parti rispettivamente eguali a quelle del poligono P', otterremo una 
terza scomposizione di R in parti che sono le parti provenienti da 
ciascuna delle due scomposizioni suddette, suddivise mediante l'altra 
scomposizione. Riportando queste suddivisioni sulle parti del poli- 
gono P e su quelle del poligono P', questi restano scomposti in 
parti rispettivamente eguali, e perciò sono equivalenti. 

Collo stesso ragionamento si dimostra che, se è R'^R!, i due 
poligoni P, P' si possono scomporre in parti, in modo che in P 
si trovino tutte le parti di P' insieme ad altre; e se è R<^R^, 
i due poligoni P, P' si possono scomporre in parti, in modo che 
in P' si trovino tutte le parti di P insieme ad altre. 

Definizione 1 " — Se due poligoni P, P' si possono scomporre in 
partiy in modo che in P si trovino parti eguali a tutte quelle di P' 
insieme ad altre, si dice che P è maggiore di P' (P> 1^, oppure 
P' e minore di P (P'<P). 

Il teorema precedente, in seguito a questa definizione, si può 
enunciare cosi : Dati due poligoni P, P', si deve dare uno ed un 
solo dei seguenti casi P>P', PzziP', P-<P'. 

2* — Se un poligono A è somma di due altri B, C, si dice che 
ciascuno di questi è la differenza fra A e il rimanente poligono 
(C = A — B). 
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Corollario- — Dati due poligoni non equivalenti, esiste sempre 
la loro differenza. Tutte le differenze che si possono ottenere sono 
equivalenti. 

In seguito a quanto ho esposto è facile dimostrare tutti i teoremi 
relativi alle differenze ed ai summultipli di poligoni {G. § 274, 276, 
277, 278), fra i quali i più notevoli sono i seguenti: 

Sono equivalenti i poligoni differenze di poligoni rispettiva- 
mente equivalenti. 

Sono equivalenti i poligoni equisummultipli di poligoni equi- 
valenti. 

(Coniintta). 

PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE 



2* Nota sul Problema del Malfisitti, pag. 25 del Periodico. — Gon- 
siileriamo i cerchi iscritti nei triangoli /fìC, ICA, lAB; denotino I^^ I^, I^ 
i loro centri ed ''i*'^^* ^3 ^ rispettivi raggi; a motivo dell'eguaglianza 

a=r I cot — + cot — I = r, |cot -j + cot -^j 

ri B C\ 

si deduce r^ = — 1 1 . — tang — tang — J e similmente risultano 

r / C ' A\ ri B A 

*■« ="2" l' "" ^^''^T ^"^TJ ' '"a = T \^ ■" **"^T **°^T 

Significando A^, B^, C^ i punti di contatto delle circonferenze J^ , /^ , I^ 

B B 

coi lati B C, C-A, AB si hanno BA^ = r^ ^^^~T » ^^i = ^3 ^^~T ♦ ® perciò 

la distanza dei punti di contatto dei cerchi l^ , I^ sulla bisettrice BI è data 

B r ( A C\ 

per la differenza (r^ — ^3)^01-^- = -^ (tang-^^ tang— 1 , cosi i cerchi /^ 

I^ non si toccano se gli angoli A, C siano diseguali. Dal punto A^ tiriamo la 
tangente A^C^ al cerchio I^, in modo che questo cada nelFinterno del triangolo 

A^BCq e proponiamoci di valutare rangole ta = BA^C^ in funzione degli angoli 

(co+fì) 
A, B, C. Essendo ^A^C^B = tz — (w + J^) ai troverà C^C^^ = r^ tang — 

e quindi per il triangolo A^BC^ si avranno le ragioni eguali 

B (w + B) B 

**8 co^T "^ ''3 ^^""^ '2 *'* ''^^T A^ e, 

sen (i> sen (co + B) sen B 

E facile ricavare dalle prime la relazione 



w + B 



V 2 ^ 4 / 2 



Tg sen — - — <*os l -^ H — 7- 1 = "tt" cos-^ sen co , 



st 
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che si trasforma nella quadrica 

B B I B \ I B\ 

4 Tg tang*-j . a?*— 2(r^ + rg) tang^ ( 1 + tang«— U + r J 1 — tang*— j = 

B (i> 

ove 81 faccia ce = coi— ^ coi — . Sostituendo poi i valori dei raggi r^ , r^ 

in funzione di r e degli angoli A, B^ C; ponendo per brevità a = tang — , 

B C 

p = tang —, y ^= tang — la quadrica si scrive 

4p*(l— «p)<»«-2p(l + p')(2 — «p — Py)« + (1 — Pt)(1— n = 0- 

Ora i numeri ot, p, y soddisfano alla condizione a + P + Y — apy=3l — af — 
ay — Py ^^® equivale alle due identità 

(i+«)(i+P)(i+y)=2(h-ocPy),2(i_«p)(i-Py)=(h-«)(i+y)(>+P*); 

da cui ricavando il binomio 1 + P* e sostituendolo nella quadrica, questa diviene 

2p*(H-a)(l+YK — 2P0 — Pt)(2 — «P— Py)«' + 0— Pt)'('— P*^ = 
che determina 

" = 2p(/-^I^)(i^+Y) [2-«P-Pt±^(2=^P-Py)*-2(H-«)(H-t)('-P')]- 

Applicando la prima delle identità surriferite, il polinomio sotto radicale si 
converte neirespressione P'(a4-Y)* — 4p(a+Y)"*"^ — ^0 — P)(*'+'*Pt) "^^" 
contesi a p^ (oc + Y ~^ '^)^f ^^^® ^^ ^^® radici sono funzioni razionali di oc, p, y* 

. . , (i+P)(i — Py) „ 1 ,, . -,, „. 

La prima soluzione dimostra che il raggio del cerchio iscritto nel triangolo 

J5A, r , „ r(l+a)(l+Y) 

BAjC, ha per valore p = — ^ ^ = 2f^^^^-^'^^=2 ìTJ~ 

cot Y + coty 

e determina quello dei cerchi del Malfatti che è iscritto neirangolo B. 

r 
L*altra soluzione sarebbe p'';=a ^ ^ e fornirebbe sul lato BA il segmento 

B T 

BC^ = p" cot — = -r-Q (1 4" P) > -^ ^1 • Abbiamo dunque provata relegante 

costruzione di Steiner. Iscrivere t cerchi Ij, I^, I^ nei triangoli IBC, ICA, 
lAB; dai punti di lor contatto A,, Bj, G, coi rispettivi lati BG, OA, AB 
condurre le tangenti AjG^,, BjA^j, G,B^ ai medesimi cerchi^ in modo che cia- 
scuno di questi giaccia dalla stessa parte degli angoli corrispondenti B, G, A 
riguardo aUe dette tangenti, e le circonferenze iscritte nei triangoli BAjG^, 
GBjAq, ^^1^0 coincidere con quelle del Malfatti. 

Dati tre cerchi tangenti fra loro due a due e descritti con i raggi p,, p^, P3, 
circoscrittovi il triangolo ABC si potrà determinare analiticamente il cerchio 

. . r (l+a)(l4-Y) 
iscritto in A 50, poiché dalle relazioni surnfente p, = — .— ^ , 



- I 
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r (1 4-a)(l+p) r (1 + P)(I+y) . ,., ,. 2 

p«= Y — i+y • p»=Y — 1+^; — ■» •»«''*««'° i+«=7r p. p«. 

2 2 

1 4- P = — j/pj p3, 1+Y = — f^Ps Pi che sostituiti nell'identità (l-4-a)(l-4-p)X 

(l+Y) = 2(l+apY) clanno luogo alla quadrica 

Osservazione, Si proietti ortogonalmente il triangolo ABC sopra un piano 
inclinato ad esso secondo un angolo qualunque a e passante per il lato BC\ 
siano A\ V le proiezioni del vertice A e del centro / del cerchio iscritto, 
A^A^^ VM quelle di AA^sssA, altezza della base BC, e di IM^=:r^ si dedu- 
cono ilQA' = caenBcosa, AA' == e sen-B sena, /'5f = rco8a, J/'szsrsena, 
5Ajj = ccosJ5, AqC= 6 cosC, chiamando B', C\ A! le rispettive proiezioni 
degli angoli B^ C, A sì trovei*anno 

, ^X « r.f r. w (tg5 + tgC)cosa 

(1) A'B = ^,= cj/\ — sen«Bsen»a, CA' = 6 1/ 1 — sen«Csen«a; 

^ ' cos5 ^ ^ 

le inclinazioni dei lati AB, AC, sul piano A^BC saranno tangA'BA = 

senBsena ,^ senCsena 

tang A CA = = — . be in luogo di ft, e 



j/ 1 — sen* B sen' a }/\ — sen* Csen* a 

r r 

sostituiamo 77» =- ed in luogo di B, C le loro metà, le formule (1) 

sen-g- sen— 



^/ B 4/ C 

diverranno Bi' = r 1/ cos'a + cot*-x- , CV = ry cos'a + cot*-^ e si a- 

r 4/ /B — C\ 

vranno pure A'/ = — y \ — sen* a cos' ( — - — j , 

B C 

tang CB V = tang— cos a e tang BCV =. tang-^ cos a • 

I cerchi del Malfatti descritti nel triangolo ABC si proiettano secondo 
ellissi aventi gli assi maggiori 2p|, 2^^, 2^^ paralleli a BC ed i minori eguali 
a 2p,cosa, 2p2COsa, 2p3C0sa. 

(Continua). (G. Bellacohi). 

Due teoremi di geometria solida che hamio qualche analogia 
coi teoremi di Pappo e di Pitagora. — \^ La somma di tre prismi 
costruiti su tre faccio di un tetraedro e da parti opposte rispetto a questo è 
equivalente al prisma, che ha per base la faccia restante del tetraedro e per 
costola laterale il segmento eguale a parallelo a quello^ che unisce il vertice 
comune alle dette tre faccio col punto in cui s'incontrano i piani delle basi 
dei tre prismi, che sono opposte a queste. 
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Sulle tre faccio A VB, B VC, CVA del tetraedro VABC,e da parti op- 
poste rispetto a questo, si costruiscano tre prismi arbitrari P^, P^^» P^^; 
quindi si unisca il vertice V col punto d* incontro dei piani di quelle basi 
dei tre prismi, che non sono faccio del tetraedro. Si vuol dimostrare che la 
somma dei tre prismi P^, P^^, P^^ è equivalente al prisma che ha per base 
il triangolo ABC e per costola laterale un segmento egualid e parallelo a VO. 

Sia BAC^ DEF quest'ultimo prisma e sieno M ed N ì punti nei quali il 
segmento OV prolungato sega i triangoli ABC^ DEF. Si congiungano poscia 
il punto M coi punti B^ C, A ed il punto N coi puoti E, F, D. 

Il prisma NEFy MBC è equivalente al prisma che ha per base VBC e 
per costola laterale VO^ avendo con questo la stessa seziono normale e costole 
laterali eguali. Ma il secondo di questi prismi è equivalente a P^^ avendo co- 
muni con questo la base VBC e Tal tozza ; dunque il prisma NEF^ MBC è 
equivalente a P^^. 

E poiché in modo analogo si dimostra che i due prismi NED, MB A ed 
NDF, MAC sono rispettivamente equivalenti a P^, P^^ si conclude che la 
somma di P^, P^^, P^^ è equivalente al prisma ABC, DEF. 

2^ Il teorema di Pitagora può essere considerato un caso particolare di 
questo : 

€ Se sui lati di un triangolo rettangolo, presi come basi, si costruiscono tre 
parallelogrammi colle altezze proporzionali alle basi, quello costruito suU* ipo- 
tenusa è equivalente alla somma degli altri due ». 

Posto sotto questa forma, il teorema di Pitagora ne ammette uno analogo 
nello spazio. Chiamato infatti rettangolo un tetraedro, che abbia un angolo 
triedro trirettangolo, e ricordato che se F^ F^, F, sieno le aree delle faccio 
adiacenti a questo ed F quella della faccia opposta, si ha pel teorema di Eulero 
la relazione aritmetica : 



ponendo 



^1+^ + ^ = ^*; 



F F F F ' 

^i ^t ^3 



si avrà anche : 

relazione interpretabile geometricamente nel modo seguente: 

Costruiti sulle quattro faccie di un tetraedro rettangolo quattro prismi (o 4 
tetraedri) colle altezze proporzionali alle basi, quello costruito sulla faccia op^ 
posta alVangolo trirettangolo è equivalente alla somma degli altri tre. 

La dimostrazione puramente geometrica di questo teorema si può dare facil- 
mente mediante i lemmi seguenti: 

Lemma I. — Due prismi (o piramidi), aventi le basi inversamente proporr 
zionali alle altezze, sono equivalenti. 

Se P, P' sono due prismi colle loro basi B, B' inversamente proporzionali alle 
loro altezze h, K, dico P ^z P'. 
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Immaginato infatti un altro prisma P" di base B e di altezza h\ si ha come 

è noto : 

P : P" ::h:h' :i B' : B 

e 

P' : P" : : B' : 5, 

dunque 

P: P" IX P' : P" 

e però 

P = P'. 

Lemma U. — Se due prismi (o piramidi) hanno le ba^i proporzionali alle 
altezze^ uno di essi sta ali" aUro^ come la base del primo sta ad una figura 
tersa continuamente proporzionale dopo essa base e la base dell' altro prisma 
(o piramide). 

Siano P, P' due prismi colle loro basi B, B' direttamente proporzionali alle 
loro altezze h^h! \ e sia B" un poligono terzo continuamente proporzionale dopo 
B, &^ sicché abbiano luogo le due proporzioni 

(1) B'.B'iih'.K 

(2) BiB'iiB'iB''. 

Dico che 

(3) P: P" ::B : B'\ 

Indicato infatti con P" un prisma di base B" e di altezza h, esso (Lemma 1) 
e equivalente a P', quindi 

P: P" :: P:P" iiB: B'' 

il che dimostra la proporzione (3), 

Lemma III. — In un tetraedro rettangolo, una qualunque delle faccie adia- 
centi aWangolo trirettangolo è media proporzionale tra la faccia opposta a que- 
st'angolo e la sua proiezione su questa, . 

Dimostrazione del secondo teorema. 

Se VA B C sìa il tetraedro in discorso colFangolo di vertice V trirettangolo, e 
se VO sia la perpendicolare calata da V sulla faccia ABC, indicato con B il 
punto nel quale CO sega AB, è noto che non solo CD, ma anche la retta VD 
è perpendicolare alla AB, sicché CD, VD, OD sono le altezze dei triangoli 
ACB, A VB, AOB, rispetto al lato comune AB. E poiché quelle altezze sono 
in proporzione continua, lo stesso avverrà di questi ultimi triangoli. 

Siano ora P^, P^^, P^^» P i prismi costruiti sulle quattro faccie VAB, 
VBC, VCA, ABC del nostro tetraedro rettangolo (ipotesi e costruzioni del 
lemma precedente) colle altezze proporzionali alle basi. 

In virtù dei lemmi li e 111 si avranno le proporzioni ; 

P^ : P : : triangolo AOB : triangolo ABC 
P^^ : P : : triangolo BOC: triangolo ABC 
P^^ : P : : triangolo AOC : triangolo ABC 
quindi : 

P 4-P -L-P ^;P:: trian. AOB + trian. BOC + trian. COA : trian. ABC; 

ab ' 00 ' aa ' • 
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e poiché la 3' grandezza di questa proporzione è equivalente alla 4", sarà la 1 * 
equivalente alla 2% cioè : 

P 4- P A- P = P 

Il che dimostra il teorema. 

Osservazione, Il secondo di questi teoremi, cóme sì può con calcoli facili 
verificare, è un caso particolare del primo. 

A. PORCHIESI. 

Dimostrazione di un teorema sulle frazioni continue. — Appli- 
cando i teoremi relativi ai limiti nelle operazioni, si dimostra facilmente che 

il valore di una frazione continua^ anch*' illimitata^ non cambia, se a tutta 
quella parte della sua espressione che ha principio da un denominatore par- 
ziale qualunque si sostituisce il valore deUa parte medesima (*). 

Considerando T irrazionale come numero di separazione di due serie conver- 
genti e volendo fare a meno della teoria dei limiti, si può procedere in questo 
modo. 

Si osservi innanzi tutto che se a, b, e, d, m, n sono numeri positivi ed è 

am 4- h an + b 

m >• n, Za frazione ^^ sarà uguale^ maggiore, o minore di r— : , 

' cm-l-d cn + d 

a b 

condo che — è tiguale^ maggiore^ o minore di -r- . 

Ciò si prova subito, notando che 

am '\' b an-^-b (m — n)(ad'^bc) (m — n) ed ka b 

cm -{• d cn'\' d (e m + rf) (cn + ^) (cm + rf) (e w + d) I e d 

Si consideri poi la frazione continua illimitata 

* ^ a. . . .1 



50- 



^8 • 



+ — . 1 



a + 



«.+1 + 



nella quale tutti i denominatori parziali, a cominciare dal secondo, siano mag- 
giori di uno stesso numero positivo, e sia A il valore di essa (**), B quello della 

frazione pure illimitata 

l 

P 

e si indichi con -~ la ridotta emm^sima (m qualunque) della (a). 

m 

Avremo 

(*) V. ArsblI, Compltmwli di algebra élem/nUare, n. S3. 

(**) Per la dimostrazione della eslatenia di qaeito ralore il vegga AkzblI, libro citato. 
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Se sapponiamo n pari, allora 



P P 



e però, essendo B >• a^^^ , avremo 

Essendo poi B < a^^| H , avremo 



- - < —7 ^. ' ossia ^- ':i;--^ < •*-« 



^n-^ + ^^. ^ ** r*-'' "*■ ««^/ "^ •^^ . p^^B+ P 



e cosi di seguito. 

L espressione tt — ^r— r-^; = a, H i è dunque mag- 

n ««...i 8 * • • .|. I 

a "{ 

p p 
giore di tutte le ridotte della (a) di ordine impari -tt^ » 7)*~' » . . . . e minore 

p p 

di tutte quelle di ordine pari jf^ > '7^~ ® P®**^ ®®^ ^* valore uguale 

a quello della (a). 

La dimostrazione si farebbe allo stesso modo, se n fosse dispari. 

Teramo^ febbraio 1895. 

Dott. Luigi Dosi. 

La riduzione all'assurdo nei nostri libri di testo. — 1 . Nel men- 
tre è opinione comune che la riduzione all'assurdo deve essere ordinariamente 
evitata (*), trovo che nei libri di testo, anche nei più pregevoli, che circolano 
nelle nostre scuole, essa è applicata alle dimostrazioni di non poche proprietà (*'). 
A me sembra che per alcune di queste si può seguire una dimostrazione diretta 
abbastanza semplice; o.che, per lo meno, pur impiegando il metodo indiretto, 
si può procedere in guisa che la riduzione all'assurdo apparisca, in certo modo, 
il meno possibile. Il lettore giudicherà dalle osservazioni seguenti relative ad 
alcune di quelle proprietà per le quali la riduzione all'assurdo sembrerebbe non 
potersi evitare. Se egli pensa che il metodo indiretto costringe spesso T inse- 
gnante a fare dei disegni che ripugnano, e che, adoperandolo soverchiamente, 

(*), y. per ea. SUm. di gtom. di R. Dm Paolu (Loeaoher, 1884) pag. 4, e XUm. di geon. di 
A. Savria e E. D*Otidxo (6* cdiz., Pellerano 1886) pag. 8. 

(—) Si trora p.es.la rldiudone airatsardo In Da Paolis o.e. §i 41, Ai, 48, 45, 46, 47, G7, 68, 
69, 70, 77, 100, 106, 107, 135,....; in Sanhia e D*0?idio o c. §§ 17 (Cor. 1«), 82, SS, 84, 46, 49, 
61,....; In Fatvofxb (SUm, di geom. ad uso del Licei - Tip. Emll^ 1894), §§ 78, 108, 109, 111, 
116, 117, 121, 187, 189, 130, 188, 140, 148, 147, 164, 176, 177,.... 

In Sashia e D*OyiDXo figura nn minor numero di cUmoatrazionl indirette, perchè Tiene espo- 
sta fin dal principio la légg^ déUé inotrté. 
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può facilmente accadere che gli alunni finiscano anch'essi coirabusarne, si per- 
suaderà che le mie considerazioni non sono inutili per Tinsegnamento. 

2. La riduzione airassurdo figura specialmente nei primi capitoli della geo- 
metria elementare, allorché vi si stabiliscono le proprietà relative alla perpen- 
dicolarità e al parallelismo. Cosi, per cominciare dalle più semplici, in geometria 
piana, dopo aver mostrato che per un punto non si può condurre che una per- 
pendicolare ad una retta, e dopo aver ammesso il postulato della parallela, si 
deduce con la riduzione alPassurdo (*): 

a) due rette perpendicolari ad una stessa retta^ non s'incontrano ; 

b) se due rette son parallele, ogni retta che ne incontra una incontra 
VaUra ; 

e) due rette parallele ad una terza sono parallele tra loro. 
Dimostrando queste proprietà nel modo seguente, la riduzione airassurdo o 
non c'è più, o apparisce meno. 

a) « Le due rette AB, CD sieno perp. alla EF. Poiché per ogni punto M 
<f, della AB non si può condurre che la AB perp. alla EF, Taltra retta CO 
« non può passare per M. Dunque la Ch non può passare per nessun punto 
« della AB ». 

Oppure : 

< Poiché per ogni punto M non si può condurre che una perp. alla EF, 
« le due rette AB,CD nen possono passare ambedue pel punto M. Dunque nes- 
« sun punto può esser comune alle due rette AB e CD '», 

b) €he due rette AB,CD sieno parallele e la EF incontri la AB nel 
« punto H. Poiché pel punto E non si può condurre che la AB parallela alla 
€ CD, ogni altra retta passante per E, e quindi anche la EF, incontra la 
« CD». 

e) « Le due rette AB,CD sieno parallele alla terza EF, Poiché per ogni 
« punto M della AB non si può condurre che la AB parallela alla EF, la CD 
€ non può passare per M. Dunque la CD non può passare per nessun punto 
« della AB » . 

Oppure : 

« Poiché per ogni punto M non si può condurre che una parallela alla 
€ EF, le due rette AB, CD non possono passare arnbedue pel punto M, Dunque 
« nessun punto può essere comune alle due rette AB, CD >. 

Le proprietà corrispondenti della geometria solida: due piani perp, ad ima 
stessa retta son paralleli ; se due piani son paralleli, ogni piano che seca Vuno 
seca V altro ; due piani paralleli ad un terzo sono paralleli tra loro, possono 
anch'esse esser dimostrate in modo analogo al precedente. 

3. La teoria delle parallele, qual'é sviluppata nei libri di testo d'oggigiorno 
si riassume nelle due proposizioni: 

I. Se due rette fanno con una terza angoli corrispondenti uguali esse son 
parallele ; 

(*) V. Db Paous o. c. § 45 — Sauiia e D^Otidio o.o p.SO, 68» 61 — FAivoncR n.o. §S 111, 
881, 888. 
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li. Se due rette son parallele, esse fanno con una terza, che le incontra, 
angoli corrispondenti uguaU; 
e a tutte e due è applicata la riduzione alPassurdo. 

La dimostrazione della I. si basa o sul postulato della retta (') o sulla pro- 
prietà deirangolo esterno di un triangolo (**). Seguendo il secondo metodo, si 
può procedere in modo che la riduzione alFassurdo^ non apparisca. Basta perciò 
osservare che per ogni punto fuori di una retta non si può condurre più d'una 
retta che con una direzione assegnata della retta data formi angolo uguale ad 
uno dato ; e quindi, con procedimento analogo al precedente (2, a), mostrare che 
due rette, che con una terza fanno angoli corrispondenti uguali, non possono 
incontrarsi. 

La dimostrazione della II. dipende immediatamente dalla I. e dal postulato 
della parallela. Si potrebbe scansare la dimostrazione indiretta, dicendo p. es. 
come segue : 

« Siene AB^CD due parallele e la EF le incontri in H, K. Per E si con- 
« duca la MN, cosi che le due MN, CD formino con EF angoli corrispondenti 
« uguali. Allora MN è parallela a CD, e perciò deve coincidere con AB, Ep- 
« però le due rette AB, CD formano con EF angoli corrispondenti uguali » (***). 

4. Altre proprietà, in cui la riduzione air assurdo viene spesso applicata, 
sono le seguenti di geometria solida: per un punto qualunque non si può con- 
durre che un piano (una retta) perpendicolare ad una retta data (piano dato). 
Per dimostrare queste proprietà in modo diretto, gioverà, tenendo presente la 
definizione di perpendicolarità d*una retta e di un piano, osservare che se una 
retta non è perpendicolare ad una retta di un piano, essa non è perpendicolara 
al piano. 

11 teorema : le perpendicolari ad una retta in un medesimo punto giacciono 
in un piano, si può dimostrare, scansando la figura mal fatta, nel modo se- 
guente: 

€ Siene BC, BD, BE tre perpendicolari alla AB nello stesso punto B» Poiché 
€ la AB è perpendicolare a BC, BD, essa è perpendicolare a tutte le rette del 
€ piano CBD, e perciò anche alla comune intersezione dei due piani ABE, CBD, 
€ Ma nel piano ABE, per il punto B, non si può condurre che la BE perpen- 
« dicolare alla AB; perciò la Bj& dev'essere Tintersezione dei piani ABE, CBD 
«e giace quindi nel piano CBD'k. 

5. Tralascio di passare in rassegna altre proprietà geometriche per fermarmi 
alle due proprietà delle classi convergenti di grandezze, di non ammettere due 
limiti diversi e di non avere contemporaneamente la jnaggiore un elemento mi- 
nimo e la minore un elemento massimo, proprietà anche queste che si trovano 
per solito dimostrate indirettamente. (**"). 

(*) y. Db Paolu 0. e. § 41 — Saihia e D^Ovidio o. o. § 49. 

(••) V. Faifovbr o. 0. i S14. 

(***) V. Amiot: Qwm, cUm. Le Monnler, 1895, p. 18. 

(••M) v.Dc Paolu, o.c, 9 8R6— Sawhia e D'Oyidio, o.c, § S19 — Faifoibb, o.e., § 444-445 
— Tbsti, Cbr§o di mai,, voi. II, Algebra (G lotti, 189S), fi 2S8 — Vualli c Mavdm, Algtlnra 
(OloaU, 1898), 9 98. 

18 
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La prima di esse si potrebbe dimostrare così: 

€ Sieno M^ N due classi convergenti, e X un loro limite; sia X' >- X e si 
« ponga X' = X -f- 8. Poiché le due classi M, N sono convergenti, esistono due 
€ loro elementi m^ , n, tali che m, — ^i <i 8. Allora n, + 5 >• m, ; ma X > n,, 
€ perciò X-|-S>'nj4-^ ® quindi X' > m, ; tanto basta perchè X' non sia 
«compresa fra le due classi Af, iV». 

Dimostrazione analoga se fosse X' •< X. 

La seconda può essere dimostrata come segue: 

€ Sieno M^N due classi convei*genti, e la maggiore M abbia nn elemento 
«minimo m^; dico che preso un elemento qualunque n della classe N, se ne 
« può trovare in essa uno maggiore. Infatti, si ponga m^ — n = 8, e sieno 
« tHp t»! due elementi delle classi M, N tali che m^ — n^ •< 8 ; allora sarà anche 
€ m^ — Hj < 8, opperò dovrà essere n, >• n ». 

Dimostrazione analoga se la classe minore avesse un elemento massimo. 

6. Benché più rari, gli esempi di dimostrazioni indirette non mancano nep- 
pure in aritmetica. Cosi il teorema: ogni numero ha un dimsore primo, si trova 
ordinariamente dimostrato coll'assurdo (*). Si può evitare il metodo indiretto nel 
modo che segue: 

«Se il numero dato non é primo, esso é divisibile per qualche numero 
«diverso da sé stesso; questo divisore o é primo, o no. Se non è primo 
« avrà un divisore diverso da sé stesso .... ; e siccome la serie dei divisori è 
« decrescente, essa deve finire o prima o poi con un numero primo >• 

Non differente da questo é il metodo di dimostrazione che più tardi si segue 
per stabilire che un numero non primo si può scomporre in fattori primi (**). 

Qualche volta si trovano dimostrati indirettamente i teoremi relativi al M, C. D 
e al M. C. M di due sistemi di numeri ; però, come ognuno sa, si possono fare 
le dimostrazioni dirette provando che i due sistemi di numeri hanno gli stessi 
divisori o gli stessi multipli comuni; e il secondo metodo é da preferirsi al 
primo. 

Una proprietà, fondamentale nel Fari tmetica dei numeri primi, è (***): se un 
ninnerò primo non divide nessuno dei fattori di un prodotto^ esso non divide 
neanche il prodotto, di cui si può fare la seguente dimostrazione diretta : 

« 11 numero primo p non divida nessuno dei due numeri a e &. Si divida 
« il maggiore dei due numeri a e p pel minore e sia e il resto ; si divida p 

« per e e sia <i il resto; poi p per c{ e sia « il resto Poiché la serie dei 

« resti c^d,e è decrescente epe primo, si dovrà arrivare al resto 1 . Sui> 

« poniamo, ad esempio, che ciò avvenga quando si divide p per e. Per un noto 
«teorema della divisione, possiamo poi dire che dividendo il maggiore dei due 
« numeri db, pb pel minore, si ha per resto cb ; che dividendo pb per cb si ha 
« per resto db , . . , e da ultimo che dividendo pb per eb, si ha per resto ò. 



(•) y.FàJWOwam, XUm, éParUm. (Tip. EmillAna, 1898), 1 161 — Txbtx, o.o., toU I (Olaitt, 1891), 
9 208. 

(•♦) V. PAnrom, AHtn, (1898) § 178 — Tbstx, o. c, voi. I, | 828. 

^•M) V. FAxronn, ArUm. (189S), f 167-168. Il lemma del § 167 è dimostrato con la riduzione 
alPasaardo. 



■■ Jl 
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< Ora, poiché p divide il dividendo pb ma non il resto b, esso non divìde il 

« divisore eb, e non divìdendo eb non dividerà cf & , . . . , e infine il numero p 
«non dividerà neppure aò». 

E poi facile estendere il teorema al prodotto di quanti si vogliano fattori. 

Fermo, m*rBo 1895. CORRADO GlAMBERLINI. 

Sopra una disposizione particolare dei triangoli simili. — 

1. Sieno AB Ci A'B'Cf (Tav. II, fig. 1») due triangoli simili i cui lati omolo- 
ghi s'incontrano rispettivamente nei punti /^, /^, I^ d'una retta i. Chiameremo 
a e p i cerchi passanti per /^, A\ A, I^ e per /^, /^, 5, B\ Evidentemente i 
punti C e Cf sì troveranno nel medesimo cerchiò y passante per I^e I^. È chiaro 
che qualunque altro triangolo simile ai due dati coi lati omologhi passanti rispet- 
tivamente pei medesimi punti /^, /^, /^, ha i vertici omologhi situati nei tre 
cerchi a, ^ e y rispettivamente. 

Se diciamo punti corrispondenti i vertici omologhi di due di questi trian- 
goli, ogni punto d'un cerchio troverà il suo corrispondente in ciascuno degli 
altri due: per es. ad ogni punto B'^ di ^ corrisponde un punto A" di a ed 
un punto C" di y. Dato B^\ per trovare i suoi corrispondenti A" e (f\ 
basta condurre la B"/ che incontrerà a in A", e la -B"/^ che incontrerà il 
cerchio y ^^ ^' '- ^a A"Cf' dovrà passare per J^ in virtù della costruzione; 
COSI a è il luogo dei vertici A, A', A" . . . . , ^ dei vertici B, B' ^' . . . . , y 
dei vertici C, C, C" . . . . 

2. Supponiamo ora che B^ coincida con 1^ ; la B, I^ sarà allora tangente a 
P in / e incontrerà a in A , corrispondente a Bj ; la B^ I^ incontrerà y nel 
corrispondente punto C^ coincidente con /^ ; dunque Aj C, riesci rà tangente a y 
in 7^. Analogamente, se B," cade in /^, il corrispondente C/' è l'intersezione . 
con y della tangente a ^ in /^, la B^' I^ interseca a nel corrispondente punto 
A," coincidente con I^ ; C/' 7^ è dunque tangente ad a in /^ . Così pure se A/ 
coincide con /^, il corrispondente B/ in ^ è rincontro con ^ della tangente 
ad oc in 7^; la A|'72^ incontra y nel corrispondente punto C/ coincidente con 
I^\ la B^ 0^ è dunque tangente a y in /^. 
" 3. I cerchi a, ^ e y passano per uno stesso punto K. 

Infatti, supposto che non avessero un sol punto comune £, sia K comune 
soltanto ad a e p e consideriamolo come appartenente a p. Il suo comspon- 
dente in a è il punto d'incontro di % con K 1^ che è ancora K, In K dunque 
deve coincidere anche il suo corrispondente in y; ossia KI^^ taglia^ il cerchio 
y in un punto che deve coincidere con K, Questo punto adunque rappresenta 
un triangolo infinitamente piccolo simile ai triangoli ABC, A' B^ C, . . . . , i 
cui lati omologhi ai lati di questi passano rispettivamente per 7^, 7^ e /^ . Ne 
viene che le direzioni di questi Iati sono le KI^, ^^ì,ì ^^^ ^^^ indicheremo 
con a, b e c^ e che i tre cerchi formano intorno al loro punto comune K angoli 
rispettivamente uguali a quelli dei triangoli simili suddetti, dei cui vertici ne 
sono il luogo. Si ha cioè (Baltzer: Pian, § 4, 7) 

ang (a, p) = ang (a, b) ang (p, y) = ang (ò, e) ang (y, a) = ang (e, a). 
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4 I cerchi circoscritti a tutti quei triangoli simili passano tutti per K, 
Infatti consideriamo il cerchio p' circoscritto al triangolo A B C e sostituia- 
molo a P; il triangolo A', B^jCT, verrà allora sostituito dal triangolo ABC; 
il cerchio y dal cerchio Y passante per K e tangente in C a BC; la retta i 
dal lato AC incontrato da Y i^ ^i,'"* ^^ ^^^ AC si confonde con una retta t^ 
analoga alla t, ed i cui punti //, IJ (coincidenti in A e C) e /^' sono ana- 
loghi a /^, 1^, I^ della t. Finalmente il cerchio a verrà sostituito dal cerchio 
a' passante per A^ K e I^\ Ciò posto, il cerchio p' si trova, rispetto ai cerchi 
ft!, Y ^ a^^ ^^^^a ^^ ^^^^^ identiche condizioni di ^ rispetto ai cerchi oc, y ed 
alla retta t; e per conseguenza deve passare pel punto comune ad ol e Y ossia 
per K, Si ha pure : 

ang (a , p') =3 ang (a\ V) ang (p', Y) = ang (^'» C) ang (y', a ) = ang (a', e'), 

angoli rispettivamente eguali a quelli dei triangoli simili noti. 

Le congiungenti i vertici A/, B,', C,' del triangolo A\ B'^ C^ ai vertici 
omologhi d*uno qualunque di quei triangoli simili per es. ABC, s'incontrano 
in un punto di ^ come risulta dalla semplice ispezione della figura : lo chia- 
meremo centro di similitudine rispetto al triangolo A^'B^' C^\ Il cerchio p è 
dunque il luogo dei centri di similitudine rispetto il triangolo A^' B^' C^' in esso 
inscritto. Analogamente ciascuno degli altri due cerchi a e y ^ il luogo dei 
centri di similitudine lispetto ai triangoli AjBjCj, Aj"B,"C," in essi rispet- 
tivamente inscritti. 

Dalle considerazioni analoghe sui cerchi a', p' e Ys risulta assai facilmente 
che un cerchio circoscritto ad uno qualunque di quei triangoli per es. ad A BC, 
è il luogo dei centri S di similitudine rispetto ad esso. 

5. Inversamente : Tutti i cerchi passanti pel punto comune K di tre cerchi 
oc, p e Y <^i cui le altre intersezioni 7^, /^, 7^ sieno allineate, incontrano questi 
cerchi in punti A, A\ A" .... ; B, B\ B'^ . . . .; C, C, C" . . . ., che sono ri- 
spettivamente i vertici dì tanti triangoli simili, i cui lati omologhi passano 
rispettivamente per le intersezioni allineate 7^, 7^^, 7^, di quei tre cerchi. Le 
con^iungenti i vertici d*uno qualunque di quei triangoli A B C ad un punto «9 
del cerchio ad esso circoscritto, incontrano i tre cerchi dati rispettivamente nei 
punti A'f B\ C', vertici d'un triangolo simile ad ABC coi lati omologhi pas- 
santi per 7^, I^ e I^. 

E. COMINOTTO. 
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SOLUZIONI DELLE QUISTIONI 
142*, 144, 222*, 226*, 227*, 230*, 234**, 235*, 

236*, 238, 239** e 240* 

« ^1 ■■ ■ Il I ■ »i m M. ^ ■ 

142*. Nel piano d*un cerchio di diametro AB sia dato un punto M, e coi 
diametri MA, MB si descrivano due cerchi K ed hy e concentricamente al 
cerchio AB si descriva un altro cerchio H. Dimostrare che i cerchi K ed h 



— 106 — 

tagliano il cerchio H in quattro punti, vertici d*un quadrangolo completo di 
cui un punto diagonale è ÌA e un altro cade nella retta AB. 

(S. Catania). 

Dimostrazione del Sig. G. Gallucci, studente a Napoli. 

Siano F e D, C e G (Tav II, fìg. 2") i punti in cui il cerchio E taglia 
K ed L, dico che le due terne Jlf, C^ D; M, F^ G sono formate da punti in 
linea retta. 

Infatti condotta MC e supposto che essa incontri ^ in D' e tirata pure 
la CB, che taglia JS in E, V^ MCB è retto, sarà quindi retto anche V^ 
adiacente ECD\ cosicché D'E è un diametro del cerchio H, \ £^ A D'H, B EH 
avendo allora eguali due lati e l'angolo compreso, danno ^ HA 1/ = HB E 
e AD' parallela a, BE, dopo ciò si può concludere che ^ AD'C = AI/M = 
BCD' = 90^. Cosi il punto D' oltreché nel cerchio H si trova pure su f e 
perciò coincide con D. 

Risulta dopo ciò che Af è un punto diagonale del quadrangolo CDGF. So 
poi Q è il punto in cui si tagliano di nuovo i due cerchi K ed L; MQ^ DF 
e CG saranno i tre assi radicali dei cerchi K, L, Hy considerati due a due, e 
cosi C6r, DF si taglieranno in un punto della àf Q^ secondo punto diagonale 
del quadrangolo CDGF. Il terzo punto diagonale è il polo della ^fQ rispetto 
al cerchio H^ che si trova sul diametro di H perpendicolare ad 3f 0, ossia 
su AB. E con ciò il teorema é completamente dimostrato. 

144. Eliminare x, y, z dalle qttattro equazioni 

yz(l~-2x) = a«(l-x)', 
Sx(l-2y) = p«(I-y)% 

xy(l-2z) = Y»(l-z)», 

X + y + z= 1. 

(D, Besso). 

Soluzione del Sig. Prof. E. Fatcqteembergue a Parthenay (Francia). 

Per ottenere delle equazioni simmetriche in a?, f/, z formeremo le quantità 

a* + P' + y', — j H — gTz — I ^, a'P'y'» che indicheremo rispettivamente 

a p Y 

con Ay By C; designeremo ancora con P la somma xy -{' yz + zx e con Q 

il prodotto {oyz (*). 

Le prime tre equazioni danno 



Y'=:«,y[l - (ll^). ]- 



(*) Nel eono del calcoli a* incontrano le eapreaaionl Ss', 2«^> Sa;^. SI ottiene rapidamente 
11 loro valore In funslone di P e Q, oon«iderandole come somme di potenze simili dell'equazione 



— 106 — 

Se ne deduce, tenendo conto della quarta equazione, 

a — p-q[ "- I ^ I - 1 







_ PQ — 3P + 5 + l _ P»— 2P*Q4-3P0 — 5Q» — Q 

^— ^ - ^ • (P~^Qy "" (p — 0)« • ^^^ 

Dalle relazioni 

j_ _ j^ r ^ »3 -Tj 1 _ 1 r y» n 

-L — -L r -_j!__1 

7^ ~ Q L^ + 1 — 2:5 J ' 
si ricava 



B 



ir ^' 1/^ -j' n 

QL 1 — 2a7 ^ 1— 2y ^ 1 — 2^ J 



4P»~8PQ-P+Q 
^- Q(4P-.8Q-1) • t2J 

Le equazioni proposte danno ancora 

_ x^y^z^(ì^2x)(\^2y){ì^2z) _ Q»(4P— 8Q-1) 

^— (i_a;)'(l-y)'0— ^)* ~ (P-0)^ ' ^^ 

La questione si riduce ora ad eliminare P e fra le equazioni [1], [2] e [3]. 
A questo scopo poniamo 

P=QR e 4P — 8Q— 1=^, [4] 

da cui 

^— 4 (« — 2)' ^—4(12 — 2) ' 

le equazioni [3] e [2] divengono immediatamente 

S=C{R^l)\ [5] 

RS ^ \ = BS, [6] 

da cui, eliminando 12, 

53 — (B — 1)« CiS« 4- 2 (B — 1) C5 — C = 0. . . . [7] 

Per abbassare il grado del r equazione [1] ed ottenere un*altra equazione in 
S, mettiamola dapprima sotto la forma 

P« (4 P — 8 0) + 3Q (4P — 8 0) -4- 4 Q« — 4 Q z= 4A (P — 0)«, 

0, tenendo conto di [4], e dividendo i due membri per Q, 

Qi2*(5H- l)-h 3(5-4- 1) -4- 4Q — 4 ZZI 4 AQ (fi— 1)*, 

R^{S-h 1)^4- 12(H5+ 1) — 4ft-- 20S=4A{S-h ì) {R — l)*. 

S 
Dopo aver sviluppato e rimpiazzato RS con BS — l, (R — 1)* con -^ e 

R con B —, si trova Tequazione 

D53+ E5' — 6BC5+4C=0, [8] 
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nella quale 

D = B*C— 4A, e E = 2 (B^ -^ ò B ^ ÌO)C — AA -^ \. 

Siamo così condotti ad un problema ben noto ossia : eliminare 5 fra le due 
equazioni di terzo grado [7] e [8]. L'eliminazione dei due ultimi termini e quella 
dei primi due si fanno molto semplicemente e conducono a queste equazioni di 
secondo grado; 

(i)-l-4)5^ + [S— 4C(B— 1)«]-S4-2(B~4)C = 0, . . [9] 
[{B—\yCD'^E]S^^2l3B-^(B—ì)D]S'h (D-|-4)C = 0; . .[10] 

Ora, si sa che la risultante delle due equazioni 

aS^ ^bS-hc =0, 

a'iS* 4- b'S + c'= 0, 

è (ac — caY — {ab' "- ha!) (6c' — cft') = . . . .[11] 

Possiamo dunque considerare il problema come risoluto. 

Osservazione, Nel sistema d* equazioni proposto dal Prof. Besso, a, p e y 
sono le bisettrici interne degli angoli d*un triangolo avente per lati x^y^ z ed 
il cui perimetro 2p è uguale a 1. Dunque il risultato del Peli mi nazione di a?, y, z 
esprìme la relazione che esiste fra le lunghezze delle bisettrici degli angoli d*un 
triangolo il cui perimetro è costante. 

/ 222*. Determinare un triangolo sferico rettangolo data la somma a. (o la 
differenza) dei cateti e Valtezza h relativa aWipotenusa Q. 

(G. Bkllacchi). 

Soluzione del Sig. C Montanari^ studente a Pisa. 

Indicando con x, y^ z rispettivamente i lati dell'angolo retto A e T ipote- 
nusa BC del triangolo sferico che si considera, si hanno le equazioni 

n -^^y -^za ^ cos;a: = cosa;cosy , sen a? sen y =: sen ? . sen /t . 

Dalla prima si ricava 

cos (a? + y) = cosa ^ coso? cosi^ I4I seno? seny , 

e valendosi delle altre due 

[1] cosa = cosj Ifl seni: . senA . 

Per avere z mediante una formola calcolabile per logaritmi, pongasi sen Az=:tan(p. 

cos^cos© in sen^sen® cos(« + m) 

Segue cosa := *■ = — ^ donde 

° coscp cos^ 

[2] cos (jr H^ cp)^ cosa cos ^ . 

Trovata 2:, se a esprime la somma dei cateti, si calcolerà x — y mediante la 

formola 

C08(;y — 9) 

[31 . . . costo? — y) = cosjz 4- sen^ . senA = » 

*• -^ \ jy/ coso 

(*) Questa qulstlone è reitenriooe alU sfera di uno dei problemi propoftl nella seMlone eetiva 
d'eiaml di Ueenza dairistitaio teenieo nella Astone Fitixso-mmUmoMiMk, {Ctr, colla qniitioiie 179* del 
PwHodiaOf anno Vili, p. 6A, e anno IX, p. 112). 



_ 108 — 

e ae invece è nota la differenza x — y dei cateti si calcolerà la loro somma 
con la formola ^ co8(^ -4- 9) 

^ " COS(p 

e COSÌ in Ogni caso conoscendo la somma e la differenza di a; ed y si trove- 
ranno immediatamente i cateti. 

Per avere gli angoli B e C serviranno le formole 

seno? _ seny 
sen B = » sen C = 

sen z sen z 

le quali determinano univocamente B e C poiché in ogni triangolo rettangolo 
ciascun angolo obliquo è della stessa specie del lato opposto. 

A decidere quanti siano i valori di z forniti dalla [2], giova esprimere z 
in funzione degli elementi dati. Si osservi perciò che dalla relazione [1] segue 

cosa y 

=r 1 -t- t&nz sen A, od anche 4- cosa y ì H- tan*^ = l _i- sen /a ìanz , 

cosz — ^ ^^ 

da cui quadrando e riducendo si ricava Tequazione quadratica in tan^ 
[4] . . . (cos'a — sen' A) tan'^ ^ 2Beiìhi&nz -+- sen'a = . 

Da questa si ha 

-+- sen A -4- cosa t^aen^h H- sen^a 

tan^ = r-7 z , 

sen' A — cos'a 

dove per ciascuno dei segni che precedono il \° termine del numeratore va preso 
il doppio segno per la radice. 

Il problema ammette così due soluzioni poiché i valori di tan;s sono reali 
e dev^essere z •< 180^, sia cognita la somma la differenza dei cateti. 

Per h = 90^ + a una radice della [4] diviene infinita e Tal tra vien data 

, sen* a 

da tan^ = -h • 

— 2 cosa 

I valori analitici di tango?, tangy si otterranno risolvendo il sistema 

+ y = ^t t^Q^ ^ • ^AQ? y = ^^9 ' ' sen h, 

II problema é impossibile per h :^ 90' ed oo -{- y = a, poiché le equazioni 
[2] e [3] divengono cos z — sen z = cos a, cos z 4* sen z s=s cos (os^^y) e ne 
consegue cos* a --1- cos* (x — y)=s z non ammissibile per a ed a; — y diversi da 
1 80'. La relazione sen h =s tang 9 mostra esser cp << 45° e dalla stessa [3] ri- 
sulta cos {z — (p) _< cos 9, cioè z >^2<f; nel caso di A < 90® si osserva la 

somma dei cateti 00, y superare 2 A, onde cos a •< cos 2 A c= 1 — 2 sen* A, 

a a 
ovvero la condizione sen — > seu h > sen* -^. 11 triangolo rettangolo è iso- 
scele per ^ = 2© e con la [2] ai trova cosa = — z — ; tt""» altri semplici 

'^ I *- "■ . 1 4- aen* h '^ 

casi si avrebbero per a ^ —, ic ecc.. 

Le formule [2] e [3] conducono alla costruzione grafica considerando 2 + cp 
e <? — cp quali ipotenuse di due triangoli rettangoli sferici T uno avente per 
cateti a, cp e Taltro 9 ed m — y, cosi dal primo triangolo si ottiene z e dal 
secondo l'arco 1» — y. 
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226*. Determinare un triangolo rettangolo nel quale la somma dei lati 
delVangolo retto sia m, e quella dell'ipotenusa e delVaUezxa relativa alVipote-- 
nusa 5ia n ; 6 indicare le condizioni perchè il problema sia possibile Q. 

Soluzione del Sig. E, Lugaro^ studente a Palermo. 

La quistione si riduce a risolvere il sistema d*equazioni 

xy 

z 

Elevando a quadrato la prima e tenendo conto delle altre due si ha 



i* — 2 a: n -4- m* z= da cui ;j = n 4: f^n* — m* . 

11 valore positivo del radicale non conviene al problema, perchè si avrebbe 
;? > n ; deve essere n > m. 

Per trovare a? e y si ha ora il sistema 



a94-y = m« a;i/^m*4-n ^n* — m' — n* , 
cosicché 



X 



m -h f^4»« — . 3m« — 4n f^n« — m« 



m — f^4n« — 3w« — 4n ^^n« — 
y = 2 



w* 



Questi valori sono reali se 



4n« — 3m« — 4n^n« — m«^ o 4n« — 3w«^ 4»^n« — 

9 3 

cioè n' < -^m' o più semplicemente n < — --=:m* Quindi dev^essere 
— 8 — 2|/2 



♦»« 



tn «<^ n 



= 2f^2 

Una costruzione del problema, derivante dalla precedente costruzione alge- 
brica, è la seguente : Si faccia il triangolo rettangolo ABC che abbia per 
ipotenusa A B =: n, e un cateto BC-^im; dev'essere perciò n"^ m\ sarà 
ACzzz f/n'^ — m*. Si prenda su A B, nella direzione AB^ il segmento 
AD=zAC e sì costruisca il semicerchio di diametro BD; si conduca una 
retta EF che lo tagli in E, F ad una distanza da AB uguale ad AD, 

I triangoli E DB, FDB, eguali, soddis&no alla quistione, perchè sono ret- 
tangoli e hanno, come è &cile a verificarsi, la somma dei cateti eguale a m 
e quella deiripotenusa e deiraltezza relativa eguale ad n. 

Perchè il problema abbia soluzione è necessario e sufficiente che 



DB n — ;/n« — m« .-- . , 3 

-77- = r >. yn* — m* cioè n < — 7= m . 

2 2 — '^ =^2j/2 

(•) Le qalitioDl 2Se» e 2X1* tono I temi di matematlea dati nel loglio 1894 per U lieeiun dagli 
latitati teenlel Della MBlone JMeo-mat€matiea. 

14 
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Quindi dev^essere 3 

w < n < -=fn, 

che è la condizione trovata prima (*). 

227*. In im triangolo sferico ABC, rettangolo in B, il coseno dell'angolo 
in A è il quadrato del coseno del lato opposto a. Dimostrare che la somma 

degli altri due lati b e e é — , o — secondochè essi sono minori o maggiori 

dt —; e nel primo di questi casi dimostrare anche che, onde il triangolo possa 

esistere, il lato e dev'essere inferiore a -j- , e determinare tutti gU elementi 
del triangolo p^ mezzo di e ("*). 

Risposta del Sig. E, Marchi, studente a PÌ8a("*). 

Dalla relazione cosasenC = cosil, a motivo dell'ipotesi : cosA = cos*a, si 
deduce cosa = sen C e quindi anche sen a = cos C. 

Giacché cos (6 + e) = cos 6 cose — sen^ sene, tenendo presente che pel nostro 

triangolo rettangolo valgono le formolo 

. cosC sena tana 

cos^ = cot A cot C, cose =3 r : sen h = r ; sen e = - — 7 , 

sen A sen A tanA 

avremo adunque 

„ cos A cos'C cos A sen* a cos A cos'C cos A cos'C 

senMsenC sen* A cosa sen* A sen C sen*AsenC 

Di qui segue 

b + c = Y b + c = -^ 

secondochè b e e sono minori maggiori di -r-. L'ipotesi di6<— ec>-p-, 
o viceversa, non è ammissibile, perchè in un triangolo sferico rettangolo ì tre 
lati sono tutti minori di — od uno solo è minore di — , ma qualunque sia 

C la relazione sen C = cosa insegna che è a •< — , e cosi b e e sono in- 
sieme acuti od ottusi. 

Nel caso di b + e =3 — , avendosi & > e, perchè C è acuto come lo è e, 

consegue e ^ — . Inoltre si ha immediatamente 

cos6 

cos& = senc, cosa = = tanc, cosA = cos'a = tane , 

cose 

sen C =3 cosa =3 tane . 

(*) Solnxioni meno complete di questo problema farono Inviate dai Slgg. B. Armano, itudente 
a Torino ; JT. JaetmuUi (R. latitato tecnico Bari) ; X. Maràhi e O. Montanarif stadentl a Pisa ; 
A. Panebiano (R. Istituto tecnico Catania) ; F, Leverà e L. Bomano (R. Istituto teenloo Roma) ; 
A. Partif studente a Genova. 

(••) V. U 1» nota alla q.Sad». 

{**•) Una risposta poco dissimile pervenne dal SIg. O, MotUanari, studente a Pisa. 
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230** Dimostrare che si ha 

1 * + 4« + 5» + 8» 4- 9« + . . . . + (4 n)« + (4 n + 1)« 
_ (n +1) (32n«+ 28n + 3) 

^^^3 ■ " ■■'■■■■" "^ ■ • 

3 

(G. Candido). 

Dimostrazioni completamente analoghe dai Sigg. B, Amumo, studente a 
Torino; E, Marchi e C. Montanari^ studenti a Pisa; E, JacometH^ alunno del 
R. Istituto tecnico di Bari; F. Leverà e L. Romano, alunni del R. Istituto 
tecnico dì Roma. 

Applicando le note formolo 

l + 2+3+.... + n=-^-\ l« + 2» + .... + n»= ^'^ ^^ ^ ^ 

si ha 

( ì 8n(n+l)(2n+l) 
4» + 8« + . .. . + (4n)» = 4« jlt + 2« + . . . . + n«j = ^^- 3^ — ^' 

5^ + 9« . .. . + (4n + 1)« = (4 . 1 4. 1)« + (4.2 + 1)« + . ... + (4 .n+ l)*s= 

. ^ ^ ^ «(n+l)ll6n+20l+3n 
4«|l« + 2« + .... + n«(+8|l4-2 + ....+n|+n = ^"3 ' 

donde 

1« + 4« + 5« + 8« + 9« + .... + (4n)« + (4n + 1)« e= 

„(n+ l)|32n + 28| + 3» (n + 1) |32n«+ 28n+ 3J 
1 + - = _ . 

Dimostrazione dei Sigg. A Parsi, studente a Genova; E, Marchi, studente 
a Pisa. 

Poiché si ha (4n)* -f- (4n 4- 1)' = 32n* -4- 8» -H 1 , anziché sommare la 
serie data, si potranno addizionare i valori che si ottengono colla sostituzione 
degli iateri da ad n alla lettera n deirespressione precedente. Rammentando 
le formule relative alle somme dei primi n numeri naturali e dei quadrati di 
questi numeri, sì avrà allora 

32«(«+l)(2« + l) , 8n(«+l) , _, (»+l)|32n«+28«4-3J 
_ H ^ 4-n+ 1 3 . 

Dimostrazione del Sig. G. Scorza, studente a Pisa. 
Indicando con 

"2(a + «r)« 

la somma dei quadrati dei primi n termini d*una progressione aritmetica di cui 
a è il primo termine ed r la ragione, avremo 



9-n — 1 

2 (a 4- sry t= na^ + 2ar 2 « + »** 2 ** 



isO «^0 
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ossia, per essere 



•^1 *'('»- „*v"l» n(n-\)(2n- \) 






|^(« + ,r)' = n«|« + r(n_!)| + ^"^f-^^-^r.. 

Ed ora si osservi che la somma deirenunciato si scinde nelle due 

P-H5«-4-9»-H ...+ (4n4-l)« 
4«-|-8«4-12* + ....4-(4n)« 

la prima di n + 1 termini, la seconda di n, e che a queste due può applicarsi 
la formula trovata. 
Applicandola si ha 

l' + 5«4-9»4-....4-(4n+l)«=(n-hl)(l-+-4»)-4- 

8 , ,, 16n»-H36n«4-23n4-3 
— (n4-l)n(2n+l)=a 

8 16n'-f-24n'4-8n 
4«-4-8«+12«-+-....4-(4n)«=16n»-h^n(n— l)(2n— 1) = -^3-— ^— 

e quindi 

1 « + 4« 4- 5« + 8« + 9« 4- 4- (4 n)« 4- (4 n -h 1 )« = 

32n»4-60n<4-31n4-3 _ (n 4- 1) (32 n« 4- 28n 4- 3) . 
3 ~ 3 ^ ^' 

234**. Se, intomo ad uno e dei raggi uniti e, f di due fasci proiettivi 
sovrapposti, si fa muovere Vuno di essi tenendo fermo Valtro, i due fasci sa- 
ranno, in ogni posizione di quello, prospettivi. Dimostrare che Passe di pro~ 
spettiva descrive un cono sezionato secondo circoli dai piani perpendicolari ad 
e, se non è f perpendicolare ad e; e se è f perpendicolare ad e, detto asse 
descrive un fascio. (A. Del Re). 

Dimostrazione del Sig. V. Columòo, studente nella R Università di Napoli. 

La proiettività nei due fasci è individuata dalle terne (e fa), (e fa'). Facendo 
quindi muovere il secondo fascio intorno ad 6 e indicando con /*/ e a\ la 
nuova posizione dì f e a\ il &scio e fa risulterà proiettivo ad ef^a\, anzi 
i due fasci avendo unito T elemento e sono prospettivi e Tasse di prospettiva 
sarà rintersezione dei due piani (/*/*/), (^^'i)* 

Ciò posto se /" ò perpendicolare ad e, il piano (/*/*/) è quello perpendicolare 
ad e nel centro 0, cioè è fisso: e siccome Tasse di prospettiva dei due fasci 
passa per e giace nel piano (ffi), descriverà in esso un fascio di centro 0. 

Se f non è perpendicolare ad e, si conduca per un punto 0^ del raggio e 
la perpendicolare a questo raggio che incontri f, a, a' rispettivamente in F, A, A' 
(Tav. II, fig. 3"). Allorché il fascio e fa ruota intorno ad e, i punti F eà A' 
descriveranno due cerchi concentrici in un piano perpendicolare ad e passante 

(*) Altre genenllszaslonl perTennero dal Sig. V. Oótumì», stadente a Napoli e d*lPA. iteaM 
•ie«o della qulatione. 
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per 0, ; e ia qualunque posizione del fascio mobile le intersezioni F/, A\ di 
/*/ ed a\ con questo piano saranno allineate con 0, . 

Ora i due piani (ff^)^ (a a',) coincidono con (/"F,'), (aA'j); volendo quindi 
trovare la sezione della superficie conica descritta dalP asse di prospettiva dei 
due fasci col piano passante per Oj basterà trovare il luogo descritto nel piano 
dei due cerchi dal punto in cui s* intersecano AA\^ FF^\ Tale luogo, com* è 
noto C), è un cerchio, laonde resta dimostrato che Tasse di prospettiva dei due 
fasci, nel caso che non sia f perpendicolare ad e, descrive un cono di secondo 
grado, sezionato secondo circoli dai piani perpendicolari ad e. 

235*. In un quadrilatero ABCD inscritto in tm cerchio di raggio R, il 
il lato AD è tm diametro del cerchio e gli altri lati AB, BG, CD formano 
ima progressione aritmetica e hanno per somma 3 a. Si determinino questi lati 
e le diagonali AG & BD, e 5» discutano i risultati trovando le condizioni di 
possibilità del problema ("). 

Risoluzioni completamente analoghe dai Sigg. C. Allumi, alunno del R. Liceo 
d*Ivrea e G. Vitali, alunno dell'Istituto tecnico di Ravenna. 

Poiché i lati AB, BC, CD del quadrilatero formano una progressione arit- 



BD = y4R* — (a — a?)' , AC t=zj/4R^ — {a -f- xf , 

y\Rt — {a — xf j/4R^ — {a + x)^ = 2Ra + (a — »)(a + ») 

Quadrando e riducendo si ottiene Tequazione 

4R? — 2R{a* + x*) = Ra^ + a(a« — a«) , 

ossia 

a?«(2fi — a) = 4223 _ 3Ra^ — a^ , 

da cui si ha 



4/AB? — ^Ra^ — a^ ,^^ , ,4/ R — a 
-=y 2R^a = (^^ + «)y2«^a- 

Risulta di qui come prima condizione di possibilità del problema, avendosi 



(*} Eccone una dlmoftraElone analltlea. — Ponendo 

O^A = a O^A' = 0^'A\ = b OjF— 0,^j=o 

e chÌAm*ndo Cp l'angolo di cui ha motato il raggio O^F, le equailoui delle rette AA\ e FF\ 
«ranno rispetilTamenie : 

— 1— = I ^ . ; — ,— = i-r— , da cui bi rieaya coecp = \ — , ^ ^ , sontp = 

a4-b 
y -r-, — ' — T . Quadrando, sommando e rldneendo t\ ha Peqoazlone del luogo : 
o(c — a) 

(»' + y') (a + 6) + 2ox (6 -I- 0) 4- 0' (a — 6) -I- 2 afte = 0. 

(**) Questa qulstione e la tegnente 236* sono i temi di matematica dati nella sessione d*otto- 
bre 1894 per la liceosa dagli Istituti tecnici nella Sesione JUico-vMtmMUica, 






metica, la cui ragione s*indicherà con a;, ed hanno per somma 3 a, sarà n^ 

AB+CB a — 00 + a + x 
BC= = — ^ = a. Per 1 teoremi di Pitagora e ^ 

Tolomeo segue poi / 
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2R'^ a, che deve essere R^a, altrimenti x sarebbe immaginaria. Supponendo 
questa condizione soddisfatta, segue 



Perchè anche AB sia reale e diverso da zero, occorre che si abbia 



./4i?_3iJa« — a» 

«>y — 2^=^ — 



212 

da cui quadrando e riducendo risulta 5 a* > 422* ed infine a > — ;= • 

j/5 

Riassumendo perchè il problema sia possibile è necessario e basta che sia 

222 
R^ a> 



y5 

Nel caso di R ssa^ il quadrilatero si riduce ad un mezzo esagono O- 

236*. Si ha un trapezio nel quale i due lati paralleli sono a b con 
a •< b, 6 l'altezza è h Si trovi a qtdale distanza x dal lato b dovrà condursi 
una retta y parallela a questo lato per far si che il trapezio resti diviso in 
due trapezi tali cfie quello di cui i lati paralleli sono bey stia alValtro in 
un rapporto dato q ; 6 si dia anche la lunghezza della retta y e si discutano 
i risultati (**). 

Risoluzioni analoghe dai Sigg. F. Celestri, alunno del R. Istituto tecnico 

di Modica e C Allioni, alunno del R. Liceo d* Ivrea. 

Le aree del trapezio dato e di quelli in cui esso dev'essere diviso sono ri- 

a -^ b fr-f-y ^ "^ y , 

spettivamente — - — . h , — - — . a? , — - — (A — oj). Si ha quindi il sistema 

£f £t ^ 

d*equazioni 

(6 4- \j)x + (a + y)^ — (a + y)» = (a 4- ft) A 
(ft -4- y)» = ^(a -h y)(A — a?) . 

Q> — y\h 5 fo -+- y) A 

Dalla prima si ricava x = —- e dalla seconda x = 



h — a ft-Hy-f-g^a -h g^y * 

Eguagliando i secondi membri e riducendo, risulta 



A fqa^ 4- ò' 
y«(5 4- l) = (?a«4-ft«, donde y = 'y^—-^—, 

(*) Solasioni di queste qaistlone yennero Inviate anche dal Sl^. F, I^tva e L. Roaiaao 
alunni del R. Istituto teouleo di Roma e dal Sig. E. Marchi stadeute a Pisa. 
(•«) V. la 1' noto alla qnUtlono SS5*. 
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poiché il segno — pel radicale non è accettabile ; e sostituendo nell'una o nel- 
Taltra delle due formolo che danno il valore di x 



Per dato è ft >■ a , quindi qà^ -^b^ < gr J» -f. ft« = (^ -f- I) 6«. Segue da ciò 

che y 7- "< y -r--j — = &, onde senz'aggiungere altre condizioni, a 

quella data dairenunciato, il valore di oo risulta pgsitivo ed il problema è sempre 
possibile. 

238. Dimostrare che la somma 

^ _o. "("—0 , ov n(n— l)(n — 2) n(n— 1)...2.1 

n+1 ^ (n+l)(n+2)"'"^ (n+l)(n+2) (n+3) (n+l)(n+2)...2n 

1 
è uguale a — per k =: 0, ed è uguale a zero qualunque sia Vintero positiw) 

pari k ^ 2 n — 2. 

(D. Besso). 

Dimostrazione del Sig. Prof. (r. Nonni a Ravenna. 

1** Se S^x, indica la somma data, e u^ Vr.^ termine di S^^, si ha 

u -r_ir-* n(n -l)...(>^r+l) r.y^ n(n-l)...(n-r+2) 

-~^ ^ (n+l)(n+2)...(n+r)'''--i— ^ '^ (n+l)(n+2)...(n+r^l)' 

e quindi 

u^ n — r + 1 



Ponendo in questa relazione r = 2, 3, . . . , n, e sommando le eguaglianze 
che risultano, si trova 

»(^n,o — «i+^n,o — wj + nu^—u^=0; 
da cui • 

n+1 n+1 ** 1 

^*' ^ *^ "2^ " » ~ ~2^ ÌT+T = Y • 

2® Si supponga ora n>l, e si rappresentino con t^ e «^, rispettivamente, 
i termini r* di 5,»^ ^ e di «Si^_i, ^ : si avrà 

^ n(n— l)...(n— r+1) , » («— 1)(«— 2)...(n— r) 

t^—{ i) '^(^ + i^(„4.2)...(n+r)''''-™^ '^ *^ n(n+l)...(n+r-l) ' 



n« 



t? n* — r* 

r 



» •• «• •• 



Ponendo in questa eguaglianza r=l,2,...,n — l, e sommando, risulta 
ossia 
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2 22 >> a, che deve essere R^a, altrimenti x sarebbe immaginaria. Supponendo 
questa condizione soddisfatta, segue 



Perchè anche AB sia reale e diverso da zero, occorre che si abbia 



a>|/ 



4i? — 3iEa« — a* 



222 — a 

222 

da cui quadrando e riducendo risulta 5 a* >> 4 22* ed infine a >> 



Riassumendo perchè il problema sia possibile è necessario e basta che sia 

r. ^ 222 



y5 

Nel caso di 22 = a, il quadrilatero si riduce ad un mezzo esagono O- 

236*. Si ha un trapezio nel quale i due lati paralleli sono & e b con 
a •< b, Valtezza è h Si trovi a quale distanza x dal lato b doifrà condursi 
una retta y parallela a questo lato per far si che il trapezio resti diviso in 
due trapezi tali cfie quello di cui i lati paralleli sono b 6 y stia all'altro in 
un rapporto dato q; e si dia anche la lunghezza della retta y e si discutano 
i risultati (*'). 

Risoluzioni analoghe dai Sigg. F. Celestri, alunno del R. Istituto tecnico 

di Modica e C. Allioni^ alunno del R. Liceo d'Ivrea. 

Le aree del trapezio dato e di quelli in cui esso dev^essere diviso sono ri- 

a -{' b b -^ y a-f-y 

spettivamente — - — . h , — - — . os , — - — {h — x). Si ha quindi il sistema 

£t ìit ^ 

d^equazioni 

(& 4- y)m -^ria-^- y)h — (a + y)a =z (a-h b)h 
(b -f- y){0 = q(a -H y)(h — od). 

(b — y)h 5' (^ "+" y) ^ 

Dalla prima si ricava x = — r - e dalla seconda a? = 



b — a b'+'y -^qa -h qy ' 

Eguagliando i secondi membri e riducendo, risulta 



y' 



(5 4- 1) = ff a« 4- 6», donde y = V—^--r' ' 



(*) Soluzioni di qaest* qaistlone vennero Inviate anche dal SIgg. F. Leverà e L. Romano 
alunni del R. latltnto teeuieo di Roma e dal Sig. E. Marchi ntadente a PIm. 
(*•) y. la 1' noto alla qnlitlone 235*. 
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poiché il segno — pel radicale non è accettabile ; e sostituendo nell'una o nel- 
l'altra delle due formolo che danno il valore dì x 



-=H'-V*7^')]^"-">- 

Per dato è 6 > a, quindi ga* 4- &' < 5- ft' + &' = (5^ -h 1) ft*. Segue da ciò 

che 1/ — r— "< 1/ ; — z — = ft, onde senz'aggiungere altre condizioni, a 

quella data dall'enunciato, il valore di to risulta positivo ed il problema è sempre 
possibile. 



I. Dimostrare che la somma 
n ^ n (n— 1) n(n— l)(n— 2) ,^ n (n— 1)...2. 1 

i^+T""^ (ÌH-l)(n+2)+ (n4:i)(ii+2)7M^~*"~'^ (n+l)(n+2)...2n 

1 
è uguale a — per k = 0, ed è uguale a zero qualunque sia Vintero positivo 

pari k ^ 2 n — 2. 

(D. Besso). 

Dimostrazione del Sig. Prof. G, Nonni a Ravenna. 

1® Se Sn^jt indica la somma data, e u^ Tr.^ termine di 8,^^09 ^^ ^^ 

u -r-h-i n{n-\Uf^r+\) _,_,.._. n(n-l)...(n-r+ 2) 

-~^ ^ (n+l)(n+2)...(n+r)''^^-4~^ *^ (n+l)(n+2)...(n+r^l)' 

e quindi 

u n — r + 1 

Ponendo in questa relazione r = 2, 3, . . . , n, e sommando le eguaglianze 
che risultano, si trova 

«(^n.o— «i+^n,o — «J +n«^— Mi=0; 

da cui • 

»+l n -^ l n 1 

2* Si supponga ora n^^l, e si rappresentino con t^ e t>^, rispettivamente, 
i termini r* di ^S,»^ ;t e di fii^-i, \ : si avrà 

n(n— l)...(n— r+1) , » («-—l)(w— 2).. •(«—»•) 

K—K U '^^n^i)^n^2)...{n+ry''- ^ '^ "^ n(n+l)...(n+r— 1) ' 

* »* • • • 

t) n* — r* ♦• *• ♦" 

r 

Ponendo in questa eguaglianza r=1,2,...,n — I, e sommando, risulta 

1*', + 2**, + .... + (« — l)**H_i = »»*(««,» — '« - «»->,») : 

ossia 
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relazione che ha luogo per ogni valore intero positivo o nullo di A, purché n 
sia maggiore di 1. 

Se A e=3 0, la [1] diviene 

ma, per la prima parte dell'enunciato, sì ha S^o=: S^^i^o^=^ ir'^ dunque 

S^^i = quando n > 1. 
Se A = 2, la [1] diviene 

Sn,t.t = ♦»*(^n,t — 'S'n-1,2) ; 
ma, per ciò che precede, quando n — ^ 1 ^ 1 si ha S^fZ^S^^i^f = 0; dunque 

5i^2 2 ^ quando n > 2. 

Così continuando si trova -^,^^2.3 = per n > 3, jS„^j.4 = per n > 4 ecc. 
In generale, supponendo Sn,f^ = per n '^ p, dalla [1] si deduce subito che 
deve essere '5n,8(p-f-i) = ^ P©r ** >1> + ^ ? dunque la somma 5»,* è sempre 
nulla quando A è un intero positivo pari e n supera la metà di A ; vale a 
dire quando 

A = 2, 4, 6 , 2n — 2. 

In modo analogo si possono trovare delle espressioni di S^^^x. anche se A è 
un intero positivo dispari ; nìa tali espressioni non sono indipendenti da n, come 
nei casi precedentemente trattati. Si ha per esempio 

n — n* 

'SL 1 = :r7r n e 0-9 = 



'mi — 2(2n — 1) "^^■~" 2(2n — 1) (2n — 3) " 

Lasciamo al lettore la ricerca di queste formolo. 

239**. Mostrare che^ data VequazUme^ a coefficienti reaU^ 

«xy + px + yy 4-8 = 0, 

6, posto A = aS — Py« ^ coppie di valori di z, y che la soddisfano^ e che^ 
nello stesso tempo, differiscono di una quantità reale assegnata h, sono sempre 
reali se è a* A ^ 0; e se è a* À >- 0, saranno reaU soltanto quando h non è 

Y — flil/ITA 
compreso f^a i valori — • 

Osservare poi che, nel caso di a == 0, e di p e= — y» *^ problema di de- 
terminare dei valori di x, y con la condizione voluta è impossibile^ indeter- 
minato, (A. Del Re). 

Dimostrazione del Sig. Prof. V. Retali a Milano. 
Eliminando y fra le due equazioni 

aay -h pa? -f- yy -h S = 0, — y -4- A = 
si ha l'equazione quadratica in 00 

a»« + (aA-+.p-h Y)« + (r^-4-^) = 
le cui radici sono reali se il discriminante 

B = a«A« + 2a (P — y) ^ + [(P 4- y)' — ^^^J 
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è positivo o nullo. Se le radici di DsO, risoluta rispetto ad A, sono imagi- 
narie coniugate, oppure reali ed eguali, cioè se, neir ipotesi di a diverso da 
zero, aS — PY^ ^i ^ ^ sempre positivo; se le radici di D = sono reali 
(a diverso da zero) aS — Py è positivo, e D sarà positivo solo quando si attri- 
buiscano ad h valori non compresi neir intervallo delle radici, cioè non com- 

Y — B =t 2 j/~^ 
presi fra i valori '- Se poi a = il dato sistema diviene di 

1^ grado, ossia 

fa? -4. Yy 4-8 = 0, » — y -^h z= 

e se ne deduce 

Ay + S AB — 8 

«? = ^— ; ' y = 



P+Y ^ P+Y 

Se poi si ha anche p = — y ^^ ^^^ equazioni precedenti si riducono ad 
ad una sola se S = ^A, e sono incompatibili se S ^ ^h. 

Osservazione, In generale, per due projettività conlocali a elementi omogenei 

cLxy -*- pa? -4- Yy 4- 8 = 0, oL^xy 4- P, » -h Yi ^ "+" ^i = 0, 
le coppie comuni di elementi corrispondenti sono reali se 

D = [(PC 8,) - (P Y,)r - 4 (apj (y8J :è 0, 

dove (apj = QL^^ — a, p, ecc.. 

Il Sig. G. Scorsa, che inviò una soluzione del tutto analoga alla prece- 
dente, osserva poi che la quistione proposta è Tenunciato analitico del problema 
seguente di Geometria proiettiva: 

< Date sopra una retta due punteggiate proiettive, trovare due punti su 
questa retta che si corrispondano nelle due punteggiate e nel tempo stesso di- 
stino di un dato segmento > (*). 

240*. Dato l'angolo di sezione a di due circonferenze e quello 26 delle 
loro tangenti comuni^ determinare il rapporto m dei loro raggi; viceversa co- 
noscendo m ed uno degli angoli a, 20 51 cerchi l'altro. 

(G. Bellacchi). 

Risoluzioni dei Sigg. E, Marchi, studente a Pisa e O. Somalvico, alunno 
del R. Istituto tecnico di Como ('*). 

Siano 0, 0' (Tav. II, fig. 4*) le due circonferenze di raggi 12, i2' ; A A' 
una loro tangente comune, nei punti A, A\ che incontra la linea dei centri 0^ 
in S, finalmente M il punto di loro intersezione situato dalla stessa parte di A A' 
rispetto alla congiungente i centri. L* angolo OMQf sarà il supplemento di a 
e se si conduce pel centro 0* della circonferenza minore una parallela ad A A! 
ad incontrare OA in iV, risulterà ^ 00' N=^ e si avrà 0N= 0' senO. Ma 
d'altra parte dal triangolo OMO' si ha 



00'«=ft« + jR"» — 2RR: . cos OMO' = R* + r:* + 212 R' cosa, 

(*) Un**ltni rispoAta *11* qalitione perrenoe d«l Sig. X. dt Saneti*, «lannodel R. Iitltuto tee. 
nleo di Teramo. 

{**) Una riiolazione venne pure InvUto dal Sig. G. Galluri, studente a Napoli. 

16 
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onde 

ON^ = (R^Rf)^ = {R* + R"^ + 2RR'cosol) aen«e = 
(R«+ R^')senH + 2RR\ Cobol sen^^. 

Di qui si deduce facilmente 

(i2*- 4- iJ'Ocose = 2RR' (l + cosa sen"e) 

e, dividendo per RR': 

i2 ^ 2{\ H- cosa Ben«e) 

'W^~R'~ cos»'e^"~' 

da cui, introducendo il rapporto m fra i due raggi, segue 

1 2(1 + cosa. sen^O) 

m eoa' 6 

Considerando in quest*equazione successivamente come incognite tn, ed oc, 
si ricavano le tre relazioni 



V- 



^ 1 -4- cosa sen*6 _^ ^ / (1 4- cosa 8eii*6)^ 



m — 1 
senO == — — 



^ m* 4- 2 m eoa a -J- 1 
cosa = — ìm H j cot*6 — cosec'6. 

Per a = 0, ossia nel caso che le due circonferenze siano tangenti esterna- 

tu "^^ 1 1 4~ sen 

mente, dalla 2* di queste formole si trae sen 6 = — r— ri donde m= - 

m+ 1 1 — ^^senO 

cosicché supponendo contemporaneamente 6=0 o e=3 90* risulta m = 1 od 

in ^^ 1 
♦» = oo. Per a == 180', ossia se il contatto è interno, segue sen = :^ 1 

fW — 1 

quind 6 =z 90* ed m indeterminato. 

L*ipotesi di 6^0 dà m = 1. In questo caso adunque le circonferenze sono 
eguali. 

^tt" 



QUISTIONI PROPOSTE O 

!. Qualunque sia rintero positivo n, si ha 
j L _** ^!* + ^) -j- ^ (n — 1) n (n 4- 1) (n + 2) 



3 .1» • 5 (1.2)« 

(—1)* 1 . 2.... 2n 1 



. • • • "^" 



2n+l (l.2....n)« 2n 4- 1 ' 

D. Bbsso. 



(*) Le quettlonl contraasegiuite con wmpllee atterlieo lono iadlrlscate agli almint delle aenole 
■econdariei quelle distinte con due ailerlsehl eono dirette in partieolar modo agli atndentl delle 
■cnole ■nperlori, aenza eaelndere qoalalaai altro itndtOM. 



^■* ^m^ ^« ^mt 
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. Qualunque sia Tintero positivo m, si ha 
1 1 m m (w — 1) 



m + n+ì n+ì {n + \) (n + 2) ' {n + \)(n + 2){n + 'ò) 

'^^~ ^ (n+ l)(n + 2)....(n4-m+ 1) * 

G. Musso. 

870**. In un' urna si trovano un egual numero di palle rosse 

e nere. Ne vengono estratte successivamente n rimettendo volta per 

volta la palla estratta nelVurna. Dimostrare che la probabilità che 

le n palle estratte presentino una determinata disposizione di colori 

è data da 

1 

r~' 

2 + P 2 



"A 



in cui a -H p = n e P^ = 1 . 2 . . . . n. F. Verde. 

87 1*. Il trinomio 

a^^^ _ (n -h 1) a ò** + a b""^' 

è divisibile per (a — b)*; dare Tespressione del quoziente. 

Dedurne poi che le espressioni 2**4- 15 n — 1 e 2** — 15 n — 1, 
per n intero e positivo, sono multiple rispettivamente di 9 e 25. 

G. Bellacchi. 



\**. Le coniche passanti per un punto e bitangenti sopra 
una retta fissa alle coniche di un fascio, formano un altro fascio ; gli 
otto punti-base dei due fasci sono in una conica. 

V. Retau. 



\*. Un cerchio di centro è segato da un altro cerchio M 
in due punti opposti A e B: dimostrare che ogni cerchio avente per 
diametro una corda di M passante per 0, sega il primo cerchio nei 
due termini di un diametro perpendicolare alla corda. 

y. Retali. 



s*. Due cerchi e M posti in un medesimo piano si segano 
ortogonalmente nei punti ^ e JB, e da un punto P preso comunque 
sopra O si conducono le rette PA^PB a segare ulteriormente Taltro 
cerchio M in A' e B\ Dimostrare che A'B* è un diametro di M per- 
pendicolare al diametro PP' di 0. V. Retali. 

8*76*. Fra i triangoli i cui lati formano una progressione arit- 
metica di data ragione, quali sono rettangoli, quali acutangoli, quali 
ottusangoli? L. Bosi. 
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'. Fra i triangoli le cui mediane formano una progressione 
aritmetica di data ragione, quali sono rettangoli, quali acutangoli, 
quali ottusangoli? 

L. Bosi. 

877**. Posto 

7 7 7 

w,= 2 (^ — i) + a, u^= g (tt,— c)4-6, ^3= 2 K~" *^i) + ^» 

esprimere u^ in funzione di a, l, e, n. 

A. Tagiuri. 



\**. Si considerino tutti i triangoli inscritti in una conica 
aventi un vertice comune e il lato opposto parallelo alla tangente 
in quel punto. Trovare il luogo del centro del circolo circoscritto a 
ciascuno di questi triangoli. 

(r. Scorza. 



>**. Si considerino tutte le coniche aventi a comune un fuoco 
F e la direttrice / corrispondente, F ed / essendo dati. 

V Per ogni punto ilf del piano passa una ed una ^ola di queste 
coniche. Dire in quale regione deve trovarsi il punto M perchè la 
conica corrispondente sia un' ellisse, una parabola od un' iperbole. 
2^ Trovare il luogo dei vertici posti sugli assi non focali. 

G. Scorza. 



>*. Se il triangolo AB C h inscritto in un cerchio di raggio 
li ed A\ S ^ C sono i punti in cui le bisettrici interne degli angoli 
-4, JB, C incontrano questo cerchio, posto ^A'Bf C = 8\ esagono 
AC'BAGS =• S e indicando con 2p ed a, p, f il perimetro e gli 
angoli del triangolo A B C, dimostrare che 

IO S' = ^, 2° S = 2S\ 

S' AA' + BB' + 6%^' = 2fir4cos°^^cos^~^co8^'"- — il. 

G. Candido. 

881*. Due cerchi di centri 0, 0' si tagliano in -4 e -S. Preso un 
punto P sul primo e condotte le secanti PA, PB 9, tagliare il se- 
condo nuovamente in A\ B\ dimostrare che al muoversi di P sul- 
l'arco esterno del cerchio 0, rimane costante il rapporto della potenza 
di P, rispetto ad (7, all'area del quadrilatero ABBI A', 

G. Galluoci. 
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I*. Date due circonferenze concentriche di centro O ed un 
punto 5, si tiri SO ad incontrare la circonferenza esterna m A e si 
congiunga un punto qualunque G di questa circonferenza con A Con- 
dotta CO, che sega la circonferenza interna in B, poi SB^ che incontra 
C A in AT, trovare il luogo descritto dal punto M al variare di C 

sul cerchio. 

A. Lugli. 

883*. Un pallone sferico è veduto da due punti A e B posti 
l'uno al sud dell'altro rispetto al pallone, ed alla distanza a, sotto 

gli angoli 2a e 2a'. Conoscendo l'angolo d'elevazione ^ del centro del 

« 

pallone nel punto A^ determinare l'altezza di questo centro e il raggio 

del pallone. 

A. Lugli. 



. Di un quadrilatero AB CD sono noti i lati AB = a, 
BC = b e gli angoli -4, B, C. Dimostrare che l'area del quadrilatero 
è espressa da 

I ab [sen B sen (A +B + C) — sen il sen C — sen (jB+ C) sen {A + -B)] + 

a' sen A sen {B -+- C) -h i* sen C sen (il -4- i?) | : 2 sen (u4 -+- -B + ^7). 

A. LUGLL 
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GINO LORIA. — Le Scienze esatte nelVantica Grecia Libro li. Il periodo 
aureo della geometria greca (pp. 236 in 4^, con 2 tav.). — Dalle Memorie 
della R. Accademia di Scienze, Lettere ed Arti di Modena. Voi. XI. Serie IL 

Con quei criteri medesimi che mi servirono di guida nel dar notizia del I 
libro del nuovo lavoro storico intrapreso dal Prof. G. Loria Q, mi accingo 
ora a far parola del lì libro di recente apparso. Lasciando in disparte Tattrat- 
tiva deirargomento, tante e così utili sono le cognizioni che anche i docenti 
delle scuole secondarie possono ricavare dalla lettura di quest'opera e in parti- 
colare del libro a cui si allude, mettendole in parte a profitto dell' insegna- 
mento, che mi par doveroso darne pubblico avvertimento. E per citare il giu- 
dizio di persona assai autorevole, mi piace riportare quanto scrive il Profes- 
sore G. Enestròm nella sua Bibliotheca mathematica a proposito di questa 
storia delle Scienze esatte nelVantica Grecia (") : «... Bien quo V ouvragc de 



(») Cfr. Periodieo. Voi. IX, 1894, p. 70. 
(••) NoiiTeUe Sèrie. 9, n.S, 1895. 
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M. Loria ne contìenne guère des pensées parfaitement nouvelles ni des faits 
inconnus jusqu'à présent (*), il est néanmoins d* un profond interét à cause de 
r impartialité de l'auteur et gràce à ses lectures très étendues, qui lui ont 
permis d* y donner une foule de renseignements qu' on ne saurait trouver réunis 
dans aucun autre livre sur le méme sujet. Nous osons dire qu* il y a peu de 
recherches originales sur la geometrie grecque dont M. Loria n' ait pas pris 
connaissance, et les rares indications inexactes ou incomplètes qu^on pourrait 
découvrir dans son ouvrage, semblent étre sans aucune importance. ...» 

Ecco in qual modo TÀ. incomincia la sua laboriosa trattazione — «Il 
secondo periodo della storia della geometria greca difTerisce sostanzialmente da 
quello che diede materia al I libro dell'opera presente, sia per la natura e 
r entità dei documenti che ad esso si riferiscono, sia per la fisonomia intellet- 
tuale e le abitudini scientifiche dei personaggi che ad esso appartengono, sia 
finalmente per la dimora che ebbero coloro ai quali la nostra scienza è debi- 
trice dei più rilevanti progressi che in allora compi » -» ed ecco come fa ri- 
saltare il carattere assunto dagli studi matematici in questo periodo — « Mentre 
gli scienziati anteriori ad Euclide non erano di regola specialisti, ma risolvevano 
questioni di geometria come prendevano parte ad una disputa filosofica o face- 
vano osservazioni di fenomeni naturali, da quelli di cui stiamo per occuparci 
^eccezion fatta per Kratostene e forse per lui solo) trae origine la numerosa 
serie di coloro che avvertirono essere la matematica capace e degna di assorbire 
da sola fattività intellettuale di un' intera esistenza. Essi furono i fondatori 
della letteratura matematica dei Greci e debbono essere venerati siccome i nostri 
progenitori scientifici : onde il conoscerne le opere ha, non solo un valore sto- 
rico, ma eziandio, in un certo senso, un valore pratico ». 

Al Proemio seguono sei capitoli nei quali dopo uno schizzo brevissimo sulla 
vita di ciascun geometra, vengono esaminate le opere compiute da Euclide e dai 
pretesi suoi continuatori, da Archimede, da Eratostene, da Apollonio e dai geo- 
metri minori del periodo greco*ales8andrino quali Nicomede, Diocle, Perseo, 
Zenodoro. 

Viene in ultimo un' appendice nella quale dopo un cenno suir importanza 
deiropera dello Zeuthen, U Algebra geometrica degli antichi^ sono messe in luce 
le principali opere di restituzione o divinazione di scritti perduti degli antichi 
geometri del periodo greco-alessandrino, cioè la divinazione della Divisione delle 
FIGURE di Euclide (da L. F. Ofterdinger e altri), quella dei Porismi (Format, 



(*) MI par gluBto nondimeno osservare, in disaccordo a quest* aaaerzlone, non foMé altro, che 
le Indagini dell'A. sui poliedri archimedei hanno Timpronta di una spiccata o.'iginalità. Infatti 11 
Prof. Loria non si limita a dar conto delle notiate su questi poliedri date da Pappo nel V libro 
della Ooìlezione matematica, ma entra in una fine discussione nella qnale giunge a concludere 
lo ehe è assai probabile che ad Archimede fosse nota quella celebre relazione fra 11 numero del 
vertici, delle facce e degli spigoli di un poliedro convesso, conosctuta sotto il nome d*Eulero, 2? che 
Archimede, compera consuetudine degli antichi geometri, nou può aver fatto a meno di assegnare 
la costruzione di tali poliedri, il che si deduce anche dal fatto che in realtà la costruzione di essi 
riferita da un antico anonimo scoliasta, è da presumere sia stata appresa dall'opera 5ui j>o2<etfr< che 
ad Archimede si attribuisce, 8« che ragiouevoi mente si deve ammettere In Archimede la conoscenza 
della legge di derivazione dei poliedri medesimi Tuno dall'altro, legge corrispondente a quel modo 
di derivazione del cristalli insegnato al geometri da Luca Paclolo nel 1509« 
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Simson e Ghasles) Q, le divinazioni tentate da Maurolico e Viviani dei libri V 
e VI e la restituzione di Halley del libro Vili delle Coniche di Apollonio, la 
divinazione dei due libri di Apollonio Sulle inserzioni (M. Ghetaldi, Huygens, 
Horsley) e infine la restituzione dei Luoghi piani pure di Apollonio (Fermat, 
Schooten, Simson). 

L*A. non si limita a dare semplice noti/iia delle diverse produzioni scienti- 
fiche dovute agli antichi geometri di cui ci è giunta memoria, ma, per quelle 
a noi pervenute, ne esamina minutamente il contenuto. E siccome egli traduce 
molte delle proposizioni ivi enunciate in linguaggio moderno, le raggruppa a 
seconda delle analogie che presentano e mostra, quand*è il caso, commesse pos- 
sano venir considerate quali scaturigini di teoriche assai più recenti, ciò che 
sta a dimostrare lo studio profondo da lui fatto sulle opere originali, cosi il 
lavoro del prof. Loria riuscirà senza dubbio assai utile a coloro che volessero 
fare sulle medesime delle indagini anche semplicemente superficiali. Cosi a mo' di 
esempio troviamo un esteso riassunto del contenuto dei libri VII, Vili e IX 
(aritmetica razionale) e del libro X (quantità irrazionali i^^sultanti dalla riso- 
luzione di equazioni biquadratiche) degli Elementi, contenuto che oggidì è pro- 
babilmente a molti sconosciuto. 

Gli sviluppi teoretici sulle cose esposte sono numerosi, citeremo i seguenti 
che hanno maggiore attinenza al medio insegnamento. Una discussione sui nu- 
meri perfètti (a proposito della costruzione di questi numeri esposta nella pro- 
pos. 36' del libro IX degli Eiementi), una illustrazione analitica molto estesa, 
informata alle notazioni delPalgebra moderna, delle proposizioni del X libro e 
la dimostrazione di due proposizioni del libro XII, all'intento di porre in luce 
il procedimento logico seguito dagli antichi in quelle quistioni in cui si presenta 
l'idea d'infinito - la deduzione rapida e completa delle espressioni dei lati, delle 
superficie, dei volumi e del raggio del circolo circoscritto ad ogni faccia dei poliedri 
regolari convessi in funzione del diametro della sfera circoscritta, e la dimostra- 
zione di un teorema corrispondente alla 94" prop. dei Dati, altra opera d'Euclide. 
■ Relativamente alle opere d'Archimede troviamo esposta la determinazione 
dell'area del segmento parabolico — la deduzione della superficie e del volume 
della sfera non che dell'area del settore di spirale — un'ampia discussione del 
procedimento che ha servito alla valutazione approssimata del rapporto della 
circonferenza al diametro — la costruzione dei 1 3 poliedri archimedei e la deri- 
vazione dell'uno dall'altro — e la dimostrazione del teorema, riferentesi alla costi*u- 
zione di una tangente alla spirale, che segue: < Se si conduce la tangente nel- 
l'estremo della prima spira della curva e dal punto origine della spirale si con- 
duce la perpendicolare alla posizione iniziale della retta mobile, questa segherà 
la tangente in un punto la cui distanza dall'origine della spirale è eguale alla 
periferia del primo circolo ». 

(*> Un lavoro sai poriimi d'BuoIide che non trovo citato dal prof. Loria, eppare merita eon- 
■ideraxlone e non sarebbe da passare sotto silenslo, è il seguente : Settantaeinque porismi tratti 
quaH tutti dàlVopera dèi Ohatlea intUohita « Le» troù livre» de* porUmM d' Euclide ete. » e dimo' 
«trati la maggior part$ con metodo ohe, dietro certe eoiuideroBioni, eembra probabile eeeere etato ueato 
da Euclide. Memoria del prof. D. Marianlnl (Soe. Ital. delle Sdense, tomo II, serie S*, 1866). 
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Finalmente sono sviluppate le risoluzioni del problema di costruire due 
medie in proporzione continua fra due date rette, che conduce alla duplicazione 
del cubo, quali furono esposte da Eratostene (praticamente efiettuabìle colPaiuto 
di uno strumento da Pappo chiamato mesolabio) — da Nicomede (col mezzo 
delia concoide) — da Diocle (col mezzo della cissoide). — Né manca la riso* 
luzione, probabilmente dovuta a Nicomede, del problema della trisezione del- 
Tangolo servendosi della concoide, 

A compimento di questa notizia e come sintesi del contenuto del libro in 
discorso, crediamo opportuno di riportare la seguente parte dell'epìlogo. « Il 
pensiero geometrico, risvegliato negli Eliòni da Talete all'albeggiare della civiltà, 
trapassa da Mileto nella Magna Grecia, ove si occulta e feconda nei conciliaboli 
dei Pitagorici, risorge alla libera luce in Atene con la scuola di Platone, si 
propaga al di fuori per opera di Eudosso e de'suoi discepoli, si associa e cor- 
robora con lo sviluppo della filosofia, e giunge finalmente alla sua massima 
grandezza con gli scienziati che vissero all'ombra del trono dei Faraoni o con 
«coloro che da questi scienziati ricevettero Tistruzione od almeno lo sàmolo 
airinvestigazìone delle verità matematiche. 

Al modo istesso che la filosofia greca nel suo periodo di più abbagliante 
splendore trovò in Socrate, Platone ed Aristotele i suoi più eminenti rappre- 
sentanti, cosi nel periodo aureo della geometria greca spiccano giganteggiando 
Euclide, Archimede ed Apollonio. Per opera del primo di questi geometri il 
mondo civile arriva in possesso di una raccolta sapientemente ordinata delle 
proprietà più essenziali deirestensione figurata, raccolta che per lungo volgere 
di secoli fu giudicata come un codice d'insuperabile valore e che tuttora im- 
pone l'ammirazione ed il rispetto anche a coloro che non ne accettano ciecamente 
le disposizioni ed i precetti. Il secondo — capo-stipite dei geometri italiani, or- 
ganizzatore della geometria metrica superiore, precursore di Leibniz e Newton — 
si palesa di così meravigliosa fecondità nell' immaginare degli espedienti per ri- 
solvere, evitando qualunque applicazione del concetto d'infinito, una pleiade di 
questioni che oggi si riguardano come di stretta pertinenza del calcolo infini- 
tesimale, che lo studio di essi riempie oggi ancora di stupore e induce melan- 
conicamente a domandarsi se l'invenzione dei metodi generali che tanto affaticò 
gli scienziati moderni non abbia per avventura inaridito la fonte naturale degli 
espedienti ingegnosi. Meno spontanea sorge forse l'ammirazione in chi oggidì 
mediti sulle opere di Apollonio, perchè noi siamo così immedesimati negli 
odierni procedimenti d'indagine, solleciti e generali, che ci riesce malagevole il 
misurare quale ingente somma di lavoro esigesse il giungere al vero senza in- 
vocarne l'aiuto ; e con fatica riusciamo a schermirci da un senso di sorpresa 
che indugia gli entusiasmi ; ma ove si pervenga a ciò si è indotti a giustifi- 
care pienamente coloro che giudicano Apollonio la più grande mente geome- 
trica che il mondo abbia prodotto prima di Steiner. 

Gli sforzi coordinati di questi tre celebrì matematici e dei loro immediati 
discepoli assicurarono delle basi incrollabili a tutto l'edificio geometrico, prepa- 
rarono il terreno al calcolo infinitesimale, aumentarono a dismisura la sfera di 
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influenza della geometria col condurre sotto il suo dominio delle nuove e inte- 
ressantissime forme geometriche ; essi guidarono a svariate soluzioni dei famosi 
problemi della duplicazione del cubo e della trisezione delPangolo ed insegna- 
rono a contemplare la questione della quadratura del circolo dalPunico punto 
di vista che — date le cognizioni algebriche delKepoca — allora ne permet- 
tesse una soluzione ; e gettarono i fondamenti tanto dello studio geometrico dei 
massimi e minimi, quanto della dottrina degli isoperimetri. Da ultimo gli scien- 
ziati prelodati, col somministrare i più importanti elementi della collezione co- 
nosciuta sotto il nome di luogo analitico^ cercarono di spianare la via agli in- 
vestigatori avvenire e di fare in modo che lo spirito d'indagine geometrica non 
si spegnesse con essi. Ciò non ostante, scomparsi questi illustri campioni, per 
un complesso Ai ragioni intrinseche ed estrinseche che ci sforzeremo di mettere 
in chiaro più innanzi, la geometria greca decade poi definitivamente scompare. » 

A. Lugli. 

ALFREDO CAPELLI. — Lezioni di Algebra complementare. —Napoli, 1895. 
Edìt. Pellerano. — Prezzo : L. 8. 

Gli studiosi delle scienze matematiche devono senza dubbio compiacersi del 
risveglio scientifico che si va accentuando in questi ultimi anni nelle nostre 
Università dal punto di virata della produzione didattica e per opera di una 
schiera di giovani intelligenti che alPamore per la scienza ed alla dottrina ac- 
coppiano il desiderio di istruire la gioventù. 

Ultimo fra i lavori di questo genere, in ordine cronologico, è quello del 
Prof. Capelli che qui ci proponiamo di esaminare nelle sue linee generali come 
opera scolastica. 

È noto che il Capelli ha collaborato col Prof. 6. Gabbieri nella pubbli- 
cazione del primo volume di Analisi Algebrica edito a Padova neir85 e rimasto 
incompleto, per motivi che non ci è facile di indagare; ora lo stesso autore 
pubblicando le sue Lesioni di Algebra complementare si è proposto, seguendo 
evidentemente lo schema del lavoro precedente, di renderlo completo e di ridurlo 
al tempo stesso alle giuste proporzioni di un libro scolastico. Diciamo che Tau- 
tore ha seguito il piano stesso deiropera, nella quale aveva antecedentemente 
collaborato, perchè alcuni capitoli, come quelli sugli irrazionali, sulle succes- 
sioni di numeri, sulle operazioni coi numeri complessi, suiranalisi combinatoria, 
sulle sostituzioni, sulla divisibilità delle funzioni intere, sono quasi fedelmente 
riportati, ma in una scala ridotta, nel nuovo testo. E diciamo anche che le 
intenzioni deirautore erano quelle di offrire alla gioventù un buon testo su tale 
materia, poiché tale è la convinzione che nasce in chi esamina attentamente i 
dieci capitoli in cui è divisa Topera. Ognuno di questi capìtoli è suddiviso in 
paragrafi, ciascuno dei quali breve e conciso, porta il suo titolo ; la mente del 
lettore ha quindi campo di riposare dopo lo studio di poche pagine e di riordi- 
nare con facilità e con profìtto le idee apprese. 

Un'altra ragione per cui crediamo che Topera del Capelli sia veramente 
scolastica, sta nella ricca serie di note aggiunte quasi ad ogni paragrafo ; gli 
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esercizi proposti in queste Note sono accessibili airintelligenza degli studenti e 
quando potrebbero presentare qualche difficoltà, essa è subito appianata dall'au- 
tore stesso con brevi ma chiare considerazioni. Le applicazioni sono varie ed 
alcune interessanti riguardano problemi di geometria o di meccanica, e servono 
quindi di utile complemento alle teorie svolte. 

In tutta quanta Topera è degna di lode la chiarezza, la sobrietà ed in alcuni 
punti anche Toriginalità delle teorie introdotte ; nuoce però aireffetto generale la 
poca cura colla quale fu stampata e V errata-corrige alla fine del volume non 
registra che una piccola parte degli errori disseminati nel testo. Un tale difetto 
scomparirà nelle successive edizioni, che di cuore auguriamo alFautore. 

Esaminiamo ora rapidamente i diversi capitoli e notiamo le nostre impres- 
sioni e le nostre divergenze dalFautore. 

Stabilita assai opportunamente nella introduzione la classificazione delle fun- 
zioni in algebriche e trascendenti, vi si traccia il piano deiropera e si accenna ai 
problemi fondamentali che in essa si dovranno risolvere sulle funzioni algebriche. 

Nel primo capitolo sugli irrazionali, ci pare che converrebbe far cenno del 
postulato € esiste un solo irrazionale definito da due classi convergenti ». Nel 
parag. 3 {limite di una sticcessioné) assai di spesso si tralascia tanto nella di- 
citura quanto nella segnatura la parola e il segno del valore assoluto della diffe^ 
ronza. Chiara ed originale è la dimostrazione dell* esistenza del limite a cui tende 
una successione di numeri crescenti continuamente ma non indefinitamente, de- 
dotta dal criterio generale di convergenza di una successione di numeri. 

Nei parag. 6 e 7 sulle serie reali e a termini positivi si usa qualche volta 
(vedi pag. 51) della proprietà associativa di una somma infinita senza averne 
dimostrata la possibilità. 

Nel capitolo 2^ (Analisi combinatoria) è notevole il paragrafo sulle sostitu- 
zioni, nel quale con chiarezza e semplicità sono esposti i fondamenti di tale 
teoria, i teoremi cardinali suirordine di una sostituzione, sulPordine di un gruppo 
di sostituzioni e di un sottogruppo. Nei parag. 4 e 6 si dimostrano gli sviluppi 
di Taylor per le funzioni intere di una o più variabili mediante le potenze del 
binomio ; ò notevole in questi sviluppi Tintroduzione del calcolo simbolico assai 
acconcio a rendere uniforme il procedimento e compendiosa la scrittura. 

Nel capitolo 3* sono esposti assai sobriamente, ma con chiarezza esemplare, 
gli elementi della teoria dei determinanti e la loro applicazione alla risoluzione 
di un sistema di equazioni lineari. Forse la teoria dei determinanti meritava in 
qualche punto uno sviluppo maggiore; ci pare ad esempio che la conoscenza 
dello sviluppo di un determinante, secondo i minori di una sua matrice, avi'ebbe 
resa più facile Tintelligenza del teorema sul prodotto di due determinanti. L*au- 
tore non ha creduto di dimostrare questo teorema nel capitolo 3^ ma lo ha ri- 
mandato al parag. 2, capit. 7° dove espone la teorìa delle trasformazioni lineari 
di un sistema di variabili. A noi sarebbe parso più opportuno averlo incorpo- 
rato nel capitolo generale sui determinanti, molto più se consideriamo che di 
un tale sviluppo l'autore fa uso anticipato nel parag. 7, cap. 5*, dove esprime 
il discriminante di una equazione algebrica sotto forma di determinante. Lo svi- 
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luppo del determinante di Wandermond, che 8ei*ve airautore per dimostrare che 
una funzione intera di grado n ad una variabile non può annullarsi per più 
di n valori distinti di essa, ci pare alquanto prolisso. 

Nel cap. 4? (operazioni sui numeri complessi) i primi parag. hanno forse 
uno sviluppo eccessivo trattandosi di considerazioni assai semplici; nel parag. 5 
di questo capit. (serie a termini complessi) l'autore, volendo giustificare la de- 

finizione di e^ per at complesso come limite della serie convergente 1 4- -r- + 



«.5 



. dimostra la relazione fondamentale e^ e^ zn ei^^ mediante il 

pi'odotto di due serie convergenti senza aver prima fatto parola su tale delicato 
argomento; solo in una nota alla fine del parag. ne dà un cenno troppo som- 
mario ed incompleto. Ingegnosa ed elegante è invece la deduzione delle for- 
molo di Eulero dalla relazione 

ih 




ricercando il limite del primo membro. 

Nel parag. 7 si considerano le serie che procedono secondo le potenze 
intere di una variabile complessa e si stabiliscono chiaramente le proprietà 
della loro convergenza incondizionata ed uniforme per ogni valore interno al 
cerchio di convergenza; alcune di queste dimostrazioni sono state ulteriormente 
semplificate con una pagina inviata più tardi in aggiunta. 

Nel capit. 5° (radici di una equazione dì grado n) ci sembrano superflui 
i teoremi sulle derivate della somma e del prodotto; nel parag. 2 si ammette 
come postulato resistenza di un valore della variabile che rende minimo il mo- 
dulo della funzione intera f{x) e con ciò si dimostra, come Gauchy, resistenza 
di una radice della f(oo)=zO, Ma poi nel parag. 3 del capitolo stesso, il po- 
stulato precedentemente ammesso, è rigorosamente dimostrato. Ora benché Fau- 
tore dichiari che il parag. 3 può essere ommesso da chi legge la prima volta 
la sua opera, pure dichiariamo francamente che la dimostrazione di un postulato, 
che si è creduto poco prima di ammettere, non ci pare corretto; ci sembra che 
se nel parag. sui limiti (capit. P) si fosse aggiunta qualche nozione sui Kmiti m- 
feriori e superiori di una variabile, e se nel l* parag. del capit. 5* si fòsse 
pure aggiunta qualche proprietà delle funzioni continue, la dimostrazione del- 
Tesistenza di una radice di /*(aor^ =: si poteva esporre rigorosamente senza 
ammettere nessun postulato. 

11 parag. 8 del capit. 5" è assai notevole ed importante; in esso si mostra, 
mediante la teoria delle funzioni simmetriche delle radici, come una espressione 
radico-razùmale (ottenuta operando su quantità date mediante le quattro opera- 
zioni e Testrazione di radice ad indice intero e positivo) si possa identicamente 
trasformare in un*altra, nella quale nessun radicale si trovi mai sottoposto ad 
alcun segno di divisione; si fa poi Tapplicazione aireliminazione dei radicali da 
una equazione X = dove X è una espressione radicale. Il parag. 9 del ca- 
pitolo non ci pare bene in armonia coi precedenti parag. ed anche in esso Tubo 
del prodotto di serie convergenti non è sufficientemente giustificato. 
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11 capit. 6° (teoria della divisibilità delle funzioni intere e del relimi nazione) 
è modellato al pari dei primi quattro sui capitoli omologhi dell'opera citata 
(Capelli e Garbieri). Forse sarebbe stato più opportuno premettere il concetto 
di campo di razionalità a tutte le considerazioni svolte in questo capitolo allo 
scopo di far meglio risaltare V importanza dell* algoritmo del M. C. D. delle 
funzioni intere e il concetto di funzioni prime fra loro. 

Nel parag. 6 di questo capit. (risultante di due equazioni) è notevole la 
dimostrazione che il determinante dei coefficienti ottenuto col metodo dialitico 
di Sylyesteb, eguagliato a zero, esprime la condizione sufficiente perchè le due 
equazioni abbiano una radice in comune; tale dimostrazione è fondata su una 
relazione identica alla quale soddisfano i primi membri delle equazioni date e 
la loro risultante. Interessanti sono le note a questo parag. nelle quali si espon- 
gono altri metodi per la ricerca della risultante di due equazioni (metodo delle 
funzioni simmetriche e metodo di Eulero). 

Nel parag. 7 (risoluzione di un sistema di due equazioni con due incognite) 
è assai elegante il metodo con cui si determina il grado della risultante ed inte- 
ressanti le applicazioni geometriche alle intersezioni di due coniche e di due cerchi. 

Il parag. 8 suireliminazione ci sembra fra i piìi rimarchevoli; il grado della 
risultante fra tre equazioni con tre incognite a coefficienti indeterminati» è tro- 
vato con un metodo ingegnoso e generale che consiste nel considerare dapprima 
il caso speciale in cui ciascuno dei primi membri delle tre equazioni sia un pro- 
dotto di funzioni lineari a tre incognite a coefficienti liberi. Le note aggiunte 
a questo parag. sono assai pregevoli; in esse si espongono alcuni metodi per 
determinare la risultante di più equazioni omogenee con altrettante incognite 
fondate sul Jacobiano dei primi membri e sulle funzioni simmetriche delle radici. 

Nel cap. 7° (trasformazione delle equazioni e risoluzione delle equazioni dei 
primi quattro gradi) è stabilito nel primo paragrafo assai opportunamente e 
chiaramente la condizione a cui devono soddisfare i coefficienti di una trasfor- 
mazione lineare di variabili, affinchè i due sistemi di variabili si corrispondano 
sempre univocamente senza escludere i valori infiniti di alcune di esse. 

Assai interessanti le note al secondo paragrafo, dove si applicano le trasfor. 
mazioni lineari alla proiettività fra due spazi omogenei ed alla omologia, nonché 
allo studio delle proprietà principali delle sostituzioni ortogonali. 

Belle le applicazioni al paragrafo 7 (risoluzione generale delle equazioni 
del 4^ grado); vi si studiano i rapporti anarmonici a cui danno luogo le quattro 
radici deirequazione del 4^ grado, le condizioni affinchè tali rapporti diventino 
equianarmonici od armonici, ed infine si determina una equazione del 6^ grado 
a cui devono soddisfare i sei rapporti anarmonici formati colle quattro radici 
deirequazione del 4' grado; da questa equazione si deduce poi Tinvariante as- 
soluto della biquadratica. 

Nel paragrafo 8 assai chiaramente si deducono, mediante trasformazione ra- 
zionale delle radici, tanto la risultante di due equazioni espresse mediante le fun- 
zioni simmetriche delle radici, quanto le condizioni affinchè due equazioni ab- 
biano radici in comune. 
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Nei paragrafi 9 e 1 assai opportunamente si espone il metodo escogitato da 
Lagrange per risolvere le equazioni del 3*^ e del 4® grado, e la trasformazione 
di Jerard col mezzo della quale è possibile, colla risoluzione di un*equazione 
del 3^ del 4^ grado, far scomparire da un'equazione il secondo, terzo e quarto 
termine, oppure il secondo, terzo e quinto. 

Nella nota al paragr. 10 si dimostra che una forma quadratica ad h varia- 
bili con coefiScienti reali, si può sempre decomporre in una somma algebrica 
di quadrati e in modo assai semplice ed elegante vi si dimostra la legge di 
inerzia, secondo la quale, qualunque sia la decomposizione della forma data in 
forme indipendenti, è sempre costante il numero delle forme positive e quello 
delle negative. 

11 capit. 8® (principii della teoria degli irrazionali algebrici) è senza dubbio 
il più originale dell'opera. Per la prima volta in un lavoro destinato alle scuole 
compare in modo elementare una tale teoria. Stabiliti i teoremi fondamentali 
sulle equazioni irriducibili in un dato campo, e determinata la condizione af- 
finchè la XP — A :^ (con p numero primo) sia riducibile nel campo cui ap- 
partiene i4, si giunge nel parag. 3 a questa importante conclusione che « se X 
è un'espressione radicale relativa ad un certo campo C costante e variabile e 
F(X)=:0 è l'equazione algebrica alla quale essa soddisfa, si può sempre, senza 
introdurre nuovi radicali, dare ad X una forma ridotta tale, che tutti i radi- 
cali in essa contenuti appartengano al campo di razionalità (Q, X^ X^ .. . X^j 
essendo le X^ radici di F{X) =z 0, ed fì una radice primitiva dell'unità il cui indice 
è il prodotto dei numeri primi distinti che si presentano come indici dei radicali ». 

Di questa forma ridotta l'autore fa una bella applicazione nel paragr. 4 
alla dimostrazione della presenza dei radicali quadratici e cubici nelle formolo 
di risoluzione delle equazioni generali il cui grado sia superiore a 2; e nel 
parag. 6 alla dimostrazione dell'impossibilità della risoluzione per radicali delle 
equazioni generali di grado superiore al quarto. Nel parag. 5 l'autore applica 
brillantemente la teoria esposta alla dimostrazione dell'impossibilità di trisecare 
un angolo qualunque coU'uso della riga e del compasso; ci piace che un ar- 
gomento così classico figuri finalmente in un testo di analisi algebrica e vi 
figuri così degnamente per la semplicità e per la chiarezza. 

Nei cap. 9^ e 10° si studiano le proprietà generali delle equazioni a coeffi- 
cienti reali. Di notevole troviamo i paragrafi 3 e 4 del cap. 10®, dove si espon- 
gono i principii del calcolo delle differenze finite; in essi si mostra assai oppor- 
tunamente r analogia di questo calcolo con quello ordinario riguardo agli 
sviluppi di potenze e alle regole di derivazione, e si fanno applicazioni alla 
determinazione approssimata delle radici di una equazione. 

Non abbiamo inteso con questa rapida rassegna di fornire allo studioso in- 
dicazioni complete su tutti gli argomenti trattati nell'opera del Capelli, sapen- 
dosi già a priori entro quali limiti deve contenersi un corso di algebra comple- 
mentare. Le osservazioni che ci siamo permessi di fare, sono in gran parte di 
natura formale e quindi non scemano il pregio dell'opera. Lo ripetiamo e con 
vero compiacimento: l'opera da noi esaminata ci sembra, fra le analoghe pub- 
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blicate in questi ultimi anni, una di quelle che raccolgono ì maggiori pregi 
come lavoro destinato alle scuole superiori; il volume del Capelli, chiaro, sobrio, 
ordinato, è da annoverarsi fra quelli fortunati e tanto rari in Italia, che si 
leggono senza difficoltà, con vero piacere e con molto profitto. 

Venezia, 10 aprile 1895. 

F. Panizza. 

G. VERONESE. — Dimostrazione della proposizione fondamentale deWequiva- 
lenza delle figwre (Atti del R. Istituto veneto di scienze, lettere ed arti. 
Tomo VI - serie VII - 1894-95). 

Il chiarissimo Prof. Veronese, confermando quanto aveva già dichiarato nei 
suoi Fondamenti di Geometria^ che cioè la geometria euclidea può essere dedotta 
tutta dai postulati da lui ammessi, tra i quali non ne figura uno speciale per 
Tequi valenza, ha ultimamente dimostrato, nella nota suddetta, che una figura 
finita non è equivalente ad una sua parte, proposizione intorno a cui si è tanto 
discusso in questi ultimi tempi. L'A., ammettendola per i soli segmenti retti- 
linei, la estende alle altre grandezze principali (settoii angolari, poligoni ret- 
tilinei, poliedri a faccio piane), e a tutte le figure in modo « geometrico ed 
elementare ». 

L'importante lavoro, relativamente breve, è diviso in quattro parti, prece- 
dute da un po' d'introduzione. In questa TA. accenna ai recenti tentativi del 
RÉTHY, dello ScHUR, del Rausenberqer e d'altri per togliere dalla geometria 
il postulato dell'equivalenza, e, dopo aver richiamato gli Elementi di geometria 
del De Paolis, in cui, benché venga ammesso il postulato, sono dimostrate 
parecchie proposi/.ioni indipendentemente da esso, egli afferma che fu appunto 
partendo dalla costruzione di un triangolo equivalente ad un altro essendo data 
l'altezza ed un angolo adiacente alla base eguale ad un angolo dato, e da quella 
di un tetraedro equivalente ad un altro che abbia la stessa altezza e base equi- 
valente, che gli riuscì di ottenere una dimostrazione completa della proposizione. 
La breve introduzione termina con alcune definizioni (parte di un segmento, 
parte poligonale di un poligono, parte poliedrica di un poliedro), e con quella 
fondamentale di figure equivalenti. Per figure equivalenti l'A. intende quelle 
che possono essere divise in parti rispettivamente una ad una uguali {non 
escluso che il loro numero sia anche infinito) o sono determinate da somme di 
parti rispettivamente uguali. 

Nella prima parte l'A., dopo aver fatto osservare che sì può indifieren te- 
mente ammettere che un segmento non sia equivalente o non sia uguale ad una 
sua parte, perchè ciascuna delle due proprietà è conseguenza dell'altra, estende 
la proposizione agli angoli. Ecco come : 

€ Siene {ab), (ne) due settori angolari eguali nello stesso verso di un me- 
« desimo fascio di raggi di centro 0, e si considerino due punti B, C tali che 
« OB ^^ OC, La retta BC incontra la retta a in un punto A esterno al seg- 
« mento BC, essendo ad es. b interno al settore (ac). I triangoli AOB, AOC 
< dovrebbero essere uguali per avere due lati e il settore angolare compreso 
« uguale, e perciò sarebbe AB^AC, il che è assurdo ». 
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La retta BC può non incontrare la retta a; quindi, se non erro, la dimo- 
strazione dovrebbe essere completata. 

Nella seconda parte del lavoro, viene dimostrata la proprietà per i poligoni 
rettilinei, il Prof. V£ronbse aveva dichiarato nei Fondamenti {*) che la retta 
può essere assunta come elemento fondamentale di costruzione delle figure, e di 
riferimento delle grandezze geometriche. Seguendo questa ultima idea, egli sta- 
bilisce appunto una corrispondenza tra i poligoni e i segmenti rettilinei in guisa 
da ottenere che, qualunque sia la divisione di un poligono in parti poligonali, 
la somma dei segmenti corrispondenti alle parti sia sempre uguale al segmento 
corrispondente al poligono. 11 più difficile era di fissare una tale corrispondenza; 
ed ecco come il chiaro A. riesce alFintento. Applicata ad un triangolo qualunque 
rordinai'ia costruzione per trasformarlo in altro equivalente di data altezza e 
avente con esso un angolo in comune, assume come corrispondente al triangolo 
dato la base del nuovo rispetto airaltezza data, e dimostra che, se il triangolo 
dato è diviso in parti da rette passanti per uno qualunque dei vertici, la somma 
dei segmenti che, colla stessa costruzione, corrispondono alle parti è uguale al 
segmento corrispondente airintiero triangolo. Preso poi un poligono qualunque 
e fissata in esso una decomposizione in triangoli, egli assume come corrispon- 
dente al poligono il segmento somma di quelli che corrispondono ai triangoli 
in cui esso è stato diviso, e perviene a dimostrare che, qualunque sia la de- 
composizione di un poligono in parti poligonali, la somma dei segmenti ad 
esse corrispondenti, secondo la suddetta costruzione, è sempre il segmento corri- 
spondente al poligono. Da questo risultato, coiraiuto del postulato ammesso 
pei segmenti, passa facilmente, colla riduzione all'assurdo, alla proposizione : 
un poligono rettilineo non é equivalente ad ima sua parte poligonale. 

Per stabilire, nel principio, la corrispondenza tra i triangoli e i segmenti, 
vìen premessa la proprietà : due triangoli della medesima base e della stessa 
altezza sono equivalenti, per la cui dimostrazione, senza &r uso del postulato, si 
può ad es., come TA. stesso indica, seguire il De Paolis {Elem. di geom., 
§ 356, 357). Inoltre l'A. si basa su qualche proprietà della teoria delle pro- 
porzioni ; ma in alcune note del suo lavoro, egli accenna un altro metodo che 
permette di evitare questa teoria. 

Analogo al precedente è il procedimenta seguito dairA., nella terza parte 
del lavoro, per estendere la proprietà ai poliedri a facce piane. Applicando ad 
un tetraedro la costruzione per trasformarlo in altro equivalente di data altezza 
e avente col dato un triedro in comune, egli ne deduce che ad un tetraedro si 
può far corrispondere un segmento per modo che se il tetraedro è diviso in 
parti con piani passanti per uno qualunque dei suoi spigoli, la somma dei segmenti 
corrispondenti alle parti è uguale a quello corrisponden-te all'intero tetraedro. Preso 
poi un poliedro qualunque e fissata in esso una scomposizione in tetraedri, 
assume come corrispondente al poliedro la somma dei segmenti corrispondenti 
ai tetraedri in cui esso è stato diviso, e prova che qualunque sia la divisione 
del poliedro in parti poliedriche, la somma dei segmenti che a queste corrispon- 

{*) Fomd. tU ftoNi. del Prof. G. VaRornuk ~ Introd. pag. zzxvii* 
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dono è uguale al segmento corrispondente al poliedro. Da questo risultato, come 
pel poligono, deduce che un poliedro a facce piane non è equivalente ad una 
sua parte poliedrica. 

Per giungere a questi risultati, TA. premette la proposizione : due tetraedri 
se hanno basi equivalenti e altezze uguali sono equivalenti, per la cui dimo- 
strazione, indipendentemente dal postulato, si può ancora seguire il De Paolis 
(Elem. di geom.^ §§ 369, 370, 371, 396). L'A. fa necessariamente osservare in 
proposito quanto segue: «Un tetraedro possiamo ritenerlo determinato in modo 
unico dalla serie di prismi triangolari interni iscritti in esso e colle facce trian- 
golari parallele alla base, e quindi due tetraedri, secondo la data definizione, 
sono equivalenti se sono divisibili in prismi rispettivamente equivalenti, il che 
avviene appunto, come d'ordinario si dimostra, quando essi hanno la stessa base 
e la stessa altezza, senza far uso però del concetto di limite». 

Stabilita cosi la proposizione fondamentale per le grandezze principali, TA., 
nella quarta parte del lavoro, perviene a dimostrarla per tutte le figure limiti 
di grandezze principali, o di altre figure che alla loro volta sieno limiti di gran- 
dezze principali, e perciò per ogni linea, superficie o solido intuitivo finito. 

Il Prof. Veronese viene indubbiamente col suo lavoro a portare una gran 
luce sopra un delicatissimo argomento. La sua dimostrazione elementare della 
proposizione fondamentale deirequi valenza sarà introdotta senz'altro nell'insegna- 
mento secondario. Forse, avuto anche riguardo alle figure piuttosto complicate 
che ne risultano, qualche insegnante troverà un po' lunga e delicata la parte 
della dimostrazione in cui viene fissata la corrispondenza fra un triangolo (te- 
traedro) e un segmento, per modo che la somma dei segmenti corrispondenti 
alle parti triangolari (tetraedriche) sia uguale al segmento che corrisponde al 
triangolo (tetraedro). Ma per questa parte si potrebbe tentare una semplifica- 
zione: vedere, cioè, se per fissare una qualsiasi corrispondenza fra i triangoli 
(tetraedri) e i segmenti in guisa da giungere ai risultati cui perviene il Profes- 
sor Veronese, si possa fare a meno di qualunque nozione di equivalenza. Se, 
per esempio, s'inscrivesse un segmento costante a tra i lati di ciascuno degli 
angoli di un triangolo (o di ciascuno degli angoli delle facce di un tetraedro) 
parallelamente al lato opposto, e si assumessero come corrispondenti alle parti 
in cui il triangolo (tetraedro) rimane diviso da rette (piani) passanti per uno 
qualunque dei suoi vertici (spigoli), i segmenti determinati da quelle rette (piani) 
sul segmento inscritto; e preso un poligono (poliedro) e fissata in esso una com- 
posizione in triangoli (tetraedri), si assumesse come corrispondente al poligono 
(poliedro) la somma di tanti segmenti uguali ad a quanti sono i triangoli (tetraedri) 
in cui esso è stato diviso, non si potrebbe poi per tutto il resto, se io non erro, 
seguire la via tanto bene tracciata dal Prof. Veronese ? Non basta che la cor- 
rispondenza sia tale che la somma dei segmenti corrispondenti alle parti sia 
uguale al segmento corrispondente all'intera figura? 

Fermo, maggio 1895. 

Corrado Giahberlini. 
Finita la Redazione il di 10 giugno 1895. 
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Nota del Prof. G. LAZZERI 



{Continuazione e fine: V. pag. 93), 



III. — Equivalenza dei poligoni sferici. 

16. Teorema. — Se un poligono piano o sferico è scomposto 
in più poligoni, il numero di questi, aumentato del numero 
dei vertici comuni o non comuni a più poligoni parziali^ supera di 
uno il numero dei lati di questi poligoni. 

Indichiamo con p il numero delle parti in cui è scomposto un 
dato poligono, con t? ed / il numero dei vertici e dei lati comuni 
non comuni a queste parti; si deve dimostrare Tegualianza 

V -|" p — 1=1. 

Infatti, se dal poligono dato sopprimiamo una delle sue parti 
che abbia con esso in comune n lati consecutivi, e perciò anche 
n — 1 vertici, e indi chiamo con p\ v\ ( i numeri di poligoni, 
vertici e lati rimanenti, si ha 

p' -=: p — 1, t;' = t? — (n — 1), t = l — n, 

e quindi 

t»' + p' — Z' =z t? -f" P — ^• 

La differenza v -\- p — l dunque non cambia, sopprimendo suc- 
cessivamente una ad una le parti del poligono dato. Quando è ri- 
masto un solo poligono parziale di n lati, si ha v :=z n, Z ziz n 
p = 1, e perciò si ha sempre 

V -|- p — / =: 1. 
Se ne deduce 

V — \ -=,1 — p. 

17 
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17. Teorema. — Se un poligono sferico è scomposto in piti 
poligoni sferici, il suo eccesso sferico è eguale alla somma degli 
eccessi sferici delle sue parti. 

Indichiamo con m^, m^, . . . . , m i numeri dei lati dei p poli- 
goni, in cui è scomposto un poligono sferico dato, con S^, S^, , 5 

le somme degli angoli sferici di questi poligoni, con f j» c^ , é i 

loro eccessi sferici, con w un angolo sferico piatto. Si ha 

<?^ = S^ — (m, — 2)% 

é^ EZ S, — K — 2) TT 



é„ = S — (m. — 'd) TT, 



p p ^ j» 
e sommando queste uguaglianze 



2 é, = 2 -S, — i; m, 7c + 2 p TT . 



Ili 



Indichiamo ora con l^ il numero dei lati che fanno parte del 
contorno dell'intero poligono, con l^ quella dei lati interni al me- 
desimo. Siccome ciascuno di questi ultimi lati è comune a due po- 
ligoni parziali, mentre ciascuno dei primi appartiene ad un solo 
di questi poligoni, si ha 

e per conseguenza l'eguaglianza precedente diviene 

Ìi€, = Ìs,— Li^ — 2Li^ ^ 2p7u 
1 1 

= |'S,+ /,7r — 2(/— p)7c, 
essendo l z=z li •+- l^. Per il teorema precedente si ha pure 

Ìe, = |s,+ ^ir — 2(t? — 1)^. 

Se ora sopprimiamo tutti gli l^ lati interni all'intero poligono, 

p 

per ogni vertice soppresso interno al poligono, 2 *^i ® ^ (^ — ^) '^ 

1 

diminuiscono ciascuno dì 2 'k e li 'n non cambia, mentre per ogni 

vertice soppresso, situato sul contorno ma non appartenente al- 
l' 
l'intero poligono, ^S^e li i^ diminuiscono ciascuno di 7re2(r — l)^ 
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di 27r, e quindi in ogni caso il secondo membro dell'eguaglianza 

precedente non cambia. Ma, cosi operando, 2 S. si riduce alla somma 

S degli angoli dell' intero poligono, v e /^ divengono il numero n dei 
suoi vertici o dei suoi lati, onde si ottiene 

2 5. = S -f nTT — 2 (n — 1) TT 

1 

= S _ (n — 2) TU ee: «, 

indicando con r l'eccesso sferico dell'intero poligono. 

Corollari. — 1* Se due poligoni sferici sono equivalenti, i loro 
eccessi sferici sono eguali. 

Due poligoni sferici equivalenti si possono scomporre in parti ri- 
spettivamente eguali; e perciò i loro eccessi sferici sono eguali, perchè 
ambedue non sono altro che la somma degli eccessi sferici delle me- 
desime parti; e questa somma è sempre lo stesso angolo sferico, qua- 
lunque sia Tordine col quale sono riuniti gli eccessi sferici delle singole 
parti, perchè gli angoli sferici appartenenti ad una data superficie sfe- 
rica costituiscono una classe di grandezze di prima specie (G. § 275). 

2** Se diùe poligoni sferici P, P' sono scomposti in parti, in 
modo che P contenga parti egiuili a tutte quelle di P' insieme 
ad altre, l'eccesso sferico di P è maggiore di quello di P'. 

3** Se due poligoni sferici si possono scomporre in parti 
rispettivamente eguali, non è possibile trovare un'altra scompo- 
sizione, per la qicale uno di essi contenga tutte le parti del- 
l'altro, insieme ad altre parti; e t-iceversa. 

Siene P, P' due poligoni sferici, e supponiamo che esista una 
scomposizione, per la quale P sia equivalente a P', ed un'altra scom- 
posizione, per la quale P contenga tutte le parti di P' insieme ad 
altre. Allora V eccesso sferico di P dovrebbe essere contemporanea- 
mente eguale e maggiore di quello di JP'; e ciò è assurdo. 

18. Teorema. — Dato un triangolo sferico ABC, ed il suo op- 
posto A'B'C' (fig. 11*), e condotti i circoli minori e ^, c^, che pas- 
sano l'uno per i punti A, B, Cf, l'altro per i punti A', B', C, ed 
il circolo massimo e situato in un piano parallelo a quelli dei cir- 
coli c^, Cg, ed equidistante da essi, feccesso sferico del triangolo 
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ABC è eguale alV angolo sferico, che ha per vertici A, A', per un 
lato il semicircolo massimo AB A', e che stacca sul circolo oun 
arco doppio di quello MN staccato sullo stesso circolo dall'angolo 
sferico ACB. 

Se facciamo rotare la sfera attorno al diametro perpendicolare ai 
piani dei circoli c^, c^, e, finché il punto B, scorrendo sul circolo c^, 
prenda la posizione A, il punto A prende una posizione A^ sul circolo 
c^ , e C e il' prendono delle posizioni C^ e A\ sul circolo c^ , in modo 
che gli archi BA, AA^, CC^, A' A\, appartenenti ai circoli c^ o c^, 
sono eguali; il semicircolo massimo il fi^l' prende la posizione il ^ il A'^ 

in modo che l'arco EE^ 
del cìrcolo massimo e 
compreso fra questi due 
semicircoli massimi 
(cioè l'arco percorso dal 
punto E) sia eguale al- 
l'arco NN^ dello stesso 
circolo e, compreso fra 
gli archi di circolo mas- 
simo BC, AC^ (cioè 
air arco percorso dal 
punto iV). 

Gonducendo anche 
l'arco di circolo mas- 
simo CC^, si vede facil- 
mente che il triangolo il fi C si può sovrapporre al triangolo CC^A, 
e per conseguenza l'arco MN^v può sovrapporre all'arco MN . Ne 
segue che EE^ eguale ad NN^ è il doppio dell'arco MN. Inoltre 
si ha 

ang. BCil:^ CilC^, ang. ilfiC = ^^^C^, 

e perciò l'angolo sferico, che ha per lati i semicircoli massimi il EA\ 
AE^A\ è eguale alla somma degli angoli sferici del triangolo ABC, 
diminuita di un angolo sferico piatto, cioè è eguale all'eccesso sferico 
di questo angolo. 




Fig. ir. 
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19. Teorema. — Se c^, c^ sono due circoli minori egtmli di 
una sfera, situati in piani paralleli ed equidistanti da quello 
di un circolo massimo e, tutti i triangoli sferici, che hanno due 
vertici comuni sul circolo c^ ed il terzo vertice in un punto qua- 
lunque del circolo c^y sono equivalenti. 

Siano ABCf ABC^ due triangoli sferici, che abbiano due ver- 
tici A, B comuni sul circolo c^ e i vertici C, C, rimanenti sul cir- 
colo e,. Possono darsi tre casi, secondo che l'arco del circolo c„ 
limitato dai due punti C, C^ è minore, eguale o maggiore dell'arco 
del circolo c^ limitato dai punti A, B, 

rSia(fig.l2*)l'ar. 
co ce ^<^ AB, Q siano 
M, Ny M^ , N^ i punti 
d'incontro del circolo e 
coi latice, BCy AC^, 
B Cj dei due triangoli, 
ossia i punti di mezzo 
di questi archi. Fac- ^ 
ciamo rotare la sfera 
attorno al diametro per- 
pendicolare al piano del 
circolo e, finché il punto 
C prenda la posizione 
C^; allora l'arco CM 
pi^ende la posizione C^P 
interna all'angolo ACB. Facciamo poi rotare la sfera attorno allo 
stesso diametro, finché il punto C^ prenda la posizione C; allora 
l'arco C^N^ prende la posizione CQ interna all'angolo ACB. Col- 
l'uno coU'altro di questi movimenti, i due triangoli CMQ, C^PN^ 
si portano a coincidere, e perciò sono eguali. 

È facile allora vedere che si ha 

CQ = CiNi = N,B, CN = NB, QN^NN^, 
CiP=CM =MA, OMiebM^A, MiP = MMu 




Fig. 12». 



e per conseguenza 



MN=MiN,. 
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Ne segue 



Inoltre si ha 



CQN^BNiN 
AMMi=CiPMi. 

CMQ=CiPNi 
AM^NB — AMiNB. 



Sommando queste quattro eguaglianze, si trova 

ABCz=iABCi. 

2^ Se l'arco CCi = AB, ^ facile vedere che i due lati BC, ACi si 
tagliano per metà in un punto N del circolo e e che i due triangoli 
ANC, C^NB sono eguali. Ne segue che i due triangoli ABC, 
AB Ci, che si ottengono sommando il triangolo AN B con quei due 
triangoli rispettivamente, sono equivalenti. 

3° Se 1 arco CCi > AB, si riporti sull'arco CCi Tarco AB tante 

volte quante è possibile. Se Di, Z)2, D^ sono gli estremi di questi 

archi, in modo che sia 

per i due casi precedenti si ha 

ABC = ABDt = ABn=.,.,=ABD^=ABCi, 

e quindi 

ABC=ABCt. 

Si osservi che gli archi MN^ Mi Ni del circolo e interni agli an- 
goli ACB, ACiB sono eguali in tutti i tre ca«i; viceversa è facile 
vedere che, se sul circolo e si prende un arco 3fi iVj^ 3/ iV (suppo- 
nendo dato il triangolo ABC), i due archi A Mi, BNi s'incontrano 
in un punto Ci dei circolo c^, e il triangolo AB Ci è equivalente al 
triangolo ABC, 

Supponendo che il triangolo ABC resti fisso, e che il vertice Ci 
dell'altro triangolo AB Ci prenda la posizione del punto A' opposto 
ad A, questo triangolo si riduce all'angolo sferico che ha per vertici 
i punti A, A\ che ha per lato il semicircolo AB A\ e che stacca sul 
circolo e un arco eguale ad MN^ ossia esso si riduce alla metà dello 
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eccesso sferico del triangolo ABC (Y. § 1 6). Dunque il triangolo 
ABC h equivalente alla metà del suo eccesso sferico. 

Corollari. — 1 * Ogni triangolo sferico è equivalente alla metà 
del suo eccesso sferico. 

2*^ Ogni poligono sferico è equivalente alla metà del suo ec- 
cesso sferico. 

20. Teorema. — Bati due poligoni sferici P e P', é sempre 
possibile scomporli in un numero finito di parti; in modo che 
le parti di P sieno rispettivamente eguali a quelle di P', oppure 
in modo che P contenga le parti di P' insieme ad altre, oppure 
in modo che P' contenga le parti di P insieme ad altre. Quando 
si verifica uno di questi casi^ non è possibile che esista una scorni- 
posizione per la quale si verifichi uno degli altri due. 

Costruiti gli eccessi sferici <?, fi' dei due poligoni P, P', si dovrà 
dare uno ed uno solo dei seguenti casi : f -- c\ e I> e', é <C c\ poiché 
gli angoli sferici sono grandezze di prima specie. 

Se e ^ s\ eseguendo contemporaneamente la scomposizione, per 
la quale l'angolo sferico e si divide in un numero finito di parti 
rispettivamente eguali a quelle del poligono P, e quella per la quale 
la stessa è si divide in un numero finito di parti eguali a quelle del 
poligono P', otterremo una terza scomposizione di s in parti, che sono 
le parti provenienti da ciascuna delle due scomposizioni suddette, sud- 
divise mediante l'altra scomposizione. Riportando queste suddivisioni 
sulle parti del poligono P e su quelle del poligono P', questi restano 
scomposti in parti rispettivamente eguali, e perciò sono equiva- 
lenti. 

Collo stesso ragionamento si dimostra che, se è é > é', i due poli- 
goni P, P' si possono scomporre in parti (in numero finito)^ in modo 
che in P si trovino tutte le parti di P' insieme ad altre ; e se è e <[ é', 
i due poligoni P, P' si possono scomporre in parti (in numero finito) 
in modo che in P' si trovino tutte le parti di P insieme ad altre. 

La seconda parte del teorema è conseguenza immediata dei corol- 
lari l%2Mel§ 4. 

Deflnlzloiil. — 1^ Se due poligoni sferici P, P' si possono scom- 
poì^re in parti, in modo che in P si trovino tutte le parti di P' m- 
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Sterne ad altre, si dice che P è maggiore di P' (P > P') oppure che 
P' è minore di P (P' < P). 

Il teorema precedente, in seguito a questa, definizione si può 
enunciare cosi : Dati dice poligoni sferici P, P' si deve dare uno 
ed uno solo dei seguenti co^ : P >► P', P nr P', P < P'. 

2* Se un poligono sferico è somma di altri due B, C, si dice 
che ciascuna di queste parti è differenza fra A e Valtra parte 
(C = A — B, B=:A — C) 

Corollario. — Bati due poligoni non equivalenti, esiste sempre 
(a loro differenza. Tutte le differenze che si possono formare sono 
equivalenti. 

In seguito a quanto ho esposto è facile dimostrare tutti i teoremi 
relativi alle differenze e ai multipli di poligoni sferici ((?. §§ 274, 
276, 277, 278), fra i quali i più notevoli sono i seguenti : 

Sono equivalenti i poligoni sferici diffferenze di poligoni ri- 
spettivamente equivalenti. 

Sono equivalenti i poligoni sferici equisummultipli di poligoni 
equivalenti. 

IV. — Equivalenza dei poliedri. 

21. Considerando la classe di grandezze costituita da tutti i prismi, 
è facile dimostrare anche per essa la proprietà ammessa fin qui come 
postulato. 

È noto che si può rigorosamente dimostrare che un prisma è equi- 
valente ad un parallelepipedo rettangolo, che ha per altezza l' altezza 
del prisma e per base un rettangolo equivalente alla base del medesimo 
((?.§§ 313, 314, 315, 316). — Ciò posto, si può anche dimostrare 
che è possibile costruire un parallelepipedo rettangolo di una data 
serie (che cioè ha due spigoli consecutivi rispettivamente eguali a due 
segmenti dati a, 6), equivalente ad un prisma qualunque P (G.§ 317). 
Infatti essendo fi e A la base e l'altezza del prisma P, si costruisca un 
rettangolo equivalente al poligono B, e che abbia due lati opposti 
eguali al segmento a; gli altri due lati risulteranno eguali ad un se- 
gmento unico e determinato m (§ 14 cor. 5**), qualunque sia il modo 
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con cui si è ottenuto il rettangolo. Il prisma P è dunque equivalente 
al parallelepipedo rettangolo dei segmenti a, m, h. Riguardando in 
questo come altezza a, si può costruire un rettangolo equivalente a 
quello di m ed A, e che abbia due lati opposti eguali al segmento b ; 
gli altri due lati risulteranno eguali ad un segmento e umco e deter- 
minato, qualunque sia il metodo seguito per ottenere quest'ultimo 
rettangolo ; ed il dato prisma risulta equivalente al parallelepipedo 
rettangolo dei segmenti «, &, e, dei quali i primi due sono dati ad 
arbitrio. 

Colle costinizioni precedenti ad ogni prisma viene associato un 
parallelepipedo rettangolo di una data serie determinato ed unico, ben- 
ché non resti a priori esclusa la possibilità di trovare con altre co- 
struzioni altri parallelepipedi rettangoli della stessa serie equivalenti 
al medesimo prisma, ma non eguali al parallelepipedo associato. — 
Questa possibilità poi rosta esclusa ripetendo i ragionamenti fatti nei 
§§ 1 2 e 13 per i poligoni, e si può completare la teoria dell' equivar 
lenza dei prismi come per i poligoni piani e sferici. 

Adottando dunque una definizione da me stabilita nei miei Ele- 
menti di geometria (§ 275), potremo dire che la classe di grandezze 
formata da tutti i poligoni piani, quella formata da tutti i poligoni 
sferici dì una data superficie sferica, e quella formata da tutti i 
prismi sono di 2^ specie. 



'H \ ■ i^ t imÌL Va »- 



TRASVERSALI NEI POLIGONI 



Nei Nouvelles Annales de Mathèmatiques (*) furono dimostrati 
alcuni teoremi che riguardano le tangenti (piani tangenti) condotte 
dai vertici (lati) di un poligono piano (gobbo) ad una curva (supe- 
ficie) algebrica di classe m. Per il valore particolare m = 1 , cioè 



(•) Tomo XI e tomo XIV, 3» serie. 
18 
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per il caso che la curva o la superficie si riducano ad un punto, 
le dimostrazioni di quei teoremi si possono fare senza uscire dai 
limiti della geometria elementare. 

Teorema 1. — Se^ dai vertici di un poligono piano si condu- 
cono le rette che passano per uno stesso punto del siu) piano 
(o parallele alla stessa direzione), il prodotto dei rapporti in cui 
queste rette segano gli altri lati del poligono é + 1 . 

F Sia i4^ ^j ... i4^ un poligono piano; un punto del suo 
piano; Pj,p,, ••P^ i prodotti dei rapporti (**) secondo cui A^O^ 
A^O, ... A^O segano gli altri lati del poligono. Sia inoltre ilf il 
punto ove A^O sega la diagonale A^A^ che unisce i vertici adia- 
centi ad /4^; dal poligono -4^-43 ... A^, segato dalla A^O, si ha 

Per un noto teorema si ha in valore assoluto e sogno 

trian g. O A^A^ Jl/A^ A^A^ 0^ _ A^M_ 

onde la precedente diviene 

^i — ^ ^f A A,0 
Analogamente si trova 

Moltiplicando si ottiene quindi 

p,p^p, i>. = (-ir'"-" =+i. 

2' Nello stesso poligono sieno A,0,, A,0., .. . A rette 
del SUO piano parallele fra loro, sia ancora p^ il prodotto dei rapporti 
in cui A^O^ sega i lati del poligono non adiacenti ad A^, ecc., 



(**) Per rapporto la cui no punto JT, poito aa di nn lato A^A^_^^ di un poligoao A. 
A^ A^o %n\ fluo prolungamento, divide il lato Steno, Intendo 11 rapporto poilllvo o nega- 



ci M 

tiro ' 

MA 
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M il punto ove A^O^ sega A^A^^ e inoltre sieno d^^ d^ .... d^ 
le distanze fra A^ 0^ ed A^ 0^, fra A^O^ed A^O^, fra A^ 0^ 



ed A^0^. 



Si avrà ancora p^ ~^7~~ = ( — 1) » «i^ essendo ~]j/i~ = "w^> 



ne deriva 



p. = (- ir' 4 



d» 



ed analogamente 



.,=(_ir*A p^=(_i)-iA p^=(_i)-_ 



=(-ir*/7 

2 n—i 



Moltiplicando si ha 

11 teorema inverso è il seguente : se n rette che passano rispet- 
tivamente per i vertici di un n-gono piano dividono gli altri lati 
in rapporti^ il cui prodotto è + 1 , ed n — 1 di queste rette pas- 
sano per uno stesso punto {o sono fra loro parallele) del suo piano^ 
la n*~' retta passerà per lo stesso punto {o sarà parallela alle altre). 
Per la dimostrazione vedi Nouv. Ann., Tome XIV. 

Per n = 3, i due teoremi danno il teorema di Ceva e l'inverso, 
alquanto generalizzati. 

Teorema' 2. — Se da un vertice (A^) di un poligono piano A^ 
A^ .... A^ si condicce una retta che passi per un punto (o pa- 
rallela ad una data direzimié) del suo piano, fino ad incontrare 
due lati qicaìunqice (AgA.^i, An^.+iAn^.+j) de^^ poligono, equi- 
distanti da quel vertice; indi dal vertice successivo (A^) si condicce 
la retta che passi per lo stesso punto (o parallela alla stessa 
direzione) fino ad incontrare i due lati successivi (A,^i Ag^j, 
An-8+« An_a^8) 5 ^ altrettanto si fa per ogni altro vertice, il pro- 
dotto di tutti i rapporti, in cui queste rette segano quei lati, è + 1: 
V Indicando con a^, P^_^_^4 rispettivamente i punti ove A^O 
incontra i lati A A ,, A ,A ^^, con a^, , 3 ^, i punti 
ove i4_ incontra i due lati successivi A ^, A ^^, A ^. A^ ._^, , 
ecc., si avrà: 
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A.\ 




^.OA, 


«.Vi 


\ \*i 
V, A, 


*.*. \*t 


^. ^.*. 




A, a, 
oc, A, 








^.-. «.-. 


i — 


^-. 0A„ 


*.-! ^. 


^»0A. 



n — 8-f-l rt» — S-»-l 



P. 



a ...A 



n — «-H n — s-*-i 



P«-. 



n — »-*-% rn — 1-^2 

& A 

• n — »-»-2 n — »-»-3 



Ai A,_.^, 
A,0A,_.^3 



[1] 



A»Pn 



P«^< 

Pi A. 



A,OA^ 
A, A.^. 
A^, A. 



[2] 



Pn — a _ 



w — * I n — a 



6 A 

rn — a 



A OA ^, 



I numeratori dei secondi membri delle [1] sono eguali ai deno- 
minatori dei secondi membri delle [2], e i denominatori ai nume- 
ratori; onde moltiplicando le [1], [2] membro a membro, e chia- 
mando P il prodotto dei rapporti, di cui è parola nell'enunciato del 

teorema, si ba: 

P = -(- 1. 

2^ Siene -4, 0, , A^O ^y . .. A rette fra loro parallele del 
piano del poligono; a^, ìi,_,j., i punti ove A^ 0^ sega i Iati A^A 

; «r^-i ' ^_.+« ' P""** 0^'® ^e ^« sega i lati A^^ A 



1+1 



H-2 



'm, r 



»_a+l n_a-4-2 

A ^^ A « , ecc. ; e si indichi inoltre con d^ ^ la distanza fra 
A ed A 
Si avrà 



^.^ 



(/ 



a A ^, 

A OC 



a' 1 



l»a+i 



a+1 » 2 



P 



n— «-H • 4 



91 — a+1 n — a-t-2 
n— s-t-2 rn— 



ì » n — a-»-2 



a-«-2 



d 



*.*i 


V« 




^2,a-»-2 




a 

n 

A. 
«1 


A. 




n»n— «-H 
'^n— a-*-lM 
^1 . n— a-t-2 
^fi— a+2 1 2 


• 


«.- 


«.-1 


- ^ 


^a-i.n 

d 



Pn- 



a-^2'^n— a-i-3 



n — «-t-2 . 2 



2» n — a-»-3 



[3] 



A„P„ 



d. 



n • « 



A.P. 



>» — a ' n — a — 

r» — a n — a-*-l 



'a> 1 



i f a-H 



a-Hi » 2 



[4] 



d^ 



n — a» n 



nn% — a-*-i 
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Onde, come prima, moltiplicando tra loro le [3] , [4] si ha 

P = + 1. 

Teorema 3, — Se dai vertici di un poligono piano di numero 
dispari di lati si conducono le rette che passano per uno stesso 
punto {p parallele alla stessa direzione) del suo piano, il prodotto 
dei rapporti in cui giuste rette segano i lati rispettivamente oppo- 
sti ai vertici da cui sono condotte^ é -j- 1 . 

Se il poligono ha 2m — 1 lati, il lato opposto al vertice A^ 
è A^A^^^; onde i rapporti, di cui è detto nel teorema, si avranno 
dalle [1] (o dalle [3]) ponendo in esse n = 2m — 1, s = m. 
Dopo questa sostituzione il numeratore del secondo membro della 
prima [1] (o della prima [3]) diventa eguale al denominatore del 
secondo membro della m"" [1] (o della m"* [3]), il numeratore del 
secondo membro della seconda al denominatore del secondo membro 
della {m -{- 1)"", ecc.; onde moltiplicando fra loro le [1] (o le [3]) 
cosi trasformate si ha la dimostrazione del teorema. 

11 teorema inverso, analogo all'inverso del teorema 1., si dimo- 
stra tosto per assurdo. 

Combinando i due teoremi 2. e 3. si ottiene una nuova dimo- 
strazione del teorema 1. 

Teorema 4. — Se dai lati di un poligono gobbo si conducono 
i piani che passano per uno stesso punto (o paralleli ad una stessa 
retta), il prodotto dei rapporti in cui questi piani segano gli altri 
lati del poligono {non adiacenti a quello da cui partono) è -f- 1 . 

1* Sia A^A^ .... A^ il poligono, il punto dello spazio, p, 
il prodotto dei rapporti in cui il piano 0^4^-4^ sega i lati del poli- 
gono non adiacenti 2id A^A^, ed iM il punto ove 0-4^^4^ segala 
diagonale A^A^. Dal poligono di n — 2 lati ^3^4^ A^ si ha 

D'altronde dai tetraedri OA.A^A , OA,A^A^,ìai cui base comune 
OA^A^ sega A^A^ nel punto M, si ha, per un noto teorema, in 
valore assoluto e segno 



OA, 


A, 


An 




^» 


M 




KM 


OA, 


\ 


^3 




^3 


M 




Mii, 
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onde per la precedente 

Analogamente, dicendo p^ il prodotto dei rapporti in cui il piano 
OA^A^ sega gli altri lati ecc., si avrà 

Pt — ^-^i • OA,A^A^ » Ps — (-n • OA,A^A^ 

^ / 1 \i«-3 Q A^ A^ Ag 

I numeratori sono eguali in valore assoluto e segno ai denomina- 
tori; onde moltiplicando si ha 

2** Per dimostrare la seconda parte si osservi che la dimo- 
strazione del caso precedente è applicabile anche ad un poligono 
A^A^ .,..A^ piano, posto fuori del suo piano; nel quale caso, 
poiché i rapporti in cui il piano 0-4^^4^ sega i lati del poligono 
non adiacenti ad A^A^ non sono altro che i rapporti in cui il lato 
A^A^ sega gli altri lati del poligono non adiacenti ad A^A^, ecc., 
il teorema diventa il seguente : il prodotto dei rapporti in cui i lati 
di un poligono piano segano gli altri lati non adiacenti è + 1. 

Allora se sono O^A^A^, O^A^A^ O^A^A^ piani paralleli ad 

una stessa retta P Q passanti pei lati del poligono gobbo A^A^.., A^, 
si proietti la figura su un piano qualunque a parallelamente a P Q. 

La proiezione dX A^A^ A^ sarà il poligono piano A\ A\ ... A\ 

formato colle intersezioni di a coi piani O^A^A^^ O^A^A^y,,. O^A^A^y 
e i rapporti in cui i piani O^A^A^^ O^A^A^ .... O^A^A^ segano i 
lati- ài A^A^ . ... A^ saranno eguali ai rapporti in cui i lati A\ A\y 

A\ A\ , . . . A\ A\ del poligono A\ A\ A\ segano ciascuno gli 

altri lati non adiacenti del poligono, e poiché il prodotto di questi 
ultimi rapporti è + 1, altrettanto accadrà del prodotto degli altri. 
Il teorema inverso, analogo airinverso del teorema 1., si dimo- 
stra come questo. 

Febbraio 1895. 

F. Ferrari. 
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PER IL DoTT. JOSEPH GILLET 

Professore alla Scuola Normale di Stato a Verviers (Belgio). 



Ci proponiamo in questo piccolo lavoro di mostrare il partito 
che si potrebbe ricavare dalla simmetria rispetto ad un punto, in 
geometria piana, e prenderemo per esempio il quadrilatero inscrit- 
tibile. In un lemma preliminare, richiameremo i principi della sim- 
metria rispetto ad un punto, e daremo incidentalmente delle soluzioni 
delle quistioni proposte sotto i numeri 1041 e 1042 in De Vriend 
der Wiskunde, 1894, p. 189. 

1. Lemma. In due figure simmelriche vispe Ilo ad un punto 
{centro) : 

V Due rette omologhe sono parallele. 

2^ Una retta passante pel centro di simmetria è omologa 
a se stessa. 

3® Un segmento di retta ha per omologo un eguale seg- 
mento. 

4® Due circonferenze omologhe sono eguali, i loro centri 
sono punti omologhi, e il loro asse radicale passa pel centro di 
simmetria. 

5® Allorché una circonferenza passa pel centro di sim- 
metria, essa è tangente in questo punto alla sua omologa. 

6® Ogni circonferenza che ha per centro il centro di sim- 
metria e omologa a se stessa. 

V II centro di simtnetria gode delle stesse proprietà nelle 
due figure. 

2. Consideriamo il triangolo ABC (fig. 1 ) inscritto nel centro 
di raggio R; sia, H il suo ortocentro (punto di concorso delle al- 
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tezze), e prendiamo la figura simmetrica rispetto al punto u, centro 
di OH. 

Il triangolo A'SC, simmetrico dì ABC, sarà inscritto nella cir- 
conferenza di raggio li, descritta con centro R, ed avrà per orto- 
centro. Di più, il circolo d'EuLERO (cerchio dei nove punti) del trian- 
golo ABC, avente per centro w, sarà omologo a se stesso in A'ffC ; 
esso è dunque ancora il circolo d'EuLERO di questo secondo trian- 
golo. Infine, osservando che HC::^ OC per es., si conclude che (f 
è il simmetrico di rispetto al lato AB;\a. circonferenza CA B ha 
dunque per raggio R, e quindi passa per H. Dunque, 



Fig. 1. 

se inlomo a ciascun lato d'un triangolo si fa ruotare la dr- 
conferenza circoscritla, in modo da ribaltarla ogni volta nel piano: 

l" I tre ribaltamenti A', I?, C* del centro formano «» trian- 
golo simmetrico od A BC. 

2° Il centro del cerchio circoscritto ad uno dei triangoli 
ABC, A'B'C è l'ortocentro detValtro. 

3° Le circonferenze riballate di centri A', B', C* passano per 
U, ortocentro di ABC. 

4" / triangoli ABC, A'B'C hanno il medesimo cerchio di 
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5° Le rette A A', ;BB', CC si tagliano nel medesimo punto, 
centro di quest'ultimo cerchio. 

3. Abbiasi ora (fig. 2) il quadrangolo A^A^A^A^ inscritto nel cer- 
chio -4, di raggio H; e siano (^,-4,, A^À^), (A^AyA^A^). {A^A^ 

A^ A^) le tre coppie di lati opposti. Chiamiamo 0,, 0^. 0^, 0, i 

simmetrici del centro A rispetto ai sei lati A^ A^, A^A^ A^ A^ ; 

si vede subito in seguito al § 3 che : 

V le figure (0, 0,0,0J, (0, 0,0,0J, (l\0^0^0,) i cui 



Fig. 2. 

nertìà sono i simmetrici di A rispetto a due coppie Ut lati opposti, 
sono paraUelogrammi; 

2° questi tre parallelogrammi hanno il medesimo centro M. 

4. Prendiamo M per centro di simmetria {fig. 2), e siano H, H^, 
H^, flj, H^ i punti omologhi di A, A^, A^. A^, A^. U quadrangolo 
A^A^A^A^ essendo inscritto jiel cerchio A, il quadrangolo H^ 11^ H^ H^ 
sari inscritto nel cerchio eguale il cui centro H^ l'omologo A, 

I punti simmetrici di //e di A rispetto a due lati omologhi, come 
A^A^ e ff, H, debbono essere punti simmetrici lispetto ad M; ciò che 
prova che 
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3® i punii simmetrici di H rispetto ai lati del quadrangolo 
Hj Hj H3 H^ sono, in altro ordine^ i simmetrici di A rispetto ai lati 
del quadrangolo A^ A^ A3 A^. 

5. Consideriamo, p. es., il punto 0^ (flg. 2) simmetrico di A rispetto 
ad A^A.^ e simmetrico di // rispetto ad H^ H^\ la circonferenza de- 
scritta da Oj come centro col raggio R passerà per i punti A^, A^^ 
H^y H^. Inoltre, la circonferenza descritta da 0^ come centro con lo 
stesso raggio passa per i punti A^, A^, H^, H^. Il punto H^ è 
dunque l'ortocentro del triangolo A^ A^A^ (§ 2, 3®) e il punto A^ è 
Tortocentro del triangolo 11^ H^ H^ ; da cui si conclude che : 

4° il quadrangolo H^HgHgH^ ha per vertici gli ortocentri 
dei qiuittro triangoli parziali di A^ A^ A3 A^ (*); ed inversamente^ 
i vertici del quadrangolo A^ A^ A3 A^ sono gli ortocentri dei trian- 
goli parziali di H^ H^ H3 H^ . 

Due quadrangoli come A^A^A^A^^ H^H^H^ W^, nei quali i ver- 
tici dell'uno sono gli ortocentri dell'altro, potrebbero essere denomi- 
nati quadrangoli ortocentrici fra loro. 

6. Prendiamo un punto P qualunque sulla circonferenza A (fig. 3), 
e sia Q il suo omologo sulla circonferenza H\ le proiezioni (ortogonali) 
di P e di Q sopra due rette omologhe, saranno punti omologhi delle 
due figure, ossia punti simmetrici rispetto ad M. Segue da ciò che 
le rette di Simson di P e G rispetto a due triangoli omologhi A^A^A^, 
H^ H^ H^ sono rette omologhe e per conseguenza parallele fra loro 
(§ 1. V), In particolare, se P cade in ^^, Q cadrà in H^ e le due 
rette di Simson dovendo ambedue passare per il punto medio M di 
A^H^ (teorema noto), coincidono necessariamente. Dunque, 

5° due vertici omologhi come A^, H^ hanno la medesima 
retta di Simson S^ rispetto ai triangoli parziali A, A3 A^, H^ H3 H^ 
omologhi nelle due figure. 

6° Le quattro rette di Simson A^ (A^ A3 AJ, A^ (AjA^A^), 
A3 (A^ A^ A^), A^ (A^ Aj A3) d'un quadrilatero iscritto A^ A^ A3 A^ 
concorrono nello stesso punto M. 

7. Se per il punto M^ centro di A^A^ (flg. 3), si abbassa una 



(*) Not chlamlaDO triangoli parziali d^un quadraitgolo 1 quattro triangoli che si ottengono com- 
binando i suoi vertici tre a tre. 



perpendicolare sopra >1,^^, questa perpendicolare sarà parallela ad 
A.H e a A,^,'- essa passa dunque pel punto M contro del parallo- 
grammo A H A H . Similmente le rette condotte pei punti M^, 
M^,. . , M^ centri degli altri lati del quadrangolo A^A^A^A^, per- 
pendicolarraf-nttì ai lati opposti, passano pure per M. 

Inoltre, M essendo il punto d" intei-sezione delle perpendicolari 
MM^, MM^, p. OS., è r ortocentro del triangolo formato dai punti 
medt M , M^ e dal punto d' intersezione /^ dei lati opposti ^^^4^, 
A^A^. Dunque, 



Fig. 3. 

7" se dai punti medi M^ M^, . ■ . M^ dei lati d'un qua- 
drangolo A^ A, Aj Aj, si abbassano delle perpendicolari sui lati 
opposti, le sei rette così ottenute si tagliano in un medesimo 
punto M. 

8" Questo punto M è l'ortocentro comune ai tre triangoli 
che hanno per vertici i punti medi di due lati opposti e il punto 
d' inlersesione di questi due lati. 

9° // punto M essendo l'omologo di se stesso nelle due fi- 
gure, si trota nelle stesse condizioni tanto in Hj H^ H^ H^ come 
in A, A,A,A^. 



8. È noto che in ogni triangolo il raggio del cerchio d' Ellbeo 
è eguale alla metà del raggio del cerchio circoscritto, donde segue 
che : 

10° ì cerchi d' Eulero degli olio triangoli parziali di due 
quadrilateri ortocentrici inscritlibili sono eguali fra loro. 

Sia C^ , punto medio di AU^ {fig. 4), il centro del circolo-d' Eulebo 
del triangolo A^A^A^\ il suo simmetrico D^ sarà il centro del cer- 
chio d' Eulero del triangolo H^H^H^, e si avrà 

C,D^=AA^ = R, da cui CM = ^R. 



Fig, 4. 

Il cerchio C^ passa dunque per M, e siccome accade lo stesso 
per tutti i cerchi C^, C^, C^, D^, 1)^, D^, D^, si vede che: 

11" in ogni quadrilatero inscritto A^ A^ A^ A^ i cerchi d'Eo- 
LERo dei quattro triangoli parziali sono eguali fra loro e passano 
tutti per lo stesso punto M. 

12" / centri di questi cerchi appartengono ad una circonr 
ferenza eguale, di centro M. In altre parole, il quadrangolo 
Cj Cj Cj C^ e inscrittibile e i suoi lati paralleli a quelli di H^ H^ 
Hj H^ ne valgono rispettivamente la metà. 

13° Se si considerano i quadrangoli ortocentrici inscritti 
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A, A. A,A„ H, H. H,H,, i cerchi d* Eulero degli otto triangoli 
parziali sono eguali fra loro e passano tutti per M, in cui sono 
tangenti due a due (§ 1. 5°); gli otto centri appartengono ad una 
circonferenza egiuzle avente M per centro. 

Osservazione — Qualcuna delle proprietà enunciate sopra sus- 
sistono per un quadrilatero qualunque , ma lo stesso metodo di 
dimostrazione non ci pare applicabile. 



PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE 



Intorno al postulato dell' equivalenza. — Se ne è tanto discusso 
fin dalla pubblicazione degli Elementi di Geometria deli' illustre DePaolis, che mi 
sento anch' io invogliato a dire la mia, senza pretensioni e solo per amore della 
scuola. Sarebbe tempo che tra noi, insegnanti delle scuole medie, corresse qualche 
intesa circa il modo di trattare questo ed altri argomenti» poiché vediamo i 
testi scolastici imbottirsi sempre più, a cagione di lunghe e sottili dispute, che, 
facendo il processo alla verità chiara, assiomatica, come se tra gli uffici della 
scienza ci fosse quello di mettere giudizio al Giudìzio, aduggiano e spauriscono 
gli scolari. Che se tra costoro anche quelli che più inclinerebbero alla mate- 
matica non di rado ne fanno divorzio, ciò avviene perchè, sfiduciati del magi- 
stero della natura, proprio quando la fede in esso sarebbe più necessaria, non 
osano inoltrarsi 'io un sentiero tutto triboli e sorprese, quale si fece parer loro 
lo studio delle matematiche. 

Venendo all'argomento, io non nego che per stabilire una rigorosa teoria 
dell'equivalenza sul fondamento della definizione di Duhamel sia mestieri am- 
mettere che una parte di un poligono non può essere equivalente al tutto : solo 
mi sembra che questa verità non sia dimostrabile, ma sia invece un necessario 
complemento della ordinaria definizione di poligono. Che se il De Paolis le die 
il nome di postulato, deve averlo fatto sulPesempio della retta e del piano, i 
cui postulati non sono che complementi delle loro definizioni. 

Per chiarire la mia idea, debbo anzitutto ricordare qual è il naturale carat- 
tere che distingue il finito dall' indefinito matematico. Esso può enunciarsi come 
segue: La ripetuta sottrazione di una parte, che pel finito ha sempre un ter- 
mine, può, per r indefinito, non averne alcuno. D'onde il criterio per distinguere 
la grandezza indefinita dalla grandezza finita. Una grandezza è indefinita so può 
sottrarsene indefinitamente qualche sua parte; è finita, se la ripetuta sottrazione 
di qualunque sua parte ha sempre un termine. 

Se non che quest'ultimo criterio può facilmente trasformarsi nel seguente ; 
Se tm tutto finito si decompone in partii non si può, trascurandone una, ri- 
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comporre con le altre il tutto medesimo; mentre invece un tutto indefinito si 
può sempre decomporre in parti in modo che, trascurandone una^ sia possibile 
ricomporre il tutto con le altre. Se infatti si potesse trascurare una parte di 
un tutto finito, cosi da ricomporre con le altre il tutto stesso, si potrebbe an- 
cora, ricomposto il tutto, trascurare di nuovo quella parte, e cosi via, infinite 
volte, e la sottrazione di una parte non avendo termine, il tutto sarebbe inde- 
finito, contro r ipotesi. È poi ovvio che si può trascurare qualche parte di un 
tutto indefinito convenientemente diviso. Cosi, se per un punto di un lato di 
un angolo 3i conduce la parallela air altro lato, gli angoli corrispondenti sono 
eguali fra loro, la parte al tutto. 

Il postulato di De Paolis (se un poligono si divide in parti, non si può, 
trascurandone una, ricomporre il poligono con le altre) si applica pertanto, 
oltreché al poligono, a tutte le grandezze finite, e serve a distinguerle dalle 
indefinite. 

Premesso ciò, se per poligono deve intendersi, come generalmente s* intende, 
una porzione di piano chiusa da più segmenti ciascuno dei quali ha un ter- 
mine comune col precedente e Tultimo col primo, è chiaro che la fij^ura di più 
segmenti cosi disposti, divide il piano in due porzioni, entrambe chiuse dalla 
figura stessa, (*) ma Tuna finita e Taltra indefinita, a ciascuna delie quali, per 
la posta definizione, si converrebbe egualmente il nome di poligono. Ma poiché 
tutti chiamano cosi la porzione finita, bisogna ammettere che la proprietà 
espressa da questo aggettivo faccia parte della definizione di poligono e sia 
perciò indimostrabile» Dunque il postulato di De Paolis, che, come sopra si é 
detto, non é se non la traduzione della proprietà di finito attribuita al poligono, 
é indimostrabile ; se pure per dimostrarlo non si faccia uso, almeno tacitamente, 
di altro postulato equivalente, valido soltanto per le aree finite. 

G. Frattini. 

A proposito della Nota del prof. Lazzeri sulla teoria dell'equi- 
valenza geometrica (Fase. III-IV). — Voglio proporre una leggera modifi- 
cazione airingegnosissima^^dimostrazione del teorema fondamentale n. 12deirin- 
dicata Nota ; questa modificazione, mentre a parer mio toglie ogni dubbio sulla 
validità del teorema stesso, nulla poi toglie alla trama del pensiero delKA.. 

Nel teorema n. 12 si tratta di provare che, se un triangolo T è decomposto 
comunque in parti triangolari^ la somma dei rettangoli di una serie associati 
alle parti è uguale al rettangolo della serie stessa associato a T. Nel caso par* 
ticolare che le parti siano due o tre il teorema stesso è già stato dimostrato 
dall'A. nel n. 10; inoltre nel n. Il T A. ha provato che: le somme dei ret- 
tangoli di una serie associati ai triangoli, nei quali un quadrangolo convesso 
è diviso dalle sue diagonali^ sono eguali. 

11 dubbio nasce dall'ipotesi fatta dell' A. che, se è uno del nodi della rete 



(*) Infatti un punto che si movMM sai pUno, per passare dair intemo aU'eitemo delPuna o 
deiraltra delle dette dae porzioni di ewo, dovrebbe attrayeraame 11 oomune contorno. 
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di triangoli in cui è diviso 7\ due triangoli consecutivi intorno ad abbiano 
sempre in comune, oltre ad 0, un secondo vertice; mentre ripotesi più generale 
è invece che un vertice delPun triangolo cada sopra un lato dell* altro. Ora è 
bensì vero che, staccando da ciascuno dei triangoli che stanno attorno ad al 
più una due parti triangolari, si può (senza introdurre nuovi nodi nò aumen- 
tare il numero dei triangoli che stanno attorno ad O) sostituire alla rete pri- 
mitiva una nuova che soddisfi alla ipotesi delFA., e ciò senza alterare la somma 
dei rettangoli della data serie associati alle parti, perchè a ciascuno dei trian- 
goli che sono attorno ad se ne sono sostituiti tre al più; ma resta poi con 
ciò possibilmente aumentato il numero delle parti in cui era diviso T; sicché 
il procedimento di riduzione dell'A., diretto a dimostrare che le parti possono 
essere ridotte da n ad n — 3 od n — 2, non è più soddisfacente. Esso si può 
tuttavia con successo applicare a dimostrare che si possono fare sparire i nodi 
della data rete, e allora potrebbe essere esposto nel seguente modo. 

Sia un nodo intorno al quale stiano p triangoli; sarà lecito supporre, 
per ciò che si è osservato sopra, che due triangoli consecutivi abbiano sempre 
in comune un vertice fuori di e non formino un triangolo. 

Sia poi in primo luogo interno a T; allora, secondochè O sarà vertice 
di tutti i p triangoli o di tutti meno uno, si avrà intorno ad un poligono 
(non intrecciato) di p o p -{- \ lati. Tale poligono avrà in ogni caso almeno 
tre angoli convessi; siano tali gli angoli L M N, L^ Ar N\ L'^ W N'^ (che po- 
trebbero anche essere consecutivi); se p > 3, dei tre angoli L N, V N\ 
V N'^ due certamente (per es. L N^ V ON') non avranno parti comuni; 
perchè, se due qualunque avessero sempre una parte comune, le tre parli comuni 
riempirebbero V intero giro intorno ad e sarebbe quindi p=s'Ò, Seguo da ciò 
che sarà 

L0N+L'0N'<2 piatti, 

per modo che, potendo (per le ipotesi fatte) uno al più dei due angoli LON^ 
L'ON' essere piatto, uno almeno dei due angoli stessi (per es. L N) sarà con- 
vesso. Allora il quadrangolo L M N è convesso, avendo tutti i suoi angoli con- 
vessi; e quindi ai due triangoli OLM^ OMN in cui esso è diviso dalla sua 
diagonale OM si possono (n. 11) sostituire gli altri due L M N, L N, Dopo 
ciò i triangoli che sono attorno ad sono p — 1 . Si può dunque degradare 
via via il numero dei triangoli che stanno attorno ad fino a portarlo a due 
formanti un quadrilatero o a tre formanti un triangolo. Nel primo caso O non 
è più nodo, e nel secondo O cessa di essere un nodo sostituendo ai tre trian- 
goli il triangolo da essi formato; perciò il prece limento indicato conduce al- 
Tultimo a fare sparire il nodo senza introdurre nuovi nodi. 

Sia in secondo luogo sopra un lato l di T, ma non in un vertice di T. 
Qui si dovrà ritenere p > 2, perchè due soli triangoli attorno ad formereb- 
bero nel caso attuale un triangolo, che, per le ipotesi fatte, dovrebbe loro essere 
sostituito. Allora dei tre o più angoli convessi appartenenti al poligono di p -f- ^ 
lati formato dai p triangoli uno almeno (poniamo L M N) avrà il suo vertice 
M fuori di ^, e l'angolo LO N non sarà piatto (altrimenti L ed N starebbero 
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su / e quindi il poligono attorno ad si ridurrebbe al solo triangolo LMN, 
cioè sarebbe p s=2); d*altronde esso è tutto da quella parte di / ove sta T, dunque 
L N è convesso. Allora L M N è un quadrangolo convesso e pel n. 11 i 
suoi due triangoli OLM, OMN possono essere sostituiti coi due OLiV, LMN; 
in tal modo i triangoli intorno ad diventano p — 1. Si può dunque dimi- 
nuire il numero dei triangoli che stanno attorno ad fino a ridurlo ad uno 
e cosi far sparire il nodo senza introdurre nuovi nodi. 

Quando si siano fatti sparire tutti i nodi che non cadono nei vertici di 7\ 
saranno scomparsi anche quelli che cadevano nei vertici di T (perchè non esiste 
una rete triangolare con nodi soltanto nei vertici di 7") e la rete si sarà ridotta 
al solo triangolo T; e siccome nelle successive modificazioni della rete primitiva 
si è sempre proceduto in modo da non alterare mai la somma dei rettangoli 
della data serie associati alle sue parti, così detta somma eguaglia appunto il 
rettangolo della stessa serie associato a T. 

6. Sforza. 



2" Nota sul Problema del Malfatti. {Continuashne v. pag. 93). — 
Il Prof. Adams in una sua memoria pubblicata a Winterthur (anni 1846-48) 
indicò questa semplice soluzione : Iscritti i cerchi nei triangoli IBG, ICA, lAP 
tangenti alle rette BG, GA, 1 A nei rispettivi punti A^ , B^ , A", riportare il 
segmento lA" dalle parti opposte dell* origine A^ sul lato BG e dai termini 
M^ , Mg condurre le perpendicolari a questo lato fino a segare in Oj , 0^^ le 
rette Bl, GÌ; i punti 0^, 0^ sono i centri ed 0, M, , O^M^ t raggi dei due 
cerchi del Malfatti; abbassando O^Ng normale ad A G, e prendendo il segmento 
B,N3 = NgB^, la parallela tirata da N3 ad N^Og determitm sulla l A il cen- 
tro O3 ed il raggio O3N3 del 39 cerchio del Malfatti, 

Poiché detto P il punto di con- 
tatto del cerchio r con il lato AB^ 
s'iscriva un circolo nel triangolo lAP 
e dicasi A" dove tocca la retta IA\ 

a motivo di A P ^ r cot -;r- , il rag- 




gio di quel cerchio sarà 



AP 



1 + cot 



— Il — tang— j e quindi lA" =^ 

^ h _ tang— - j . cot 1 45° — --| = -^ (1 + a) con a = tang —^ . Inoltra 
per le note formolo dei raggi r^, r^ discendono le espressioni 



r / B C 

BA^ = -- 1 — tang —- tang — 



'^^T = 2V*"^^^'' ^|C?=^('-Pir)» 



dalle quali sottraendo il segmento I A'' si ricaveranno i valori 



'% 
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BM, = -'■p(l - Pt - P«- P) = 4^(t +«)(!+ t)0 - P). 

*'«<^ = ^(1 - Py - *T - T) = 4*^(1 + «)(i + P)(i - t) ; 

a motivo della nota idenlilà 1 — a — p — y — *P — *T — Py+*PY = 0. 

B r (1 4- a)(l + y) 
Ne conseguono i raggi p^ = O^M^ = D lif^ coi — == — • rrTo — ' 

C r (l + a)(l + P) 

p, = 0„ 3/, = Af, C. cot -7- = -?r • ~ ~i~ I " 6d i cerchi si toccano 

r» 22 2 2 2 1+Y 

esternamente perchè \/ 2 ^^ . 2 p^ = r (1 -f- a) = 3/^ Af ^ , ecc.. A causa di 

BA^i A^C = ^\^, CB^ : i?j A = a : Y, AC^\ C^B = P : Y le congiungenti 

AA^^ BB^y CC^ passano per Io stesso punto. 

Un^analisi geometrica della costruzione di Steiner era stata esposta nel 1833 

dal Prof. Zornow a Koenisberg, ed inserita nel tomo X del Giornale di Creile. 

Le tangeuti interne comuni ai cerchi del Malfatti concorrono in un punto T 

di egual potenza rispetto ad essi, e centro del cerchio iscritto nel triangolo 

O^O^O^ avente per vertici i loro 

centri, e per lati 0^0^ = p^ 4. p^, 

Notando con iT^, H^^ H^ i rispet- 
tivi punti di contatto dei cerchi su 
questi lati, si trovano H^T^= ^^T^= 

^7,2 ^ 9iMz ^ r intersezione 

^ Pl + P2"^P3 

Aj della tangente TH^ con 5C è il ^ ^jjf" jP jj^ 

mezzo del segmento MJ^I^^ e perciò 

M^A^i = A^HI = A^M^ = Pip2- Se a partire dai punti H^^ H^ sulle tangenti 
H^T^ H^T prendiamo le parti //^L, H^L^ eguali ad M^A^^ le perpendicolari 
innalzate ad esse dai termini L^ L^ si segheranno in un punto S esterno 
alla A^red equidistante dalle tangenti e dal lato BC; onde le O^S^ O^S 
bisecheranno gli angoli M^O^O^^ ^^2 ^2 ^3 ^^ * motivo di L T = TL^ le ST^ 
TO^ giaceranno sulla medesima retta. In virtù dei triangoli simili O^E^Ty TLS 
potremo determinare il raggio a? = SL = SL^ = AJS del cerchio iscritto nel 
triangolo formato dalle rette C^T, B^T^ BC; infatti dalla proporzione SL : 

O^H^ = TL : E^T si deduce SL+ O^E^ = O^E^ |-^*-| , da cui viene x^ = 

^ziPi "^ P2 — ^^)' ^^^ ^^1 trapezio birettangolo O^M^A^S si ricava O^S* =s 
PiP2 "1" (Pi — ®)*» ^°^® sostituendo il precedente valore di a?* si trne O^S^ = 

fpj "^" P3) (pi "*" P2 — ^^) ^^ a?*. Abbassando la perpendicolare 55^ alla 

•P3 
retta B 0^ bisettrice dell* angolo B, si ottengono facilmente lo eguaglianze an- 
golari BO^ M^ + M^O^S + SO^S^=:\S0^ = BO^M^ + M^O^S + C^O^B^ 
e quindi ne consegue C, O^H^ = P^ O^C^ = SO^S^ , e la similitudine dei trian- 
goli SO^S^y C^O^P^ dà la proporzione SS^ ; SO^=P^C^ : C, 0, , che per 

20 
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essere P^ cf = p, p^, Cj O] = p^ (pj + p^) ed il valore surriferito di O^S dimo- 
stra SS^=SL; dunque il cerchio descritto col centro iS e raggio SL tocca 
pure le rette BO^, CO^, e cosi è provata la costruzione di Steiner. 

A motivo di AJ= A,H^ + HJ = ^^ (l + \/ --[» —\ e della 



P1 + P2 



distanza _\^\ ^©^ punto ^3 da J?C, il punto T dista da questo lato del 



segmento — ilil. 1 l -|- 1/ — r- ■^— — ) . Plùcker osservò come le tangenti 

Pi + PA »^P1 + P2+P3>' 

iljT, BjT, C,r formino coi lati del triangolo tre quadrilateri A^CB^f, B^AC^T, 
C^BA^T circoscritti ai cerchi del Malfatti, e perciò dian luogo alle relazioni 
AJ—TB^ = CA^—B^C, TB^ — C^T=B^A — AC,, C^T—TA^ = 
C^B — AjB, onde il punto T è comune a tre iperbole aventi i loro fuochi 
nei punti A^ , Pj , C^ presi due a due, e gli assi trasversi pari alle diiferenze 
fra i segmenti dei lati compresi fra ciascun vertice e 1 detti fuochi. 

Gol metodo d'inversione si estende il problema del Malfatti al triangolo 
j formato da archi circolari ; un semplice caso è il 

;\^ supporre due lati BA^ AC rettilinei ed il terzo 

\\ l'arco CAqB del cerchio ABC. Tirando il dia- 

\A^ metro AA^=z 2 R e la tangente in A^ opposto 

..^""yV ad A, siano B', C i punti d'in terse/Jone di B' C' 

y \ / coi lati A fi, AC\ a causa di AB. A jB' = AC. 

-s^— ^^ A C = 4 22^ si deduce essere B'C la linea in- 

** versa dell'arco B A^C ^à A l'origine d'inversione. 

Notando con a, ò, e i lati del triangolo ABC^ con a\ h\ e quelli di 

^ , , AR^ 2R , %R , òVsenA 2i2senA 

A aC troviamo e = = , h = = , a = — —z — = j, 

e senC senB 2/2 senfisenC 

opposti ai rispettivi angoli C = 1 80^— (A + C) = fi, B'= 1 80° — {A+B) = C, 

A 
jRsen— 

A'zzzA; il raggio del cerchio iscritto nel triangolo A B'C essere r = ^ ^ 

cos — eoa — 



eJ il centro /' giacere sulla bisettrice dell'angolo A alla distanza A /' =: 



r 



A 
sen- 



4 22* r' 4/2* A 

Si conchiude il cerchio inverso avere il raggio p = y^ì ^z^ — r~ tang* — =: 

4/2 A B C 

^ sen — cos -r;- cos — , ed il suo centro I distare dall'origine del segmento 

COS* — 

4/2* B C 

AIs=:-r-jj= 1 /2 COS -r- COS -jr- I cercM del Malfatti iscritti in A B'C hanno 

i raggi 

,^/ (l+a)(l+P) ..^^ (i+o^)(l+l) rn r' (l+p)(I+Y) 
^ 2 1+Y 'P"2 l + p 'P~2' l + a 
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/ A B C\ 

[dove per brevità si è posto a^tang--, p = tang-j-. Y = tang--.-k e le 

distanze dei loro centri 0% 0", 0"' dal vertice A sono 

A0' = l/p'« + (e' - p' cot^y, A (y'= l/p-« + (y - p- cot -jy . 

i4 0'"=:— ^- — T-. Il raggio del cerchio inverso a p' si calcolerà mediante la 

sen-r- 
2 

42e«p' 4/?«p' ^ , , 2/2 

formula p, = ^ ^,, _ ,, = -^ j^ ed essendo e = — ^ , 

P (c'-p'cot-) 

B' = C con facili riduzioni otterremo i raggi dei tre circoli del Malfatti iscritti 
nel triangolo mistilineo ABA^C 

,A , C (l+a)(l + P)(l+T) 

[2(1 + t)cos-|- - sen^ eos-^(l + a) (1 + p)j 



p, = 2p.cos*— sen*-s- • 



pj = 2 p . cos'-r- sen» — • 



[2(1 + P)co8-^ - sen-i co8^(l +a) (1 +t)] 
2p(l+a) 



Ps = 



(1 + P)(1+Y) 



In un triangolo sferico ABC rappresentino 0,, 0^, 0^ i centri dei circoli 
del Malfatti iscritti negli angoli rispettivi 5, C, A coi raggi are. 0, M^ = pj, 

^2^2 = P2' ^3^3 = Ps Siano are. BM^ = 
co,, M^C=:sCN^=Hf)^, JVgAsssWg, le tan- 
genti sferiche comprese fra i vertici B, C, A 
ed i punti di contatto 3f j , M^ , iV^ con i lati 
BCy CA : se nel punto E^ comune ai primi 
due cerchi p, , p^ si tiri la tangente sferica B^A^ 
fino a segare in A^ il lato BC, a. motivo di j^ 



a — oi), — 0), 



are. 3^1 A, = Aj JJj = Aj 3fj = 

il triangolo rettangolo O^A^O, fornisce la re- 




lazione cos (pj + p,) == cos p, . cosp, cos* ( ^ ì , che si riduce alla 

forma 

, /a — (0, — coA 

(1) tang p, tang p^ = sen* I ^ ) i 

/b Wj (tìgX 

ed in simil modo provansi le altre due tang p, tang pg = sen* ( * I , 

1 ^ j . Si può dedurre un sistema sufficiente a 
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calcolare le (o^ , co^ , (1)3 in funzione dei lati a, b, e ; poiché i triangoli rettan- 
goli BO^M^^ CO^M^ somministrano l'eguaglianze 

B C 

(2) tang p^ = sen w, tang -- , tang p^ = sen w^ tang— ; 

B C sen (p — a) 

onde per la formula (1) e la nota relazione tang -77- tang -7-:^ si 

'^ 2 2 senp 

2 sen (p — a) 

ottiene 1 — cos(a — w, — (o.) = sen co, sen co,, la quale a motivo 

* * senp * * ^ 

di 2senu)j senw^ = cos(a), — oj^) — cos(a)^ + w^) si traduce nella 

(3) sen a cos (0)^ + Wj — jp) + sen (p — a) cos (w^ — tjò^ =: sen^j , 
ed insieme coesistono le analoghe 

sen b cos (w^ + ^3 — i>) + se*^ (p — ^) cos(a)jj — 0)3) = sen^j , 
sene co8((x)3 + cOj — jp) + sen(j9 — e) cos((03 — Wj) = senp . 

P P P 
Introducendo le ignote ausiliarie — Wj = a?, — oj^ = y, -^ ^3 = ^ 

si ottiene il sistema di Schellbach 



cos 



(i -) . -(i - ") 



coso; cosi/ A seno? seni/ ::= 1 

p 
aen- 

W cosvcosz H seni/senz^ I 

sen— 







p 






COS 


2 






IP 




^\ 


COS 


(2 


"" 


') 






p 






cos 


2 






/p 




\ 


cos 


(2 




"1 



sen 



(i-=) 



cos-j cosa? -I sen^ sena? = 1 . 

P P 

cos— ^^'^"2" 

Per brevità notiamo coi simboli a^^ a^ ì numeratori dei coeflBcienti nella prima 
equazione, con è^, &j, c^, e, gli omonimi nella saconda e terza, con d^, d^ ì 

P P 

loro denominatori cos — , sen - - ; seguendo il Prof. Mertens (') ricaveremo 

senj e cos; dalle due ultime del sistema (4), ed aggiungendone i quadrati 
otterremo 

. do (^1 sen X — &j sen y) + ^i (^0 ^^^ ^ — ^0 °^® ^) ^^ 

"^ /&Q e j sen 07 COSI/ — &jCq cosa?seny\*. 

quest'equazione e la prima delle (4) compongono il sistema sufficiente a deter- 
minare gli archi a-, y. Sviluppando la (5) si trova 



(*) Qlonutle di Osvlls, tomo 19f^^ pag. 92. 
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(di e? — dj cj — bl cf) sen*a; + (dj 6? — bl d? — e? 6?) seii* y + 

(&J cj + òj cj) sen*a? sen^y — 2 dj 6, Cj aen a? sen y — 2 di 6q Cq coso? cosy -h 

2 &^ è, Cq Cj scn 0? sen y cos a? cos y + di (òq + Cq) = ; 

ora a motivo di 1 z= a J + af = &J + df = Cq 4- e* = dj -4- d? è facile veri- 
ficare le relazioni 

^« J 7« a j,2 9 j8 r2 .2 ,2 ^2 ,2 -2 ^2 ,2 

Oq Ci — di Co — Oq Ci = do Oi — oq di — Cq Oi s=s Oi Cj — ai , 

j2 2 j2 2 I > 2 2 j2 r2 2 «9 2 • >2 ,2 ,2 2 j2 .2 2 • ^2 .2 2 

Oq Ci — di Cq + Oi Co =00 — Oq Cq, «o <^i+»i ^o — ^o Ci^cto ^i Ci-f-ai o© ^o 
sen* X + sen* y = 1 + sen x sen y — cos x cos y ; 

ed in virtù di queste vedere Tantecedente (5) identica alPeguaglianza 

di (coso? cos y — b^ c^ + do (sen x sen y — ò, e,) = 

(&, Cj cos a? cos y — b^ c^ sen x sen y) . 
Ponendo 

(6) cos a cos y ^ &Q Cq + w, sen a? sen y zzzb^c^ + t?, 

fli» &/» Ca flti &. e, 

/'•T\ I 1 1 I »-_ 1, 

^^ ~d; --*-— d. '^^ 

il sistema surriferito delle a?, y si trasforma in 

(8) df w* -t- dj t?* = (d, Cj « — ^oC^t?)*, a^jdi w + a, d^^t? = d^dj (l — h). 

La prima è quadratica ed omogenea rispetto alle u^ Vy ed ha per discri- 
minante 

8 = do 6i Ci -f- di &o Co — (io di =: (do — bo) (do — e©) =: (di — bi) (di — cj; 

• 2 9 

a causa di a^ + ai ^ 1 , valore di 8 si può scrivere 

(do bl Ci .+ di bo Co) (oo H- ai) — do di , 
oppure 

5 = («0 h ^0 ^i + «1 ^1 ^1 ^o)* + ('^o ^0 ^0 ^1 — «1 *i ^1 ^o)* — ^0 d? 

Q O A 

e siccome per la (7) il primo quadrato eguaglia do di A , si conchiuderà 

«o^o^^l --«i^i^^o = — ^^s + dJdMi-A*). 

Prendendo l'incognita ausiliaria b^c^u — b^c^v z= t, ed unendovi 1* equazione 
lineare del sistema (8), si deducono 

per i quali valori la quadrica (8) diviene 
(I + A)<«_2«(d^a/,c, - d,a, é„c,) + (l — A)(d* jj cj + 4 »? cf) =0; 
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osservando il suo dìscrimìnanto equivalere a 

5 + df dj (l - A*) — (1 - A*) (8 + 4dTj = A* 8, 

avremo le radici t =: — y— ^--»— » -L-« ^ r ; Q^de con semplici ri- 

1 + /i 

duzioni fatte mediante la (7), le formule (6) si esprimono 

(l + h) cos a? cos y = a^ d^ + b^c^^:-^ j/l^ 

(9) l' _ 

(l 4- a) sen a; sen 1/ = a^ d^ + ^i Cj i;i — - y 8; 



che aggiunte e sottratte membro a membro conducono ai valori di cos(» — y) 
e di "COS (a? + y). 

Premettiamo le note relazioni 

(10) 8 = sen*& sen*c scn*— , a^d^ + ^i^i = cosa, a^d^ — a,rfj = cos(|) — a), 

^0^1 "l" ^1^0 ^^ 8en(p — a) , a^jd, — a,djj = sena . 

sen(p — fl) + sena 



xTiuibipiiuauu 


tu 


a t 


tue a uuo X cguagjiau/ic 1 ^^ o 




Mo = 


nen 


(P 


— a) — sena ^ cos (6 — e) + cos(p — 


«) 






2 ' Vo— 2 


7 








cos(& — e) — 00% {p — a) 
Vi — 9 




si troverà 











a^jd, . &jjCq + ^1^0 • ^1^1 ^^ "o" [sena cos (p — a) + sen(p — a) cos (6 — e)] = 

1 1 

-j- [sen (2a — p) -{- ^n (2 & — p) -j- sen (2c — p) + seni?] = -^ senp + 

sen (p — a) sen (p — b) sen (p — r:) ; avendo applicata T identità goniometrica 

sen (m-\' n — /) + sen (n 4- ^ — ^) + 8d (m + ^ — w) ^ sen (/+*'* + ^) + 

4 sen i sen m sen n e sostituitovi lz:=p — a, m^p — &, n=zp — e. 

Ne segue la relazione 

«0 ^0^0 , «, *,Cj _ j 2sen(p — a)sen(p — &)sen(p— e) 
d^ d^ *" senp 

ovvero (11) A^ 1 + 2tang*r; 

dove r significa il raggio sferico del cerchio iscritto nel triangolo ABC. 
Così dalle formule (9) sì traggono 

sen(p — a) A 

(12) cos (oo -{■' y) zzz cos* r cos (p — à) ^ cos*r sen o sen e sen -^ =: 



cos* r cos (p — o) + 



sen^r 



sen- 
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aen^r 



e cos(a? — y) = cos^r cos(p — b) cosip — e) -|- — -5- 

sen — • sen — 

Mediante la prima di queste eguaglianze il Prof. Mertcns estese la costruzione 
del Malfatti al triangolo sferico, perchè det li a, p, f gli archi 1 A, IB, /C di 

cerchio massimo congiungenti i vertici A, B, C col polo / del cerchio iscritto 

A 
si hanno per l'arco a le proprietà cos oc = cos r cos (p — a), sen r z= sen oc sen — ; 

onde a causa di ao + y zzzp — 03^ — ^ta^ la surriferita equazione (12) diverrà 

cos(p — tój — o)j) = cos a cos r i sen a sen r e si dovrà prendere il segno 

inferiore, deducendosi dalla figura p — w, — c«)j>-p — a>a — r; dunque 

sarà p — «Oj — Wj := a + '% 6 similmente p — u)j — CO3 ^ p + ♦"» P — ^'^a "" 

l' + P — ^ — (*4-y) 
(0, = Y + ^ » dalle quali otteniamo tOj :=: , 

p + y — r — (a + P) P + ^ — r — (^ + f) 

«'2 — 2 • * 2 

(Conft'nua). G. Bellàcchi. 

Sulla simmetria in alcune dimostrazioni della geometria ele- 
mentare. — 1 • Accade spesso in geometria che una stessa proprietà sia relativa 
a più enti geometrici, i quali entrano nello stesso modo a far parte delFenun- 
ciato della proprietà stessa. Per cosiffatta proprietà si potrebbe, a priori, pre- 
tendere che la dimostrazione fosse, in certo modo, equamente distribuita rispetto 
a quegli enti, cioè tale che in essa gli enti stessi fossero ugualmente considerati. 
Invece, non di rado avviene che la dimostrazione dia la preferenza a qualcuno 
di essi; e ciò è artificioso. 

2. Per primo esempio, considero il teorema : la somma degli angoli di ogni 
triangolo è uguale a due retti, nel quale appunto succede che i tre angoli di 
cui si tratta entrano in modo simmetrico neirenunciato. Questo teorema si di- 
mostra ordinariamente come segue: 

€ Sia ABC il dato triangolo, e si prolunghi uno dei lati, per es., B C, in D, 
Poi pel punto C si conduca la semiretta CE ugualmente diretta alla BA, ecc. ». 

In questo modo si viene a costruire attorno al punto C la somma degli 
angoli del triangolo. Ma, nel ragionamento che si fa, gli angoli del triangolo 
non sono considerati ugualmente; accade cioè che i tre angoli formati attorno 
al punto C sono uguali a quelli del triangolo per ragioni tutte differenti: Tan- 
golo BCA è uno degli angoli del triangolo; l'angolo AC E è uguale & C AB 
perchè alterni intemi rispetto a parallele ; e Tangolo ECD è uguale ad A^C 
perchè corrispondenti rispetto alle stesse parallele. 

3. Proviamoci a dimostrare il teorema in modo che i tre angoli abbiano 
la stessa parte nel ragionamento. 

Per un punto qualunque D del lato BC si conducano le semirette DE, DF 
ugualmente dirette alle AB, AC. Allora si viene a costruire attorno al punto 
D la somma degli angoli del dato triangolo. Ma, poiché si è data la pre 
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ferenza al lato BC^ neppure in questo modo la dimostrazione è imparziale. E 
ciò è tanto vero che per dimostrare che i tre angoli formati attorno al punto 
D sono rispettivamente uguali a quelli del triangolo, occorre basarsi su prin- 
cipi diversi; dire cioè: EDB z= ABC, CDF z:^ BCA perchè alterni interni 
rispetto a parallele; FDE = CAB perchè aventi i lati ugualmente diretti. Non 
si ottiene dunque una dimostrazione imparziale prendendo il punto D sopra uno 
dei lati del triangolo. 

Prendiamo allora il punto D comunque nel piano ABC, e conduciamo per 
esso la retta EF parallela alla BC, e le due semirette BHy DK ugualmente 
dirette alle J?A, CA. Otteniamo cosi attorno al punto D la somma degli angoli 
del triangolo ; ma, neppure in questo modo, la dimostrazione sarà del tutto im- 
parziale. Invero si dovrà dire: HDF z=. ABC, EDK ^= BCA perchè hanno i 
lati ugualmente diretti ; K DE =z CAB perchè hanno i lati diretti in senso 
contrario. 

Per avere una dimostrazione completamente imparziale siamo cosi condotti, 
quasi naturalmente, a fare il ragionamento seguente. Per un punto qualunque 
D del piano ABC si conducano tre rette rispettivamente parallele ai lati del 
dato triangolo. Si formano così, attorno al punto D sei angoli, di cui tre non 
consecutivi sono eguali a quelli del triangolo perchè hanno con questi i lati 
ugualmente diretti, e gli altri tre sono pure essi uguali ai lati del triangolo 
perchè opposti al vertice dei primi tre. Attorno al punto D e' è quindi il doppio 
della somma degli angoli del triangolo; ma la somma degli angoli attorno ad 
un punto è 4 retti, perciò quella degli angoli del triangolo è 2 retti. 

4. Se Tordinaria dimostrazione di questo teorema si pone ora in confronto 
con Tultima, si vedrà subito quanto nella prima vi sia d^artificioso. In essa, la 
costruzione necessaria viene, in certo modo, a rincantucciarsi in un punto par- 
ticolare del piano, mentre può farsi in un punto qualsivoglia che, se si vuole, 
può anche essere fuori del piano ('). 

Sfogliando qualunque trattato di geometria elementare, il lettore può trovare 
una quantità di teoremi le cui dimostrazioni, come quella del precedente, non 
sono equamente distribuite rispetto agli enti che vi entrano ugualmente. Gliene 
indico alcuni. 

5. La dimostrazione del teorema: ciascun lato di un triangolo è minore 
delia somma degli altri due, come si trova in Euclide, e in quasi tutti i libri 
di testo, non è simmetrica. E invece simmetrica la seguente. 

Nel triangolo ABC debbasi dimostrare ad es. che BC <i CA 4- AB, Con- 
ducasi la bisettrice dell* angolo A che incontri in D il lato BC, l'^sssendo 
^BBA > ^CAD è anche ^BDA > ^BAB, quindi BB < AB. Nello 
stesso modo si prova che DC <. CA, quindi BB + DC <i CA 4- AB, ossia 
BC < CA-h AB, 

6. Prop. VI del libro XI d'EucuDE : se due Imee rette sono perpendicolari 
ad un medesimo piano^ saranno parallele tra loro. La dimostrazione d'Euclide, 

(*) Nella geometria del Dk Paous potrebbe essere posta questa dlmostroEloue, senza che fove 
necessario premettere altro. 
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che, nella sostanza, sì trova riprodotta tale e quale nella maggior parte dei 
nostri libri di testo, dà la preferenza ad una delle due rette date, mentre queste 
sono contenute egualmente nell'enunciato. 

Ecco ora una dimostrazione simmetrica del teorema. 

Si premette : « se dal piede di una perpendicolare ad un piano si conduce 
« la perpendicolare ad una retta qualunque del piano, quest'ultima retta è per- 
« pendicolare al piano delle prime due. > 

Ciò posto, sieno AB, CD due perpendicolari al piano a nei punti B e D. 
In un punto qualunque E delia retta BD si conduca nel piano et ìsl EF per- 
pendicolare A B D, Pel teorema premesso, i due piani AB E, CDE sono per< 
pendicolari alla EF nello stesso punto E^ quindi coincidono ; opperò le due 
rette AB, CD giacciono in uno stesso piano. — Esse poi non s'incontrano 
perchè entrambi perpendicolari a AD (*). 

7. Teorema relativo alla minima distanza di due rette sghembe. Nella ordi- 
naria dimostrazione di questo teorema, si conduce per una delle due rette date 
il piano parallelo airaltra. Basta questa costruzione, perchè la dimostrazione 
non sia equamente distribuita rispetto alle due rette date. 

Per fare una dimostrazione imparziale, si potrebbe condurre per ciascuna 
di esse il piano parallelo all'altra; poi proiettare ciascuna retta sul piano pas- 
sante per Taltra. L'intersezione dei due piani proiettanti è la perpendicolare 
comune alle due rette. 

Oppure, si potrebbe condurre per un punto qualunque il piano parallelo 
alle due rette sghembe, e proiettarle poi ambedue su questo piano L* interse- 
zione dei due piani proiettanti è ancora la perpendicolare comune alle due rette. 

8. In ogni triangolo , la bisettrice di un angolo intemo divide il lato op- 
posto in parti proporzionali agli altri due lati. L' ordinaria dimostrazione di 
questo teorema non è simmetrica. 

Eccone una simmetrica. 

Nel triangolo ABC, sia AD la bisettrice dell'angolo A. Sieno E, F le 
proiezioni dei vertici B, C sulla perpendicolare ad AD condotta per A. Pel 
teorema di Talete: 

BD: DC=:AE:AF; 

per la simiglianza dei triangoli AB E, ACF: 

AE: AF=AB : AC; 
quindi 

BD: DC=AB: AC. 

Si potrebbero proiettare ì vertici B e C sulla stessa AD e si otterrebbe 
una dimostrazione poco differente dalla precedente. 



(*) Questa dimoBtraztoae fa da me eomnnicata tempo fa al cfaiar.mo Prof. A. Faivofbb che 
la Intiodas^e, in laogo di quella d*Eaollde, nella ma geometria pel Licei (À. FAiForiiR : Geometria 
ad tuo dei Hcei. — Venesia, Tip. Emiliana, 1894). 
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La proprietà relativa alla bisettrice esterna può essere dimostrata in modo 
analogo. 

9. Avrei potuto indicare altre proprietà, ma bastano le precedenti per richia- 
mare Tattenzione del lettore sopra un argomento il cui s tudio può, senza dubbio, 
riuscire molto utile per Tinsegnamento. 

Fermo, mano 1896^ 

Corrado Giambbrlini. 

A proposito della quistione 244*. — La quistione 244* è un caso 
molto particolare del problema seguente : Determinare Varea del poligwio avente 
per vertici i centri dei poligoni regolari della stessa specie^ costruiti sui lati 
di un poligono qualunque inscritto in un cerchio, esternamente a questo poli-- 
gono " che passo a risolvere. 

Sia A^ A^ , . , A^ il poligono fondamentale, R il raggio del cerchio O ad 
esso circoscritto ed 12^ il raggio del cerchio O^ circoscritto al poligono costruito 
sul lato Aj^__^ Aj^, 

Per il punto si conducano due perpendicolari che sceglieremo per assi 
coordinati e sia A^ il punto in cui Tasse OX incontra il cerchio circoscritto 

al poligono A^A^ A^. Posto ^ A^O A^ = 6j , ^ A^O A^ = 6^ .... 

A^OA^==0^, osservando che gli angoli e il numero m dei lati di ciascun 
poligono esterno a quello primitivo determinano il problema, si hanno intanto 
le eguaglianze 

P = i2 cos — *----^=^ , A^P=Rsen -^— — *-^» 

T. ^k. — K i K — K, '^ 

R sen — * — — *=^ R sen — * — ^ *— ' cos — 

2 ^ 2 m 

R.= , O.P = » 

sen — sen — 

m m 

dove P indica il punto medio del lato Aj^_^ Aj^ . 

Se ora si indicano con o?^, y^ le coordinate del punto 0^, dalle relazioni 
precedenti si trae senza difficoltà 



22 sen / 


,2 ^ m) 


1 eoe ^» -^J'^i- 


** 

Rsen 
ti ^~" 


sen — 
m 


)8en ®*-Ì-®*-» 


9h — 


sen — 





m 



Ma l'area 5 del poligono avente per vertici i punti 0, [a?, , y J, 0, [co^ , y^\ . . . 
^nt^n'i'nl' com' è noto, è data da 

1 * 
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epperò sostituendo si ricava dopo alcune riduzioni. 

5= 2-sen -2:,sen(-^*^+-)^a(-^--|— *H--) sen-^^^ [1] 

che è la formola cercata. 

Osservazione i^. Il procedimento seguito è applicabile, salvo una jninore 
semplicità di risultato, alla risoluzione del problema analogo che risulta dal sup- 
porre che i polìgoni regolari costruiti sui lati del poligono fondamentale non 
siano tutti della stessa specie. 

Osservazione 2^. E notevole il caso in cui il poligono fondamentale è re- 
golare e si ha in pari tempo m=.n. Allora la [1] diviene 

2t: ^ ir 

5' = 2 n /2" sen cos' — . 

n n 

e poiché Tarea 5 del poligono fondamentale è 

O = -r- n K* sen » 

^ n 

risulta infine 



5 1= 4 o cos' — • 

n 



G. Candido. 



Sui piani elle tagliano un triedro qualunque secondo triangoli 
equilateri. — Alla quistione seguente: Dato un triedro qualtmque determi- 
nare^ se è possibile, mediante la geometria elementare la direzione dei piani 
che toglierebbero il triedro secondo triangoli equilateri, posta hqW Intermediarie 
des Mathèmaticiens (t. I, n® 263, p. 147), è data nel periodico stesso una breve 
risposta (t I, p. 223) nella quale viensi a concludere che il problema non am- 
mette in generale soluzione nella geometria della riga e del compasso. 

Mi propongo in questa piccola nota di esaminare i casi particolari più notevoli 
nei quali il problema ha soluzione elementare, partendo appunto dalla soluzione 
generale. 

1. Su ciascuna delle costole del triedro Y {ABC) sia fissato il. senso positivo 
ed il senso negativo come se si trattasse di tre assi coordinati coirorigine inV; 
A,B,C siano tre punti comunque presi sulle tre costole ed ^,m,n siano, rispet- 
tivamente, le loro distanze, positive o negative, dal vertice V. 

Le tre facce del triedro siano : 

BVC=(i,CVA = p,AVB = ^ 

Si tratta di determinare il numero e la posizione dei piani che uscendo da 
un punto di una costola tagliano il triedro secondo triangoli equilateri. Visto 
che due piani paralleli tagliano un triedro secondo triangoli simili e che, evi- 
dentemente, il problema presenta le stesse fasi qualunque sia la costola su cui 
si sceglie il punto donde debbono uscire i piani suddetti, è lecito assumere per 
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semplicità l=z ì e di considerare i piani che tagliano il triedro nel modo già 
detto passanti per A. 

2. Sia ABC un triangolo equilatero e k sia la lunghezza del suo lato : 
considerando allora successivamente i triangoli A YBy B VC^ CVA, per un noto 
teorema di trigonometria, si deducono le seguenti equazioni : 

1 -4- m* — 2mco8Y = A* [1] 

1 + n« — 2n cos p = A« . . . . . . . [2] 

»w* -|- n' — 2 mn cosa = A* [3] 

Da queste eliminando k si ottengono due equazioni tra i parametri m ed n 
individuanti i piani dei quali si va in cerca e dopo ciò il problema può consi- 
derarsi risoluto. 

Per fare Taccennata eliminazione, nella [3] sostituiamo successivamente i 
valori di A* dati dalla [2] e dalla [4]; consegue il sistema: 

m' — 2 mn cos a + 2ncosp — 1=0 . . . . [!'] 
n* — 2 mn cosa + 2?n cos Y — lz=0 .... [2'] 

Dalla [ 1 '] ricavando il valore di n si ha : 

m«— l 

n = 57 — Q. [3] 

2 (m cos a — cos p) 

Sostituendo questo valore nella [2'] e facendo tutte le riduzioni si arriva alla 
seguente equazione di 4^ grado: 

(1 — 4cos'a)m^ -|- 4cosa(cosp 4- 2 cos a cos y) m** — 2(1 ■+- 8cos acospcosY)»** 
-4-4 cos P(cosa4-2cospcosY)mH- l — 4cos*p=r0. . . [4] 

3. E notevole una certa analogia che questa equazione ha colle equazioni 
reciproche, giacché i coefficienti delle potenze di m equidistanti dagli estremi si 
mutano l'uno nelPaltro col semplice scambio delle lettere a e p. La [4] diventa 
un*equazione reciproca se si suppone a ^ p od anche oc = p:=Y, quindi men- 
tre il problema proposto è in generale del 4^ grado, si riduce al 2' grado se 
il triedro ha due facce ttguali o tutte e tre le facce uguali. 

Il grado della [4] potrà abbassarsi al secondo anche in altri casi, come p. e. 
quando siano nulli i coefficienti di m^ e di m contemporaneamente : perchè 
questo accada basta che si abbia 

cos a = 0, cos p = 0, cioè a = 3 = 90« 

ossia basta che si tratti di un triedro birettangolo ; oppure basta anche che sia: 

cos p 4- 2 cos a cos y = 0» cos a -+■ 2 cos p cos y = 

il che in generale ha luogo ancora per a =: p = 90*^, ma può aver luogo e in 
infiniti modi, per valori di (x. e ^ diversi da 90" quando sia: 

1 2 cos Y 

2 cos Y 1 
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1 

cioè : cos Y :^ i — e perciò y = 60 o y = 120**. Allora dovrà aversi : 

per Y = 6^ ^ c^s a + cos p = ossia a 4- P = 1 80* 

per Y ::= 120°, cos oc —-cos p =z ossia a := p. 

Infine osserveremo che il coetficiente di m* si annulla per a = 60^* o per 
a =120^ e che il termine noto della [4] si annulla pur esso per p=:60° o 
per p= 120*; sicché in ognuno di questi casi l'equazione si abbassa al 3^ grado, 
ossia ha una radice infinita nel primo caso ed una nulla nel secondo. Che se 
poi i due casi si verificassero simultaneamente Inequazione si ridurrebbe al 2* 
grado e si avrebbe una soluzione infinita ed una nulla. 

4. I casi in cui il problema è indeterminato corrispondono ai sistemi di va- 
lori di a, p e Y P^i quali i coefficienti della [4] sono simultaneamente nulli, e 
perciò dovrà aversi : 

cosa = zz-r-» cosp = :±:— » cosy = — -^* 

Ma avendo riguardo al coefficiente del termine medio che è 1 +8co8aco8pco8Y 
si vede subito che i sistemi di valori possibili per a, B e y debbono esser tali 
che dei tre coseni due siano positivi ed uno negativo ovvero siano tutti e tre 
negativi. Ora nel secondo caso si avrebbe a=:120*, p=120^ y= ^^0* ^ perciò 
a + p + Y^^^^^^ ^^ ^^^ ^ ^^ escludersi, e nel primo caso si avrebbero due 
facce del triedro di 60® ed una di 120* il che pure è da escludersi non cor- 
rispondendo, come il caso precedente, che al sistema di tre rette concorrenti 
di un piano. Pertanto giova osservare a questo punto che le [T] e [2'] e per- 
ciò la [4] sono anche atte a risolvere il seguente problema: Date tre rette con- 
corventi in un punto e giacenti in un piano e fissato su una di esse un punto 
determinare i triangoli equilateri con un vertice in questo punto e gli altri 
due sulle altre due rette. 

Anche questo problema ha evidentemente quattro soluzioni in generale ed 
i due casi testé accennati sono appunto quelli in cui esso è indeterminato, come 
può dedursi assai facilmente anche con processo geometrico. Ebbene in tal caso 
8Ì è condotti al seguente teorema : Presij a partire dal vertice^ due segmenti 
qualunque sui lati di un angolo di Ì2C^ e un segmento itguale alla loro somma 
algebrica sulla bisettrice di questo angolo^ gli estremi di questi tre segmenti 
sono sempre i vertici d*un triangolo equilatero. 

F. Mariantoni 



Sulla definizione di divisione. — Rammento la ben nota definizione 
«. moltiplicare un numero (moltiplicando) per un altro (moltiplicatore) vuol dire 
formare col moltiplicando un numero (prodotto), operando nello stesso modo che 
si è operato con Tunità, per formare il moltiplicatore ». Ora essendo la divi- 
sione Toperazione inversa della moltiplicazione, si potrà studiarla partendo dalla 
seguente 
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Definizione : Dividere un numero (dividendo) per un altro (divisore) vuol 
dire formare con Vunità un numero (quoziente)^ operando nello sfesso modo 
che si è operato col divisore per ottenere il dividendo ('). 

L* importanza di questa definizione consiste in ciò che essa ci fornisce diret- 
tamente le regole della divisione. Dalla posta definizione risulta che il dividendo 
è formato col divisore nello slesso modo che con Tunità è formato il quoziente. 
Di qui si ricava il 

Teorema I. — 21 dividendo di una divisione è sempre uguale al prodotto 
del divisore per il quoziente. 

Sia dato p. e. da dividere 13 per 5. Il 13 si ottiene da 5 facendo la somma 
di 5 + ^ 6 (li ui^A parte del 5 formata scomponendo questo nelle sue unità 
(che per definizione sono tutte identiche fra loro), e prendendo 3 di queste. Per 
poter fare altrettanto con Tunità conviene assumere la seguente 

Convenzione. — Uunità può considerarsi come V insieme di un qualsiasi 
numero di parti fra loro eguali^ parti che si chiameranno sedicesimi se sono in 

numero di 16, ed ognuna di esse si indicherà col simbolo — , e quindi 7 di 

7 
esse col simbolo y^ ecc., ecc.. E qui possono sottintendersi le definizioni e le 

proprietà fondamentali delle frazioni. 

3 3 

Ciò posto il cercato quoziente sarà 14-l-+--^ = 2-l--j^, ed essendo 

1 :=! 5 quinti, ed avendosi per ipotesi 54-5-4-3t= 13, sarà 5 quinti 4- 5 

13 13 4 

quinti -I- 3 quinti = — , cioè 13 : 5 = -^ ; si ha poi immediatemente 4:7= — • 

Vicev 1 3 4 

©rsa ~ = 13 : 5, - := 4 : 7. Quindi il 

Teorema li. — Il quoziente di due numeri interi si può porre uguale ad 
una frazione avente per numeratore il dividendo e per denominatore il divi- 
sore; e viceversa ogni frazione può considerarsi come il quoziente del nume' 
ratore per il denominatore. 

Tralasciando qui di parlare di quoziente incompleto, vediamo invece come si 

possano ricavare le regole della divisione con frazioni. Sia da dividere un nu- 

a 
mero qualunque m per una frazione -r- (a, ft interi), dove supporremo b=\. 



(*) SI paò obbiettare cbe questa deflnisione cosi esposta contenga un eerto grado dHndetenni- 
natessa. Qnesta indetenninatessa, che la proposta deflnizione ha in comune con quella sopra eltsta 
per la moltiplieaiione, consiste la ciò che non è tracciata la via per la qn«le devesi intendere 
prodotto il (llyidendo mediante il diTiaore, come nella detta deflnisione di moltipllcasione noa è 
tracciata la v a per la quale si deve Intendere prodotto il moltiplicatore mediante Tunltà (ed evi. 
deotemente partendo dall^uoità in più modi, ed anche ben diversi Tano dairaltro, può formarsi un 
dkto numero). Questa indeterminatesKii si può togliere in ambedue i casi, ed ansi potrei far vedere 
che, tolta qaella per la moltipllcasione, rimane facilmente tolta anche Taltra, ma siccome appunto 
per questo le os^ervar.loni a ciò oppo tane riguardano prima la mnltipllcasione che ladlvlsone^e 
di più sono tali da condurre a conslderaaionl d* indole più estesa di quella Inerente a questa bre- 
vissima nota, che non ha altra pretesa tranne cbe di porre in evidenza un punto di vista sotto il 
quale si può considerare la divisione in armonia con no punto di vista sotto il quale in moltissimi 
trattati viene considerata la moltiplicazione, cosi credo opportuno di rimandare tali osservaTionl ad 
altra occasione, tanto più che rindeterminatpsxa in dlseorso è soltanto di forma anziché di soetansa. 
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quando vorremo che il divisore sia un numero intero. Dobbiamo con T unità for- 

a a 

mare il quoziente come con -j- sì forma m. Perciò si scompone — (rispettiva- 

1 / 1\ 

mente Tunità) in a parti uguali, e si ha — (rispettivamente — 1 , e se ne pren- 

b I b\ 

dono & e si h -7- = 1 (rispettivamente — Le poi nello stesso modo che si 

b 

continua ad operare con 1 per formare m si deve continuare ad operare con — 

e 

b 
per formare il quoziente, il che vuol dire che il quoziente ò il prodotto di — 

a b 

per m, cioè: m:-r = — »». Perciò abbiamo il 
*^ b a 

Teorema III. — Il qttoziente di un numero qualunque per un numero in- 
tero frazionario è uguale al prodotto del reciproco del divisore (cioè del numero 
che si ha dal divisore scambiando il numeratore col denominatore) per il divi- 
dendo. 

Veniamo ora a stabilire direttamente la regola dei segni della divisione. 
Sia m un numero qualunque positivo negativo (intero frazionario), ed a un 
numero positivo. Allora per ottenere m da a si fa con quest* ultimo un certo 
numero di scomposizioni e composizioni, alla fine delle quali si otterrà il valore 
assoluto di m, valore che va preso col segno + come esso risulta se m è po- 
sitivo e se no col segno cambiato. Facendo le stesse scomposizioni e composizioni 
a partire dalFunità, si arriva ad un certo numero positivo che va preso così 
come risulta se m è positivo e col segno cambiato se m è negativo. Facendo 
un analogo ragionamento nel caso in cui il divisore sia un numero negativo si 
arriva al 

TEOREMA IV. — Il valore numerico del quoziente è indipendente dai segni 
dei termini della divisione; se il divisore è positivo il quoziente ha lo stesso 
segno del dividendo, se il divisore è negativo il quoziente ha il segno contrario 
a quello del dividendo. 

Dalla posta definizione risulta poi immediatamente m: ì =sm, m: — 1 = 

— m, ecc., ecc.. 

„ . ,o„- Palatini Francesco. 

Foggia, 1896. 

■!■!■ 



SOLUZIONI DELLE QUISTIONI 
192**, 237**, 241**, 242**, 243*, 244*, 245, 246*, 

248*, 249* e 250 



192**. Il luogo dei punti di Lemoine dei triangoli inscritti in un cerchio 
ed aventi un lato comune A B & un ellisse, interna al cerchio e tangente ad 
esso nei punti A a 6, il centro della quale è equidistante da X e B. 

Chiamando o> Vangelo opposto ad AB nel triangolo variabile, r il raggio 
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del cerchio e posto tan <]/ s= — sen co, dimostrare che i semiassi di questa 

ellisse sono 2 r sen ^, 2 r sen^ *^. Costruire V angolo ^ supposto noto (o. Ricavare 
il teorema duale, (F. Mariantoni). 

Dimostrazione del Sig. G. Gattucci, studente nella R. Università di Napoli. 

Sia il circolo, M il vertice mobile del triangolo; e siano AD^ BD le 
tangenti al circolo in A e B, P e P' i punti d'incontro di esse con la tan- 
gente in M, 

I punti P, P' descrivono sulle tangenti fisse due punteggiate proiettive al 
variare di M sul cerchio. Tali punteggiate vengono proiettate da B ed A secondo 
dne fasci proiettivi di cui i punti d* incontro K dei raggi corrispondenti come 
BP, AP' sono, per una nota proprietà, ì punti di Lemoine del triangolo va- 
riabile ABM. Segue da ciò che il luogo di questi punti è una conica e più 
precisamente una ellisse, interna al circolo, poiché i punti K cadono evidente- 
mente entro il cerchio 0. Inoltre quest'ellisse è tangente in A e B alle AB, 
DB, che sono i raggi dei due fasci corrispondenti alla congiungente dei centri 
A, B, quindi tangente in questi punti anche al cerchio. 

Per trovare Tequazione dell'ellisse considerata si prendano come %ssi coor- 
dinati AB, OD; l'equazione del circolo è 

»* + (y — rcosw)' — r' = 0, 

quella della retta AB, y = 0, perciò Tequazione dell'ellisse, bitaogente al cir- 
colo secondo AB: 

„^ ^(y — rcosto))* ^ r« — Ay« = C), .... [1] 

ove A è un parametro da determinarsi. A questo scopo cercheremo le coordi- 
nate del centro della conica, di cui evidentemente un asse cade nella direzione 
OD, determinando i punti in cui essa taglia OD, 

Si conducano per le intersezioni C, C del cerchio con OD, le tangenti 
al cerchio, che incontrano BD in E, If, un vertice sarà K^OD, A E, l'altro 
sarà K'^^OD, AE'. Posto L^OD, AB e chiamando N il piede della per- 
pendicolare tirata da £ ad A B, si ha: KL = {EN . AL) : AN e poiché EN = 

1 4- cos u) 4- sen' to) 

CL = rlì -h cos (I)), AL ^ r sen ta, ANsssr ; segue 

^ ' sen (1) ° 

sen- 0) (1 4- cos w) 

KL = r —T—r ; 1 

1 4- cos o) 4" Ben* o) 



Similmente si trova 

LK' = r 



sen' (0(1 — cos co) 



1 — cos iti 4- sen* w 
Siccome K e K^ giacciono da bande opposte di A B V ordinata y' del cen- 

(*) Salmoi : Setioni eonieh*, % 858. 
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tpo Q della conica, punto medio di KK\ sarà 0L== —(KL — LK^ = 

(3 \ sen (o 

i H i — 1, onde posto tanj/ = — 7^—, risulterà infine, Q L = 
sen* to) / " ' ^3 

r cos (0 sen' ^. 

Ora poiché le coordinate so, y del centro della conica debbono annullare le 
derivate pai*ziali del 1* membro della [1], si avrà (1 — h)y' — rcos(os=0 
e perchè y' z=s QL =^ rcosw 8en*<j; segue A = — cot*^; risulta cosi determi- 
nato il parametro h e Tequazione definitiva della conica diviene 

i»* + (l + cot*<}/)y* — 2rcoa(i) . y — r*sen*a) = 0. . . [2] 

Uno degli assi dell'ellisse è evidentemente 

„„, o i 1 + cos 0) 1 — cos U) 

KK =3 r sen* u) 



1 H- cos o) 4- sen* a> 1 — cos w H- sen* w 

sen* (I) 



4 r : ( 1 H 5^ — ) = 4 r sen* d/, 

\ sen* Ci) / • 



l'altro asse si ricava da questo moltiplicando per f^ 1 + coi* <]/, per cui sarà 
4 r sen* ^ . r = 4 r sen ^. 1 due semiassi sono quindi a = 2 r sen '^ e 

6 = 2r sen*ij/. 

L*angolo «]/ si costruisce subito conducendo da K la parallela ad AB, a 
tagliare il circolo in T, Si ha così ^ iC TL = ij/. Infatti dal £^KLT segue 

tan* u^ = -_—-—«- = 7— ^r ,9 ed osservando che OL ^ r cos a> e so- 

stituendo a iCZ» il suo valore già trovato in funzione di a», risulta dopo alcune 

sen* o) 

riduzioni tan* ^ = — • 

o 

Il teorema duale a quello dell'enunciato, che per brevità ci limiteremo ad 
enunciare, è il seguente: L'inviluppo delle rette di Lemoine Q dei triangoli 
inscritti in un circolo ed aventi un lato comune A B, è una conica esterna al 
circolo e tangente ad esso nei punti A, B. Questa conica è un'ellisse^ una pa- 
rabola od una iperbole secondo che o) = 60^ ; il suo centro, quand* esiste^ è 
equidistante da A e B, 

237'. Dimostrare che Verrore che risulta nel calcolo deVa radice d'indice 
qualunque d'un numero maggiore dell'unità^ è minore dell'errore del radicando, 

(G. Peano). 

Dimostrazione del Sig. G. Vitali alunno deiristituto tecnico di Ravenna. 
Se a è la radice ennesima esatta di un numero maggiore di 1, & una radice 
approssimata, Terrore della radice sarà \a — b\, quello del radicando | a** — 6*| . 

(*) Polari rlipetto al eireolo del punti dt Lemoine. 

sa 
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Ora 

a" — 6* = (a — b) (a*-* + a*»-*ft + .... + aft"-* + b"^), 
quindi 

I a*» — ò»* I = I a — & I (a**-* + a*-*ft + ....+ a6*»-* + 6*-*). 

Ma poiché è a* > 1, si ha pure a > i, a*^* > 1, perciò 

\a — b\ (a*^* + o*-'& 4- .... 4- aft*-« + &•*-*) > | a — 6 | 

e per conseguenza 

I a* — &* I > I a — & I . 

Nel caso poi che la radice approssimata b non sia inferiore ad I , ciascuno 
degli ultimi n — 1 termini deirespressione a**—* 4- a**~'6 4- .... + ft**~* non 
sarà inferiore ad 1 e perciò tutta Tespressione sarà maggiore di n. In tal caso 
adunque Terrore della radice, dovuto aWerrore del radicando, è inferiore ad 

— deirerrore del radicando, 
n 

241**. T>ate due rette OX, OY, e un punto P, intomo a cui ruota una 
secante variabile APB, dimostrare che il luogo del centro del circolo circo- 
scritto al triangolo A B é un' iperbole i cui assintoti sono perpendicolari ad 
OX, OY. (G. Scorza). 

Dimostrazione del Sig. M. Ascoli, studente al Politecnico di Milano. 

Data una secante qualunque APB i punti medi A^, B^ delle corde OA^ 
B del cerchio circoscritto al /\ O A B, si ottengono conducendo per P^ , punto 
di mezzo di P O, la parallela ad A e il centro del cerchio stesso conducendo 
per A^, B^ le perpendicolari ad OX^ OY, ^ S^% S^^^ sono i punti all'oo 
di queste due perpendicolari, i punti del luogo cercato sono intersezioni dei 
raggi omologhi dei due fasci proiettivi S^, 'S'^ oo ♦ ^^^ concentrici né prospet- 
tivi poiché la congiungente S^ S^ ^ non ò un raggio unito, ottenuti proiet- 
tando le punteggiate prospettive OX, O T il cui centro di prospettiva è P, , 
Perciò il luogo é una conica e poiché essa possiede due punti ali* oo in dire- 
zione diversa, che nascono quando la secante variabile é parallela all'una o al- 
l'altra delle due rette, essa è un' iperbole. 

Gli assintoti sono i raggi omologhi della retta <S^ S^ ^ ossia della retta 
air oo del piano, considerata come raggio del fascio S^ o del fascio 5, ^ ; sono 
dunque le perpendicolari ad OX, OY passanti per i punti limiti delle due 
punteggiate prospettive OX, OY ài centro P, Q. 

Ad una dimostrazione analoga alla precedente il Sig. Prof. V. Retali aggiunge 
le seguenti osservazioni: 

1' Un fascio di coniche abbia uno dei suoi punti base M sopra la retta 



(*) Una dlmoatrAclone MMUnxUlmente analoga pervenne dal Sig. E, Xarehi, studente nella 
Regia Università di Plaa. 
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OX^ un'altro N sulla Y^ e siano P e Q gli altri due punti-base: se A e B 
sono i due punti in cui una conica variabile del fascio sega ulteriormente OX 
e y, il luogo del centro del cerchio circoscritto al triangolo OAB è una 
iperbole i cui assintoti sono perpendicolari a OX e OY, (Infatti A e B segnano 
sopra OX e Y due punteggiate proiettive ecc.). Assumendo il punto base Q 
sulla retta MN si ritrova il teorema precedente, come caso particolare. 

2^ In modo analogo si trova che € il luogo ^eirortocentro del triangolo 
OAB ò una iperbole i cui assintoti sono le perpendicolari condotte a OX e 
Y rispettivamente dai due punti ^ e A' in cui le parallele per P ad OX, 
Y segano OY^ OXi^, Questa seconda iperbole passa per i piedi delle per- 
pendicolari calate da P sopra OX e Y. 

Dimostrazioni analoghe dai Sigg. V. Columbo e G. Oalhtcci^ studenti nella 
R. Università di Napoli. 

Essendo Q ed i2 i punti medi dei segmenti A = 2 a, Z? = 2 ò, il centro 
del circolo circoscritto al /\OAB sarà il punto M comune alle perpendicolari 
QM^ RM agli assi OX, Y. Chiamando con oc, y le coordinate di Af, con 
oc, p quelle di P e posto ^ XOy=b)y le equazioni delle rette QM, RM 
saranno rispettivamente 

a=i X ^ ycostt)y b = y-{-x costa [1] 

a y 

e siccome il punto P è sulla retta A B, avente per equazione ^ ^ o h^^^^ 

dev' essere 

tt 6 

*^ = 1 [2] 



2a ' 2b 

Eliminando a e fr fra le equazioni [1] e [2], si ha subito Inequazione del 
luogo cercato, ossia ' 

-t- i , 

2 (» 4" y cos co) 2 (y 4" ^ cos w) * 

od anche 

2 «* cos 0) + 2 a?y (1 + cos* w) + 2 1/' cos w — 

(p + oc cos a>) (9 — (* + P cos w) y = 0; 

e questo luogo, che passa per T origine, è un'iperbole, poiché (1 -f- cos' co)* 
— 4 cos* (o = (1 — cos« co)* > 0. 

L*equazione complessiva delle rette parallele agli assintoti condotte dalla 
origine O, è 

(»' + y*) cos ia + xy(ì + cos* co) = 0, 
cioè le due rette sono 

of -h y cos co = 0, y 4* ^ cos co = 

e queste equazioni confrontate con le [1] mostrano che gli assintoti sono pa- 
ralleli alle QM, RM, quindi perpendicolari ad OX, F, compera facile pre- 
vedere. 



— 176 — 

242**. Data un'iperbole equilatera di centro 0, il luogo del centro d^.l 
circolo circoscritto al triangolo formato dalla tangente aW iperbole in un punto 
fisso P e da due qualunque diametri coniugati^ è una retta perpendicolare 
alla OP nel centro delViperbole (G. Scorza). 

Dimostrazione del Sig. Prof. V. Retali a Milano. 

La tangente in P seghi gli assintoti in A e Bi il cerchio C% descritto 
sopra AB come diametro, ha P per centro, e due diametri coniugati della iper- 
bole equilatera segano la retta A B in due punti D e D' coniugati armonici 
rispetto ad A e B; il cerchio circoscritto al triangolo ODD^ è dunque orto- 
gonale a C* e ha il suo centro sulla tangente in a (?. 

Osservazione. 11 ragionamento precedente dimostra anche il teorema più 
generale < Data un*iperbole (qualunque) di centro 0, il luogo del centro del 
circolo circoscritto al triangolo formato dalla tangente airiporbole in un punto 
fisso P e da due qualunque diametri coniugati è una retta perpendicolare alla 
0P>» Infatti: descritto il solito cerchio C*, di diametro AB, i cerchi orto- 
gonali a C* e passanti per hanno i loro centri sulla perpendicolare condotta 
alla OP nel punto medio del segmento compreso fra e il reciproco di 
rispetto a C'. 

Dimostrazione del Sig. Prof. U. Ceretti a Rieti. 

Sia 09^ — y^s^p^ Tequazione deiriperbole equilatera; ae a e b sono le coor- 
dinate del punto fisso P deiriperbole, rispetto agli assi della curva, l'equazione 
della tangente PP' ali* iperbole è: 

ax ^ by=ap^; [1] 

e se r equazione: 

y = mx [2] 

rappresenta un diametro qualunque, quella del diametro coniugato è: 

X 

y = -r- [3] 

m 

Siano A e B i punti d'incontro dei diametri [2] e [3] colla tangente [l]; si 
ha subito che le coordinate dei vertici del triangolo CAB sono: 



per il punto A, e 



p* mp* 

a — mb a — mb 



mp^ jo* 

X = 7- » y = r- 

ma — ma — b 



per il punto B, essendo : a = y = le coordinate di 0, Per determinare le 
coordinate del centro del cerchio circoscritto al triangolo OAB, si hanno le 
due equazioni: 

(•--,--f',Tr)" + (^-^.-^. )■=-•+.»•• • 
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da cui, eseguendo e riducendo, risulta (1 — m^){ax'i' by) =z 0, donde 

ax + hy =^ 0, 

escluso il caso che i due diametri coniugati coincidano in un assintoto, caso 
per cui si ha m= 1. Questa è Tequazione del luogo cercato, e rappresenta la 
retta passante per T orìgine e perpendicolare alla retta OP d'equazione 

hx — ay = 
nel punto C)» 

Osservazione, La questione si può generalizzare cosi : « Si considerino una 
conica C, due punti M^ ed M^ coniugati rispetto ad essa ed il polo A della 
retta a, che oongiunge M^ con M^^ rispetto alla conica C; si considerino quindi 
i triangoli formati da una tangente fissa t di C, di cui il punto di contatto 
sia IC e da due rette condotte per A coniugate rispetto a C; si costruisca infine 
la conica (f che passa per M^ ed M, ed è circoscritta al triangolo determinato 
precedentemente e si trovi il polo A' della a rispetto a C\ 11 luogo del punto 
A' è una retta che passa per A e tale che il gruppo A (A' K M^M^) è armonico y. 

Si ottiene la questione proposta, prendendo per 3f j ed Jlf ^^ i punti ciclici 
del piano. 

243*. Se nel triangolo ABC si tira la bisettrice AD delV angolo CAB, 
dal suo piede D la perpendicolare DE al lato A G e dal punto E si tirano le 
E G, E F perpendicolari ad AD, A B, dimostrare c?ie si ha : 



DE.EF=2EG 



(V. GOLUMBO). 



Dimostrazioni sostanzialmente analoghe dai Sigg. C. Allumi (alunno del 
R. Liceo d*Ivrea); R. Bancale (Istituto tecnico Lecce) ; E. Benatti (R. Ist. tee. 
Reggio Emilia); E, Biscaldi e F. Mariani (R. Liceo Novara); F. Demartini 
(R. Ist. tee. Alessandria); L, Fabrizi (R. Ist. tee. Roma); E, Marchi (studente 
a Pisa); P. Ramelli (R. Ist. tee. Gomo); S. Resta e D. Romanazzi (R. Ist. 
tee. Bari) ed E. Terenzio (R. Ist. tee. Piacenza) ('*). 

Sia H il punto in cui FÉ incontra AD^ I quello in cui EG prolungata 
incontra A B, l due angoli FHA, ADE complementari degli angoli uguali 
HAF, EAD sono fra loro eguali e poiché ^ EHD =z FHA, sarà ^ EHD 
= HDE, donde segue DE=zHE, 

Ora dai triangoli GEH^ FEI^ simili perchè rettangoli ed aventi V ^ E 
in comune, si ha GÈ: HE = FÉ : I E, ma è manifesto che lE =r 2 G ^ e 
si è dimostrato HEznDE, onde sostituendo risulta GEi DE=FE: 2GE, 
Eguagliando il rettangolo dei medi e degli estremi, si ha infine 




DE.FE=2GE 



(*) Una dtmostraslone del tutto analoga a questa Y«fnne inviata dal 81 g. O. GaUucci, stadente 
nella R UnlTenltà di Napoli. 

(**) Altre dlmoftrailonl elementari vennero inviate dal Sigg. C. Fotsatij G. Montanari e G. 
Valli (R. Itt. teo. Oomo); P. FaUetti(R, Liceo d'Ivrea); F. Leverà e L. Bomano (R, Itt. tee. Roma); 
O. Vitali (Itt. tee. Ravenna) e dal Sig. P. G, Giovannini, 
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Dimostrazione del Sig. F. Celestri, alunno del R. Istituto tecnico di Modica (*). 

Posto A'D=ib, ^ BAC= 2(x, si ha 2)J5:= ftsena, EF=z AE,Ben2a 

=: b cos a . sen 2cl^ 2b sen a coi^ a, EG = AE . sen a ^ 6 sen « eoa a, donde 

D^. ^F= 2 6*sen*acos*a = 2^*, e. d. d.. 

Osservazione. Tirando la bisettrice AD' doirangolo adiacente a BAC e con- 
ducendo come prima D'E^ \_AC, E^G' 1AD\ EfF' \_AB, posto AB':=b\ si 
trova subito D'Ff = b' cos a, E^F* = 2 è' sen* a cos a, E! G' •=, b' sen a cos oc, per 
cui come precedentemente 

cosicché la proprietà enunciata nella quistione sussiste anche' per la bisettrice 
deirangolo esterno de] triangolo. 

244*. Il quadrato della semisomma dei cateti di un triangolo rettangolo 
è equivalente al triangolo che ha per vertici i centri dei quadrati costruiti sm 
lati del triangolo rettangolo^ esternamente ad esso. (0. Candido). 

Dimostrazione del Sig. 6. Manfredini, alunno del R. Istituto tecnico di 
Venezia ("). 

Sia ABC mh triangolo rettangolo in C, ed 0, P, Q siano i centri dei qua- 
drati costruiti sui lati £C, CA, AB, esternamente ad esso. Si congiunga con 
B e C, P con C ed A e finalmente Q con A, B, C, ^ P» Poiché gli angoli 
OCBf ACP sono ciascuno un eemiretto, i segmenti OC, CP saranno per di- 
ritto e la figura QoCP sarà il triangolo avente per vertici i centri 0, P, Q. 

Siccome V^ AQB è retto, Osi trova sul cerchio circoscritto al /\ABC 
e per conseguenza ^ QCA = QBA = PAC, i due ultimi angoli essendo am- 
bedue semiretti; segue che OC è parallela a PA. Similmente si proverebbe 
OBJICO. Inoltre poiché V^ CPA è retto, sarà OCIOP e quindi altezza 
del ^ OOP, quando si prenda il Iato OP come base. 

Si conduca ora per la parallela ad OP ad incontrare i prolungamenti 
di PA^ OB rispettivamente in R ed S e per O la parallela a CA ad incontrare 
BC^ BA rispettivamente in T ed C^. Poiché 1'^ A B é retto, i due angoli 
/2 0A, BQS saranno complementari e perciò i due triangoli rettangoli 12 A, 
BQS, che hanno eguali le ipotenuse OA, BA^ risulteranno eguali, onde 
AR ^SQ^OC; ne deriva facilmente PU^OO^OP, cosicché il 
^ OPO che ha Taltezza eguale alla base, sarà la metà del quadrato OPRS. 
Ma si vede subito che OU è la, semidiagonale di questo quadrato, per modo 
che il /\ OPQ é equivalente al quadrato di lato OU. 

(*) DlmottraEloni trigonometrlohe pervennero anche dal Slgg. Q. <7aUiiM<, itudenle a Napoli 
e G. Sconaj studente a Pia^. 

(**) Buone dlmoatracioDl perrennero anche dal SIgg. O. AllimU e P. FaMtUi (R. Lleeo Ivrea); 
Jt. BancaU{lnX. tee. Lecce); E. Bìtealdi (R. Liceo Novara); O. Oallueei (ntudent* a Nnpoll); F. 
Leverà e L. Ramano (R. Ut. Uc. Roma); E. Mareht (studente a Pisa); (7. Po (R. Iit. tee. Pia> 
cenaa) ; 5. Resta e D. RomanoMMi (R. Ist. t«c. Bari) ; <?. Somalpicy (B. Ist. tee. Como) e G. Vitali 
(Ist. tee. Ravenna). 
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Se finalmente si osserva che OT è \a metà di BC e 7 (7 la metà di CA, 
quindi OU \& semisomma dei cateti del /^ ABC, risulta dimostrata la quistione 
proposta. 

Corollario. Poiché il ^ BCQ è equivalente & OCQ e i\ /\ CAQ equi- 
valente a CPQ^ come facilmente si rileva dalla precedente dimostrazione, il 
quadriletero AQBC sarà equivalente al /\ OPQ. D* altra parte anche il tra- 
pezio OPABy come metà del quadrato OPRS^ è equivalente allo stesso trian- 
golo, dunque il quadrilatero che si compone del ^ ABC e del /^ AQB sarà 
equivalente al trapezio, che si compone del l\ ABC e dei due triangoli BOC^ 
CPA. Ne. segue T equivalenza del /\AQB alla somma dei triangoli BOC 
CPAy e di qui, quadruplicando, il teorema di Pitagoba (*). 

Dimostrazione del Sig. E, Benatti^ alunno del R. Istituto tecnico di Reggio 
Emilia. 

Se 0, P, Q sono i centri dei quadrati costruiti sui lati del ^ ABC ret- 
tangolo in C, tirando le OC^ CP si vede subito che esse sono per diritto, co- 
sicché il triangolo dei centri e OPQ, Inoltre poiché il quadrilatero AQBC è 
inscrittibile, avendo retti i due angoli opposti C e Q, risulta ^ QCA^ss 
QBA = BAQ = QaB, e quindi QC è bisettrice delF^ BCAe perciò ±0P. 

Ciò posto pel teorema di Tolombo, applicato allo stesso quadrilatero, si ha 

CQ , BA = CB ,AQ + AC. BQ, 
ma AQ = BQ = AB: j/~2, OC = CB: }/\ CP =^ AC\ j/~2, onde 

(CB + AC)AB CB + AC CB + AC 

CQ^-^ — — -^ = ^ , 0P = -^= 

AB.y2 j/2 j/2 

e finalmente 

^ ^ CQ.OP 1/CB + AC\« /CB-fAC\* 

Risoluzione dei Sigg. G, Scorza, studente nella R. Università di Pisa e 
F, Celestrx, studente a Scicli. 

Tratteremo il problema più generale di determinare Tarea del triangolo 
che ha per vertici i centri dei poligoni regolari di n lati costruiti sui lati di 
un triangolo qualunque ABC, esternamente ad esso. 

A tal uopo indichiamo, al solito, con A^ B^ C gli angoli e con a, &, e i 
lati, rispettivamente opposti, del triangolo ABC e con 0^, 0^, 0^ i centri 
degli n-goni costruiti nel modo detto su a, ò, e. 

Dal /^ isoscele AO^C nel quale ^ AO^C:=z — , si ricava ^ O^AC^z. 

-PT 6 quindi AO^ : AC -=: sen i-r; ) : sen , ossia AO.^z: 

2 n ^ * \ 2 n / n * 

b eoa — : sen = b : 2 sen — . Similmente si troverebbe AO^ = e : 2 sen — , 

n n n ° n 

(*) Questuai Urna ooaolcuilone d dovaU al Sig. F. Dewutrtini, alanno del R. Isti tato teenico di 
AlenandrU. 



(^-^) 
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perciò sarà 

. oc aen 
A AO^O^ = —A0.. AO^ sen OAOj^ = 

8 sen' — 
n 

^ ^ / 2ir\ / 2ir \ 

a motivo di sen 0^ A 0^ ^ sen ( A + 'c ) = sen ( Al* 

Analogamente 

ca sen I B\ ab sen l C) 

A B0 0^= —, A CO a = 

8 sen* — 8 sen* — 

n n 

Ora l'area del poligono A.Oj^CO^BO^ come somma dei triangoli ABC, 
AOj^Cy ecc., può scriversi 

1 I ic 

-T^ a ^ sen C + "7- («' + ^* + e*) cot — » 

2 4 ^ ' n 



I j I ^« 

per essere £;>^ A O^^C ziz -^ AOb sen A O^^C :=z -^ 



2ic 



sen 



2 . 7c n 

^n* — 
n 

1 i: 

— è* cot — , ecc., dunque l'area del A ^a ^b ^e ® ^*^ ^* 

1 1 TT 

-7- afr sen (7 + "V f«* + &' + e*) cot 

2 4 ^ ^ n 

1 ( /2w \ /27C \ /2Tr ^\} 
}&csen ( Aj-\'ca sen I ^ ^ì + ^^ sen ( CIf. 

8sen* — 
n 

Supponendo Czzz—, n ^ 4, con che si cade nel caso contam piato nella 

quistione proposta, ed osservando che si ha allora sen C = 1 , cot — =•• 

fi 

7C w 1 / 2w 



cot -;- z=: I, sen — = —;=.y sen | A) = sen (— A) = cos A, 

4 n »/2 \n / \2 / 

sen ^ ^/^ ^^® ^» ^^ ( c) = 0, a* + ò* = e*, risulta 



A ^a ^& ^fl = "o" ^* "*" "2* ^* 2" 1^^ °°^ ^ + ^^ ^^ ^ì = 



2 ""^ 2 " 4 " — 4 ~\ 2 /' 



c. d. d.. 



245. L* inviluppo delle circonferenze aventi il centro sulla parabola e paS' 
santi pel sito vertice è una cissoide di Diocle. (U. Ceretti). 

Dimostrazione del Sig. Prof. V. Retali a Milano. 

Lo inviluppo delle circonferenze aventi il centro sopra una curva data C 
e passanti per un suo punto fisso V, è la pedale rispetto al polo V della curva 
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C^ omotetica direttamente a C, essendo V il centro e 2 il rapporto di omo« 
tetia (Salmon-Fiedlbr : Hòhere Curven, Art. 329, pag. 390, della 2* ediz.). 
Nel caso nostro (f è una parabola col medesimo vertice, il medesimo asse e 
parametro doppio della parabola data C: lo inviluppo cercato è dunque, per 
un teorema notissimo, una cissoide di Dioclb colla cuspide nel vertice della 
parabola. Se A è il punto simmetrico del fuoco della parabola data, rispetto al 
vertice V, il cerchio direttore della cissoide ha per centro A e per raggio AY, 
Se la parabola ha per equazione y'^ 4" 4 p a? = 0, Tequazione dello inviluppo 
cercato è (2jp — a) y* :^ a?. 

Dimostrazione del Sig. Prof. V. Pierantoni a Chieti. 

Si abbia la parabola y]' + jp S = riferita ali* asse ed alla tangente nel 
vertice. È noto che le coordinate dei punti delle curve unicarsali si possono 
esprimere sotto forma di funzioni razionali di un parametro variabile. Indicando 
quindi con a un tale parametro, si soddisferà ali* equazione della parabola 
prendendo 

L*equazione di un cerchio, che passi per Torigine delle coordinate ed abbia il 
suo centro sulla parabola suddetta, sarà dunque 

X* + y^ + 2px^x — 2pay = [1] 

Ora Tequazione delFinviluppo di questo cerchio si ha eliminando a tra la [1] 

e Tcquazione 

2 oLoo — y = 0, 

che si ottiene derivando la [1] rispetto ad a. La risultante di siffatta elimi- 
nazione è 

2(a^ + y^)(o=py^, 

che è appunto Tequazione di una cissoide di Diocle. 
Posta Tequazione ora trovata sotto la forma 



<o-' = (i-«)y*. 



si vede che la cissoide ha il suo punto cuspidale nel vortice della parabola e 
che Tasse e la direttrice della parabola sono rispettivamente la tangente cuspi- 
dale e Tassintoto della cissoide Q. 



246*. Ditwstrare che i termini della serie 

16 1156 111556. 



ottenuti ciascuno dal precedente intercalandovi il nuìnero 15, sono quadrati 
perfetti. (C. MoxNtanari). 



(*) Dimostrazioni lottanslalmente analoghe perrenaero dal Slffg. O. Scorta^ ■tudent'i nella 
R. Unlvf r^ltà di Pisa e V. Oolumbo, studente nella R. Università di Napoli. 

23 
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Dimostrazione del Sig. E, Marchi^ st adente a Pisa 
Rappresentando con a.e b cifre numeriche, consideriamo la serie 

a&, aa(b — l)b, aaa{b — \){b — 1)&, ...., 

dove i termini rappresentano numeri che si otterrebbero sostituendo alle lettere 
i loro valori, ottenuta con quella legge stessa che serve a formare ì numeri 
considerati nella quistione proposta, e proponiamoci di scoprire per quali valori 
di a e 6 i diversi termini divengono quadrati perfetti. 
Il termine (n+ i)<»i«no^ ha per valore 

a. 10«*-»-*-|-a. 10««-h...+ a. 10'^*-4-(«^— 1). 10* 4-...-f-(6 — l)10 4-& = 
10*(»+*) — 10**-^* 10*+^ — 10 10—1 

^ iO^TÌ + (*- ,0^1— + ^10^— = 

alO»(^i)4, ion-n(^,_ a — 1) 4- 10 — 6 

9 

Ora il numeratore è un quadrato perfetto se si ha 

(}/~^ + y\0 — bf = a + (& — a— 1) + 10 — 6 
cioè se 



j/a +y\0 — ft = 3 [1] 

e poiché a e b sono numeri minori di 10 ed a è diverso da zero, le sole cop. 
pie di valori possibili per a e b soddisfacenti alla [IJ, sono 

a = 1 { a:^ i 
ft = 6 \ b = 9. 

Il primo di questi casi corrisponde alla quistione proposta. Il termine 

Y 10**^* 4- 2 
(wH- 1 )•■*«» è il quadrato di — '■ 

ó 

Dimostrazioni completamente analoghe dai Sigg. Z. Gtambelli (R. Liceo 
Beccaria, Milano), G. Gallucci (studente Napoli), S. Resta e D. Romanazzi 
(R. Ist. tee. Bari), B. Uccelli (R. Ist. tee. Piacenza), G, Vitali (Ist. tee. 
Ravenna) ('). 

Consideriamo il termine generale della serie 

12 nl« n 10** — 1 10** — l 

11 ....155.... 5 4- 1 = 10- ^ 4-5 h 1 = 

10** — 1 l ) 10** — 1 



10** 4- 5 4- 1 = ^ (10*— 1)4-6| + 1 = 



9 
(10**— 1)« 10**— 1 /IO»*— 1 \« /10** + 2v« 



+'=(^--^+o=(^n' 



9 ' 3 

Esso è dunque, se scritto nel sistema decimale, il quadrato del numero 

12 «1-1 

33 34. 



(*) Uaa dlmoitraslone del teorema renne inrlata pure dal SIg. G, 8eor»a, studente a Pisa. 
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248*. ^(0 a, b, e, .... sono numeri positivi e non si ha x :^ y = z = . . . , 
dimostrare che 

1 . 1^ • . • w (ax -f- by + cz H- ..,.)• 
ax«-4-by«+cz«H-....> -^^ -f-^^ — ^ — ^—^ 

(A. Lugli). 

Dimostrazioni completamente analoghe dai Sigg. C Allioni (R Liceo Ivrea); 
E. Biscaldi e F. Marzoni (R. Liceo Novara); L, Fabrizi, F, Leverà e L. Ro- 
mano (R. Ist. tee. Roma); G, Gallucci (studente a Napoli); Z, Giambelli (R. Liceo 
Beccaria, Milano), E, Marchi e G. Scorza (studenti a Pisa), /S*. Resta (R. Ist. 
tee. Bari) e F. Sqf4as»i (R. Ist. tee. Piacenza). 

Per dimostrare, neiripotesi fatte, la proposta diseguaglianza, basta far ve- 
dere che 

(aa* + by* + cz* -f- ....)(a 4- & -4- e +....) > (ax -h by -i- cz -^ ....)'» 

ossia sviluppando e riducendo che 

a&(»'H-y«) H-ac(<»*-H«*)+&c(y«-+-4r«)-f- ...> 2a6ay H- 2aca«H-2&cyj» -h... 

finalmente che 

ab {x — y)* -^^ ac{» —-^ zy -f- &c (y — «)* -f- ... > 

il che è evidente poiché a, 6, e, sono numeri positivi e non si ha 

«^ y = « 

249*. Dimostrare che Varea del triangolo avente per vertici i centri dei 
cerchi ex-inscritti ad un triangolo qualsiasi^ è iiguale al prodotto del perimetro 
di questo triangolo pel raggio del cerchio ad esso circoscritto. 

(A. Lugli). 

Dimostrazione dei Sigg. iS. Resta^ alunno del R Istituto tecnico di Bari e 
G, GaUucci, studente a Napoli. 

Indicando con A\ B' C' i centri dei cerchi ex-inscritti al ^ ABC, sarà 
ABC il triangolo ortico di A! B' C\ Ora se r ed 12 sono i raggi dei cerchi in- 
scritto e circoscritto al />^ ABC ed 22' il raggio del cerchio circoscritto ad 
A!B' ff per proprietà note (V. ad es. Baltzbr: Trigonometria^ § 4, 15) si ha 

A ABC: A A'J^C?' = »'-^' e B' = 2B, 
donde 

r r 

indicando, come al solito, con p il semiperimetro del l\ ABO. Il teorema ri- 
sulta cosi dimostrato (^. 



(*) Buone dimostrasioni, ma più compleiM, pervennero dai Blgg. £. BUcaldi (R. Lleeo No- 
vara); V. Lodigiani, B. MaecM ed A, Oaaola (R. lat. tee. Plaeenxa); E, Marchi (atndentea Pisa); 
L. Romano (R. lat. tee. Roma). 

Altre dlmostraalonl Tengono date dai Sigg. Proff. O. Mola e F. Retali^ oonalderando la qul- 
itlone oome caio partleolare di qaella ohe ha 11 n. S50. 
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250* -DcLto il triangolo ABG(:=:/>^) e il punto intemo M, ti tirino per 
i vertici le trasversali ÀM, BM, CM ad incontrare i lati opposti in k\ B', G' 
e si costruiscano i coniugati armonici M« , ÌA^^ M^ (*) di M rispetto ad K e 
K\ B (5 B', Ce C. Posto B A' ; A'C == m, GB': B' A = n, AG' : G'B = p, 
dimostrare che Varca del triangolo M^^ M^ Mg è data da 

4A:[(m+l--i-)(n+l--l)(p+l— i)]. 

(A. Lugli). 
Dimostrazione dei Sìg, Prof. V. Retali a Milano. 

L*area di un triangolo MJd^M^ circoscritto al triangolo ABC e i cui lati 

M„M,^ M.M. MM„ segano ordinata.nente AB, BC, CA in C * A . B è 

espressa da 

(1 — [AV(i))« . /\, 

-i- — • M-' ■^rw' - - - - - 

(l 4- CO 4- (Aco) . (l 4- jx -4- v{a) . (l -+- V 4- cov) 
dove BA^ : AC^ = UL, CB^ : B^A = v, AC : C B =r w, e A denota l'area 
del triangolo ABC. 

In particolare, se A^, B^, C^ sono in linea retta (jlvco:=:— 1 e la espres- 
sione precedente diviene 

4A:(n-a.-i-).(l+^_-l).(.+v-i-). . [1] 

Giò posto, nella quistione 250, le rette M^M^^^ M^M^^ ^o^a ^^^^ ^^^^* 
natamente coniugate armoniche di MC., MA^ MB rispetto a CA, CB; AB^ 
AC; BC, BA e segano perciò ordinatamente AB, BC, CA nei punti A ^ B , 
C^ tali che BA^: A^C ^ — m ecc.: ponendo dunque nella [1], [a = — tn, 
V =r — n, o) = — p, abbiano per espressione dell* area del triangolo M^M^M , 

Nella quistione 249' si ha evidentemente {i. = — (e : 6), v = — (a : e), 
o> =: — {b: a), e per Tarea del triangolo avente per vertici i centri dei cerchi 
ex-inscritti al triangolo ABC si trova 

5' = 4 A • abc : (a — ft 4-c>(— a+ ft + c) (a-|-ft — e); 

moltiplicando i due termini della frazione, che figura nel secondo membro, per 
a + 6 4- e e ricordando che a &c := 4 U A» abbiamo 

^ = j-g - . ^ = i2 (a 4- «^ 4- e) . 

Un' altra dimostrazione di questo teorema può leggersi nella Théorie des 
Déterminants del Sig. Dostor (pag. 187). 

Nell'enunciato della quistione 250 il punto M può essere comunque situato 
nel piano ABC C). 



1*) Punti armonicamente a»*ociati ad M rispetto al triangolo ABC, che lupponlAmo cadano 
e'-tertiAfnente ad e«to entro git angoli OAB, ABO, BOA. 

(**) Altre dimostra slonl di questa quietiotie del Stgg. Prof. F, Ftrrari, Prof. O, Mola e <?. 
Scorta^ verranno (;ubblleate nel fascicolo venturo. 
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QUISTIONI PROPOSTE n 



»*. Se l'angolo in A del triangolo ABC è di 60® i centri 
del cerchio circoscritto, del cerchio inscritto, del cerchio ex-inscritto 
tangente al lato B C, V ortocentro H e i punti simmetrici di A 
rispetto e, B Cf B H e G H, si trovano nel medesimo cerchio pas- 
sante per B e C. 

G. Vitali. 



♦ 



. Risolvere il sistema d' equazioni ^ 

(x + y)(x y + \) = axy 
(x^ + y"^) {x^y^ + 1) == 6a?^y\ 

F. Ceccherini. 

88*?*. Se a partire dal vertice A di un triangolo -4 -B C si 

portano sui lati AB^ AC i segmenti AB^ ^ A G^ = B C e sui 

prolungamenti degli stessi lati i segmenti A B'^ = A Gì ^ B 6\ e 

si opera nello stesso modo per gli altri vertici, dimostrare ohe i sei 

punti di ciascuno dei seguenti gruppi : A^ A^ B^ B^ G^ Gf^ A^A^B} 

B? G} 6'?, Ai Ai BC B^ G^ Cf , A? A^ Bt B^ 6V Gf sono in uno stesso 

cerchio concentrico rispettivamente al cerchio inscritto e a ciascuno 

dei cerchi ex-inscritti al triangolo ABG. 

G. Russo. 



\**. Un Iato a di un triangolo è medio armonico fra gli 
altri due & e e ; determinare gli angoli B e G in funzione di A ed il 
limite dì quest' angolo. 

G. Bellacchi. 



i**. Dimostrare che il rapporto della potenza d'un triangolo {*) 
alla sua area, è uguale al rapporto fra il quadruplo del raggio del 
circolo d' Eulero e un cateto d' un triangolo rettangolo avente per 
ipotenusa il raggio del primo circolo di L emoine e per altro cateto 
il raggio del circolo di Brocard del triangolo. 

A. BozAL Obejero. 



(**) Le qaMtlonl eoatrmMegiiAte con MmpUce aaterlaeo tono Indliiszate agli alaant delle «onole 
•eoondarle, quelle dUtlnte eoo due «tterisohi eono dirette in partleolar modo agli studenti delle 
•euole anperiori, lenz* eicludere qualaieei altro ■tudioio. 

(«*) Si obtama potensa di un triangolo la quantità - (a> 4 (* + e'). 



— 186 — 

290. Un triangolo si deforma conservando un angolo fisso in 
grandezza e posizione e costante la sua potenza (semisomma dei qua- 
drati dei lati). Trovare Tinviluppo del lato mobile. 

JUAK J. DURÀN LORIGA. 

891**. Se per un punto M del piano di un triangolo si trac- 
ciano delle parallele ai lati e si costruiscono i coniugati armonici 
di M rispetto ai segmenti intercetti dai lati su queste parallele, i 
tre punti cosi determinati stanno in linea rotta. 

Le rette ottenute colla costruzione precedente per un punto ed i 
suoi isobarici, o per i tre punti semireciproci di un punto dato, for- 
mano un triangolo che è triplamente omologico a quello fondamentale. 

Juan J. Duràn Loriga. 

' 892*. Mostrare che le radici deirequazione quadratica 

(1 —\) oj' — |a -h a — X (6 -I- V)\ x + aa —\hb' = 0, 

ove a, b, a\ h\ X sono numeri reali, sono sempre reali e distinte se è 
X (a — 6) (a — 6') ^ 0, e se è X (a — h) (a — V) < 0, dette radici 
possono essere reali e distinte, reali ed eguali o immaginarie co- 
niugate. 

A. Del Re. 

893**. Se gli spigoli di un triedro trirettangolo, di vertice 0, 
sono tagliati da un piano arbitrario n nei punti A^ B, (7, e sono 
M, M! due punti qualunque simmetrici rispetto a n, si ha la relazione 



4AfM'* 1.1.1 



— ?r^« + i^i^' + TTTV» (*)• 



A. Del Re. 

i. Se a, 6, e, d denotano le distanze, di un punto arbitrario 
dello spazio, dai vertici di un tetraedro regolare di lato Z, si ha la 
relazione 

V. Retali. 



(*) Qaeala relssione sì può dedarre ffteilmen'e dalla icconda terna di formale della qulitlone 
8!i6« (A. DvL Kk;. 

I ^ i — I — 
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F. KLEIN. — Yortrdge ùber ausgeiodhlte Fragen der Elementargeometrie, 
ausgearbeititt von F, Tagert. — Leipzig, Taubner 1 895, p. V 4- 66 con 
10 fig. nel testo e 2 tc\v. lit. - 8*» Q. 

Spesso e non senza ragione viene lamentato il baratro che esiste fra la 
matematica scolastica e la matematica superiore. Ed infatti non si può negare 
che il futuro insegnante di matematica da studente ascolta assai poco di quello 
che potrà direttamente sfruttare nel proprio insegnamento e che per converso 
gli insegnanti universitari scrivono quasi sempre i loro libri pei loro eguali e 
non sembrano sforzarsi in alcun modo di offrir qualche cosa anche a coloro 
che non appartengono più alle scuole superiori. Tali inconvenienti sono inevi- 
tabili sintantoché le nostre università tedesche (**) rimarranno quello che furono 
sino ad ora, sintantoché esse non saranno semplici seminari nel senso più alto 
della parola, ove i futuri docenti non apprendono altro che quello di cui abbi- 
sognano nel proprio ufficio. Ma si può tuttavia ottenere che questi inconve- 
nienti siano meno sensibili, e contribuire a ciò è un dovere dal cui adempimento 
non possono sottrarsi gli insegnanti universitari. Perciò essi devono curare che 
siano regolarmente tenute delle conferenze inferiori, ove vengano trattati da un 
puDto di vista elevato alcuni temi particolari di matematiche elementari, spe- 
cialmente i principii della geometria. Essi devono d*altronde anche rendere pos- 
sibile agli insegnanti di matematica delle scuole sjcondarie, di avere notizia 
almeno dei risultati scientifici capaci di gettar nuova luce sulla matematica 
elementare e sulle questioni che essa presenta. 

Da questo punto di vista la presente operetta dev*essere salutata con gioia. 
Essa deve la vita ad alcune lezioni tenute dapprima dinanzi agli intervenuti 
ad un corso festivo di lezioni fatto air università di Gottinga e poi in forma 
ampliata durante il semestre estivo 1894. 11 sig. Tagert, insegnante di grado 
superiore ad Ems, ha redatte con gran cura tali lezioni per la stampa. 

Queste lezioni hanno pei* tema una serie di questioni le quali si offrono 
spontaneamente nella geometria elementare, la soluzione delle quali però non può 
essere ottenuta coi mezzi della geometria elementare stessa. Perciò mentre nel- 
Tinsegnamento scolastico è forza limitarsi ad accennare a tali questioni, senza 
esaminarle, si può però oggi esigere da qualsiasi insegnante di matematica che 



(*) Ore lUmo opportiQO riferire tradotto il aeguente giudizio ohe an e^rjgio scienziato espresie 
nella ZeiUéhHJt fUr maihemcUUcì^n und naturioitgerueht/tliehen UtUfriéht intorno alla più recente 
opera di F. Klein, p«r attrarre sa di esM l'attenzione del lettori del nostro Periodico. 01 è così 
offerta una occasione opportnna per annonziare che ben presto 1% caia editrice Biaenberg e Selller 
di Torino ne pubblicherà una traduzione iiallanA dovuta al nostro collaboratore prof. F. Giudice ; 
a tale tradnzloue sari premessa una prefasione del prof. G. Loria. 

(**) Altrettanto si può ripetere per le nnivertità italane. 
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egli abbia delle idee chiare intorno al loro significato ed alla loro soluzione. 
Ciò gli è reso possibile dalle lezioni di Klein, giacché queste non presuppon- 
gono che i primissimi fondamenti deiranalisi infinitesimale. 

l tre problemi: duplicare un cubo (problema di Delo), trisecare un angolo 
qualunque^ e trovare la quadratura del circolo formano in certo qual modo 
la cornice delle lezioni di Klein. Mentre si trattano e si esaminano d*un tratto 
delle intere classi di problemi coiigeneri, si arriva a concludere che questi pro- 
blemi di antica celebrità non si possono risolvere colla riga ed il compasso. 

1 due primi fra quei tre problemi conducono tosto alla questione più ge- 
nerale della ricerca delle espressioni algebriche costruibili colla riga e col com- 
parso, e quindi alla questione di determinare le equazioni algebriche risolubili 
con radici quadrate. 

Sciolta quest'ultima questione, si conclude agevolmente Tirresolubilità regula 
et cirderi del problema di Delo e della trisezione deirangolo. À questo tengon 
dietro le ricerche sulla divisione della circonferenza, in particolare è esposta 
diffusamente la costruzione del poligono regolare di 17 lati. Finalmente è fatto 
un rapido ceano delle costruzioni eseguite mediante curve di ordine superiore. 

Tale è il contenuto della prima sezione. Nella seconda vien dimostrato, se- 
guendo G. Gantor, l'esistenza di numeri trascendenti; richiamiamo Tattcnzione 
del lettore su queste considerazioni semplici e belle. Dopo uno sguardo storico 
sulla evoluzione che sub! il problema delia quadratura del circolo, vien poi 
dimostrata la trascendenza dei numeri e e tc, il che da Hilbert, Hurwitz e 
Gordan venne reso straordinariamente semplice. Gosì resta in pari tempo di- 
mostrata l'impossibilità della quadratura del cerchio. In un'Appendice è poi 
brevemente descritto l'apparato inventato da Abdank-Àbakanowicz per eseguire 
delle quadrature meccanicamente. 

Gome si vede, la materia di queste lezioni di Klein è estremamente at- 
traente ed istruttivi!, e poiché esse, come si é già detto, non presuppongono 
che i primissimi fondamenti dell'analisi infinitesimale, cosi possono venire cal- 
damente raccomandate a tutti gli insegnanti di matematica. In pari tempo si 
può desiderare che le legga qualunque studente di matematica. 

F. Engel. 

GIUSEPPE PESGI, Professore nella R. Acc. Navale. — Trattato elementare dx 
trigonometria piana e sferica con 2027 esercizi. ^ Appendice (Parte !•: 
Geneialità sui calcoli numerici e sull'uso delle tavole Jogaritmico^trigonome- 
triche. — Parte 2*: Uso delle tavole logaritmico-trigonon^etriche del Caillet). 
— Libro di testo per la R. Accad. Navale. — - Livorno, Raffaello Giusti, 
1895 (•). 

Questo libro, sebbene modesto negli intenti., è indubbiamente il frutto di ac- 
curatissimi studi ed ha un'impronta personale marcatissima sia per l'indirizzo 
saviamente eclettico, sia pei notevoli contributi originali. 11 fine precipuo, che 

(*) Trattaly di trigonometria elemtntare: L. 4.— Appendice al Trattato: L. 1. 
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è quello di condarre gli allievi al pratico uso della trigonometria, vi é insd* 
guito con ansia amorosa attraverso alle accurate distinzioni e ai graduati eser* 
cizi. Nulla vi è trascurato di ciò che la generalità e il rigore scientifico richiedono, 
ma ciò che non è assolutamente necessario per la risoluzione numerica dei trian- 
goli è stampato in carattere più piccolo in modo da mostrare subito ciò che 
per la sola pratica si può lasciare. 

Nel cap. I dei Preliminari ed introduzione troviamo la misura degli archi 
e degli angoli; nel II sono dimostrate con esattezza le formule AB -{- BC -{' 
CA = pei segmenti di una stessa retta e Taltra {A B) -{- (B C) -{^ {C A) 
= 2A7c per gli archi di uno stesso circolo i formule utilissime in seguito, per 
esempio nella dimostrazione del teorema d*addizione, nelle applicazioni della tri- 
gonometria sferica, ecc. 

Il cap. Ili {Coordinate di un punto) è un'innovazione coraggiosa nella trat- 
tazione odierna della trigonometria in Italia, ed è giustificatissima, perchè, senza 
presentare difficoltà di nessun genere, permette di dare una definizione assai sem- 
plice delle funzioni trigonometriche. La considerazione delle coordinate di un 
punto sulla sfera, aggiunta dalPA., sarà poi utile nelle importanti applicazioni 
nautiche della trigonometria sferica. 

Nel capitolo IV si inlica lo scopo della trigonometria. 

Dopo ciò si passa alla Parte I {Teoria delle fumioni trigonometriche). Nel 
cap. I, si definiscono le funzioni trigonometriche col metodo già usato dal Ga- 
gnoli, vale a dire : fissato in modo opportuno un sistema di assi Cartesiani or- 
togonali e indicate con a;, y le coordinate deirestremo deirarco a e con p il raggio 

y X y ù ù X 
del cerchio, i rapporti — » — » — » — i -^» — si chiamano rispettivamente seno, 

p ^ X y X y 

coseno, tangente, cosecante, secante, cotangente di a (i casi nei quali x oà y 
sono nulli vengono poi trattati a parte con considerazioni al limite). L'A. dà 
poi anche (in carattere minuto) la definizione -geometrica ordinaria delle linee 
trigonometriche. 

Nel cap. II troviamo la nozione di archi associati, cioè di archi i cui estremi 
cadono nei vertici di un rettangolo inscritto nel cerchio fondamentale e coi 
lati paralleli agli assi. Questa nozione semplifica sensibilmente la ricerca (sempre 
laboriosa) delle espressioni generali degli archi aventi una stessa funzione tri- 
gonometrica. 

Nel cap. III si fa la riduzione al 1^ quadrante, si considerano gli archi sup- 
plementari e complementari e si finisce colla opportunissima riduzione al primo 
semiquadrante. 

Nel cap. IV sono esposte le relazioni fra le funzioni trigonometriche di uno 
stesso arco, le quali, grazie alla definizione analitica, possono essere direttamente 
stabilite fra i valori algebrici (e non soltanto assoluti) delle funzioni stesse. 

11 cap. V (tutto in carattere minuto) è dedicato a considerazioni generali, 
illustrate da esempi, sulle identità, le equazioni trigonometriche, e le eguaglianze 
trigonometriche subordinate. 

Nel cap. VI si danno le formule relative airaddizione degli archi, deducendole 
da quella che dà lo sviluppo di cos (a -f- p). La dimostrazione di questa for- 
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mula ò sostanzialmeate quella di Gauchy, ma TA. ha saputo porla sotto una forma 
che ò molto semplice e che vale qualunque siano gli archi a e p, evitando cosi 
i lunghi procedimenti di generalizzazione che si devono ordinariamente seguire. 
Nel § 67, scritto in carattere minuto, ammessa la formula cos (a -(- p + ...) 
+ i sen (ac + p -4- .. ) = (cos a + i sen a) (cos p -j- i sen f).. . (la quale del 
resto si può dimostrare elementarmente cogli sviluppi di cos (oc + P) ^ ^^ (^ "4- P)) 
VA, dà gli sviluppi per una somma di quanti si vogliano archi. 

Nel cap. VII si danno e si discutono le formule per la moltiplicazione degli 
archi per 2 e per 3 e, in carattere minuto, si dà colla formula (ammessa) di 
Moivre la moltiplicazione per n. 

Nel cap. Vili si danno e si discutono le formule per la bisezione degli 
archi, accennando in carattere minuto alla divisione per m (forse gli accenni 
a questo e ad altri analoghi risultati generali potevano senza danno essere tra- 
lasciati). 

Nel cap. IK sono esposto le trasformazioni in prodotti delle somme e diffe- 
renze di seni e coseni e i metodi principali per rendere una formula calcolabile 
coi logaritmi. 

Troviamo poi nel cap. X le prime approssimazioni per i valori di seno e 
coseno per mezzo deirarco (le quali permettono di accennare alla costruzione 
di una tavola dei valori naturali delle funzioni trigonometriche) ; e nel cap. XI 
un cenno sulle funzioni trigonometriche inverse. 

Parte li. Trigonometria piana. Comincia con una Premessa che riguarda 
la generalità sulla risoluzione dei triangoli; TA. giustamente insiste sulla ne- 
cessità del controllo geometrico prima di ammettere la soluzione data dalFa- 
nalisi (§ 111). 

I cap. I e II trattano delle relazioni fra gli elementi di un triangolo ret- 
tangolo e della sua risoluzione nei vari casi. 

II cap. Ili espone le relazioni fondamentali fra gli elementi di un triangolo 

qualunque in modo da richiamare Tanalogia colla trigonometria sferica. Cosi 

qui troviamo il teorema dei seni, il teorema delle projezioni (a=ab cos y + e cos p, 

che richiama la relazione fra 5 elementi in trigonometria sferica espressa dalla 

formola sen a cos e = sen b cos f -h sen e cos p cos a), il teorema di Carnet 

(a* =: 6* 4- e' — 2bc cos a, analogo del teorema d'Eulero cos a = cos b cos e 4- 

sen b sen e cos oc), il teorema delle cotangenti (espresso da sei formolo del tipo 

b — a cos Y 

ctn a = 9 lo quali corrispondono a quelle del tipo ctn a sen b ^ 

a sen j 

cos b cos Y -4- sen y ctn a), le espressioni di sen -p * , cos -j- a , ecc. per mezzo 

dei lati, le formule di Delambre e di Nepero (che sono le corrispondenti delle 
omonime); e questa cura delFanalogia sembra anche a me (V. la prefazione del- 
TA.) didatticamente utilissima. 

Nel cap. IV si dà la risoluzione di un triangolo qualunque; le formule di 
soluzione sono sempre discusse analiticamente e poi i risultati cosi ottenuti sono 
confermati e interpretati geometricamente. 

Nei cap. V, VI, VII vengono date varie espressioni deirarea, del raggio» 
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del cerchio circoscritto, ecc.; e finalmente sono fatte alcune applicazioni della 
trigonometria piana a problemi di topografia e di nautica. 

Se TA. ilon si è intrattenuto sopra esempi di risoluzione di triangoli quando 
i dati non sono tutti lati od angoli, ha però proposti numerosi esercizi di questo 
genere (V. per es. gli esercizi dal 1046 al 1059, dal 1320 al 1337, ecc.). È 
notevole la cura colla quale sono disposti i calcoli negli esempi numerici; 
questa disposizione sarà poi commentata dalFA. neirAppendice. 

Parte III. Trigonometria sfèrica Nella Premessa I TA. espone e dimostra 
le fondamentali proprietà geometriche dei triangoli sferici. Egli, dopo aver ac- 
cennato ai triangoli sferici in generale, si limita, conformemente all*uso, ai 
triangoli sferici i cui lati el angoli sono minori di 180®, e credo che questo 
sacrificio della generalità eviti in seguito confusioni sulla validità di certe for- 
mule; per es. le formule di Gauss (Delambre) sono valide soltanto neiripotesi 
restrittiva (Gfr. Baltzer). 

La Premessa II è analoga alla Premessa della trigonometria piana. 

Nel cap. I si dimostrano geometricamente le 10 relazioni fra tre elementi 
di un triangolo sferico rettangolo; e per rammentarle TA. dà la nota regola 
di Nepero. È notevole poi il § 186 ove vien brevemente esposto il metodo per 
dedurre le formule dei triangoli rettangoli piani da quelle degli sferici. 

Il cap. II tratta della risoluzione di un triangolo sferico rettangolo nei vari 
casi, facendo seguire ad ogni caso un^accurata discussione. 

Nel cap. Ili si deducono dapprima dalle formule pei triangoli rettangoli le 
formule di Eulero per un triangolo qualunque; metodo vantaggioso perchè evita 
le successive generalizzazioni che occorrono colla diretta dimostrazione (Gfr. Serret). 
Dal teorema di Eulero si derivano poi nel solito modo quello dei seni, quello 
delle proiezioni e quello delle cotangenti; ma è interessante vedere che questi 
tre teoremi vengono anche dimostrati geometricamente. I correlativi sono dap- 
prima derivati direttamente dalle formule dimostrate ed in seguito poi stabiliti 
anche colla considerazione del triangolo polare. Nel § 219 si danno le note 

espressioni di sen-^a, cos-^-a, tang-j-a per mezzo dei lati, e le correlative. 

Nel § 221 si trovano le formule di Delambre» dalle quali si ricavano quelle 
di Nepero, che sono pure dimostrate in un secondo modo. In fine nel § 223 
vengon date le belle formule di Gagnoli. A tutte le formule meno semplici è 
poi opportunamente aggiunto un sussidio mnemonico ('). 

Il csp. IV, dedicato alla risoluzione di un triangolo sferico qualunque, è 
notevole per la varietà dei metodi, il rigore delle discussioni e la copia di esempi 

(*) A questo proposito, senza pretendere di dare nn ralldo sassldio mnemonioo, faecio notare 
eha, dando ad Fa il algnlfloato di cos as per m Intero pari e di sene per m iatero impari, le 
quattro fòrmule di DeUmbre si potrebbero compendiare neirnnica 



essendo p e q interi arbitrari. 
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numerici. Uno dei due casi ambigui (a, &, a) è illustrato da una discussione 
interessante per la sua perfetta analogia con quella relativa al caso corrispon- 
dente nel piano. 

I cap. V e VI d^nno le varie espressioni dclfeccesso sferico, del raggio del 
cerchio circoscritto, ecc.; ed è notevole il modo semplicissimo col quale le for- 
mule relative al circolo circoscritto sono dedotte immediatamente da quelle re- 
lative al circolo inscritto. 

Finalmente troviamo il notevolissimo cap. VII. Nella prima parte di questo 
capitolo si studiano con molta cura e generalità le principali quistioni relative 
alla navigazione per circolo massimo; questa parte può offrire argomento a fa- 
cili e interessati esercizi anche per chi non segue gli studi nautici. Nella se- 
conda parte poi si danno le relazioni fra le coordinate orarie e le azimutali di 
un astro, e con queste si chiude il Trattato. 

In fine al Trattato si trova indicata per ogni capitolo una serie numerosa 
e ben ordinata di esercizi. E in questa sono notevoli le abbondanti raccolte di 
identità fra gli elementi di un triangolo piano o sferico e di esercizi numerici 
(con i risultati) per la risoluzione dei triangoli stessi. Gli esercizi aggiunti 
al cap. Vili della Parte III hanno in gran parte carattere originale e sono 
applicazioni interessanti della trigonometria sferica alla nautica e alla geografia. 

Appendice. — Un punto negletto nelle scuole e nei Trattati è in generale 
Tuso razionale delle tavole logaritmico-trigonometriche, e il calcolo con numeri 
approssimati; quest* Appendice è quindi assai opportuna. 

Nei primi due capitoli della Parte I si parla dei numeri approssimati e si 
danno le regole per le quattro operazioni elementari abbreviate ; per ognuna poi 
di queste operazioni si cercano dei limiti per gli errori che le regole stabilite 
possono introdurre; ed è stato possibile air A. fare questa ricerca in generale 
avendo prima (§ 7, I) esteso, molto opportunamente, il concetto di ordine di 
una cifra decimale (*). 

Nel IH cap. si spiega in generale e si applica ad esercizi speciali il prin- 
cipio delle parti proporzionali. 

Nel cap. IV (in carattere minuto) vengono discusse le varie specie di errori 
che si incontrano nella interpolazione semplice, e cioò: 

1^ Terrore g che proviene dalTammettere il principio delle parti propor- 
zionali ; i limiti di questo errore sono ammessi come un dato della matematica 
superiore (") ; 

2^ Terrore l che proviene dalla circostanza che i numeri sui quali si 
opera sono essi stessi approssimati ; 

3*^ Terrore m che nasce dalla mancanza in alcune tavole delle cifre de- 
cimali dei prodotti parziali dati dalle tavolette ausiliarie ; 

4° Terrore n che proviene dal fare i calcoli in modo abbreviato. 

Credo che la ricerca di un limite per l sia condotta in modo più semplice 



(*) Cfr. Fmo. I, anno X di questo Periodico. 

(**) L^A. ha mostrato come abbia ottenuti questi limiti In una Memoria inserita nella Ri9Ì»ta 
Marittima dello scorso luglio. 
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del consueto e che ì criteri pratici per abbreviare le operazioni che si devono 
fare per la interpolazione non siano stati dati fin qui da nessuno, mentre è 
certo che, almeno nella ricerca inversa, sono indispensabili. 1 limiti trovati per 
gli errori sono poi modificali dall'À. (§§ 26-29) per adattarli alle tavole del 
Gaillet, nelle quali le tavolette delle parti proporzionali sono calcolate sulle 
medie di dieci o quindici difierenze tabulari consecutive. 

I capitoli V e VI danno le regole per Tuso dei cologaritmi e per le dispo- 
sizioni da darsi ai calcoli e sono di grande interesse per la scuola. La Parte II 
tratta diffusamente delFuso delle tavole del Caillet, ma ciò che ivi è scritto in 
carattere minuto e che riguarda gli errori prodotti dalla inter|)olazione nelle 
varie tavole esaminate si adatta a qualunque tavola. 

Questa rivista del lavoro del prof. Pesci spero induca in molti il desiderio 
di leggerlo e di accoglierlo nei nostri Istituti tecnici. 

G. Sforza. 

IGINIÀ MASSARINI, dott. in matematica. — Teoria delle congruenze di P. 
L. TcHEBiCHEFF, traduzione italiana con aggiunte e note. — Roma, Ermanno 
Loescher e G., 1895. — Prezzo L. 6. 

La teoria delle congruenze dello Tchebicheff, opera classica, mirabile per la 
scelta delle materie di cui tratta^ scritta magistralmente (sono parole del Bat- 
taglini) ebbe fra noi una degna traduzione per opera della signorina Massarini. 

Chiara ed accurata la versione, opportune le note ad illustra/Jone deirori- 
ginale che, in alcuni posti, e specialmente neir appendice 3^ (numero dei nu- 
meri primi minori di un dato limite), è compendioso più che la difficoltà 
dcirargomento non consentirebbe. Il lavoro della Massarini riuscirà perciò utile 
e gradito agli studiosi, come l'autrice si ripromette: ma perchè ai benefìci di esso 
potessero partecipare anche gli studenti delle scuole mezzane, occorrerebbe che 
un elegante volumetto ne raccogliesse la parte più elementare ed attraente. A 
ciò Fautrice ha già pensato, e ne dà indizio nella prefazione al suo libro: resta 

che ci mantenga la grata promessa. 

G. Frattini. 

BuUetin de mathématiques élémentaires, publié sous la direction de 
M. B. NiEWENGLOwsKi, doctour òs Sciences, etc. Rédacteur en chef: L. Ge- 
rard, docteur ès sciences, etc. Société d* editions scientifiques, 4, rue An- 
toìne Dubois, Paris. — Abonnements: un an, 6 fr. 

Siamo lieti di annunziare ai nostri lettori Tapparizione di questo nuovo pe- 
riodico, che per il nome del direttore, ben noto nel campo scientifico come 
direttore anche del Bulletin de mothèmatiques spéciales ed autore di pregiate 
opere sulle matematiche superiori, e del l'edattore, professore al liceo Ampère di 
Lione, promette uno speciale interesse. 

Esso si occupa anche degli elementi delle scienze fisiche. 
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VARIETÀ 



In seguito al voto degli aderenti alla proposta di un'Associazione 
fra gli insegnanti di matematica nelle scuole secondarie, risultarono 
eletti a membri del Comitato provvisorio per la compilazione dello 
Statuto i Proff. Bettazzi R. — Brambilla A. — De Amicis E. 
De Zolt a. — Frattini G. — Gazzaniga P. — Giddice F. — 
Lugli A. — Panizza F. — Retali V. — Sforza G. 

Questo Comitato si è adunato in Roma nei giorni 16, 17 e 18 
settembre ed ha redatto lo Statuto che segue, il quale ò stato 
diramato a tutti i professori delle scuole mezzane, con annessa 
scheda di sottoscrizione a titolo di adesione definitiva. 



STATUTO DELL'ASSOCIAZIONE MATHESIS 



Art. I. 

Fra gli insegnanti di matematica nelle soaole secondarie italiane 
è costituita un'Associazione denominata - Mathesls - Associazione 
per studi fra gli insegnanti di Matematica delle scuole medie^ il 
cai oggetto è il miglioramento della scuola ed il perfezionamento 
degli insegnanti, sotto il punto di vista scientifico e didattico. 



Art. II. 

A raggiungere il proprio scopo T Associazione : 

a) tiene riunioni plenarie e parziali ; 

&) promuove e favorisce ricerche scientifiche e discussioni di- 
dattiche ; 

e) pubblica sinossi di corsi di matematiche elementari o di 
speciali teorie, in relazione ai diversi gradi d' insegnamento ; 

cZ) cura la formazione di una biblioteca matematica circolante 
ad uso dei soci. 
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Art. III. 

Saranno di diritto ammessi come soci, dietro semplice loro do- 
manda, i professori di matematica appartenenti al personale inse- 
gnante direttivo delle scuole medie, governative o pareggiate ; 
quelli delle altre scuole secondarie dovranno ottenere Tapprovazione 
del Comitato direttivo (Art. IV). 

Saranno soci fondatori coloro che si inscriveranno entro un mese 
dalla pubblicazione del presente Statuto. 

Art. IV. 

L'Associazione è retta da un Comitato direttivo composto di 12 
soci ed eletto a maggioranza di votanti. Il Comitato elegge nel 
proprio seno un Presidente ed un Vice presidente, ed elegge pure, 
fra i soci, un Segretario-economo. 

Art. V. 

L'anno sociale comincia col V luglio. Il Comitato è eletto nel 
mese di giugno, entra in carica colla prima adunanza (Art. VIII) 
e rimane in funzione due anni. 

Art. vi. 

Al Comitato direttivo è affidato l'indirizzo scientifico e didattico 
dell'Associazione, la redazione di un bollettino e la ripartizione dei 
fondi sociali. 

Art. vii. 

La città ove risiede il Presidente del Comitato direttivo è, pel 
biennio (Art. V), sede dell'Associazione. 

Art. Vili. 

Nelle vacanze autunnali, in sedi da destinarsi anno per anno, si 
terrà dal Comitato direttivo un' adunanza. In questa adunanza verrà 
presentato dal Presidente del Comitato il bilancio dell'anno cessato, 
e verrà deliberata la ripartizione delle spese pel nuovo anno sociale 
secondo l'entrata. 

Il Presidente in carica, sotto la propria responsabilità, curerà 
che queste spese non siano oltrepassate né devolte ad altro scopo. 

Nella stessa adunanza verrà stabilito il lavoro dell'anno. 

Quando tale adunanza ha luogo nell'anno della elezione, i membri 
del Comitato cessante potranno intervenirvi, ma non avranno voto 
deliberativo. 
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Art. IX. 



# L*Àssociazìone pubblica un bollettino, nel quale si daranno gli 
atti della Società, si discuteranno questioni relative al miglioramento 
dei programmi e alla scelta dei libri di testo, si forniranno notizie 
su tutto ciò che può interessare T insegnamento delle matematiche 
nelle scaole medie e si darà l'elenco dei libri della biblioteca del- 
VAssooiazione (Art. II). 

Art. X. 

I soci sono tenuti al pagamento di una quota annuale di lire gei 
(da trasmettere entro il mese di giugno di ciascun anno al Segre- 
tario-economo) e di una tassa d'ingresso di lire quattro. 

I soci fondatori (Art. Ili) sono esenti dalla tassa d'ingresso. 

I soci di nuova inscrizione verseranno la stessa somma qualunque 
sia, entro Tanno, l'epoca del loro ingresso nella società. 

Art. XI. 

Le dimissioni presentate in qualsiasi epoca da un socio non lo 
esonerano dal pagamento del contributo relativo all'anno in corso. I 
nomi dei contravventori alla presente disposizione, od a quella del- 
l'articolo precedente, saranno pubblicati nel Bollettino dell'Associa- 
zione sotto la rubrica c( Soci morosi »; però il Comitato direttivo 
ne darà preavviso agi' interessati. 

Art. XII. 

II modo di funzionare del Comitato direttivo sarà fissato da ap- 
posito Regolamento redatto dal Comitato stesso. 

Roma, 15 ottobre 1895. 



Ora annunziamo con viva compiacenza che le sottoscrizioni avendo 
raggiunto il centinaio (*), 1' Associazione Mathesis rimane definitiva- 
mente costituita e i soci saranno invitati fra breve ad eleggere il 
comitato direttivo {Statuto, art. IV). Il primo anno sociale termi- 
nerà col 30 giugno 1896 (Art. V). 

Quei colleghi a cui non fosse pervenuta la scheda d'associazione, 
e intendono far parte della Società, potranno farne richiesta alla re- 
dazione del Periodico. Essi verranno egualmente iscritti come soci 
fonda tori, 

(*) Il nnmero minimo ttabillto per la costituzione della Società era stato fissato in 70. 



Chiusura della Redazione il di 16 novembre 1895. 



LIBRI RECENTI. 

Ambrosino (V.) — Trigonometria piana elementare ad uso dei Licei, degli 
Istituti tecnici e nautici e delle Scuole industriali e Trigonometria piana 
elementarissiwM ad uso degli aspiranti alla licenza di uapitano di Gran 
cabotaggio, di Macchinista, di Capo-tecnico. Messina, Lib. Manzoni, 1892 
— Prezzo : L. 1,25. 

EleTnenU di Trigonometria sferica ad uso delle Scuole secondarie. Mes- 
sina, Tip. dell'Avvenire, 1893 — Prezzo : L. 1.50. 

Càij>arbrà (F.) — Trattato di Trigonometria rettilinea e sferica, Palermo, 
Tip. Virzi, 1896 — Prezzo : L. 2,25. 

Carvallo (E.) — Méthode pratique pour la résolution numérique complète 
des équations algébriques on transcendantes. Paris, Nony e C. 189Ì6 — 
Prix: Fr. 1,60. 

CiAMBERLiNi (C.) — SìdVinsegnamento dell'aritmetica pratica nelle scuole 
primarie secondo i programmi del novembre 1894 Piccole note pei mae- 
stri elementari. Fermo, Tip. Baoher, 1,895 — Prezzo : L. 1. 

Del Re (A). — Geometria proiettiva ed analitica, Modena, Tip. Vincenzi e 
Nipoti 1896 — Prezzo : L. 8. 

Gazzaniga (E. P.) — Numerazione, Bergamo, Carnazzi editore — Prezzo L. 1. 

Gazzaniga (P.) — Libro di Aritmetica e di Algebì^a elementare. Padova, Tip. 
Sacchetto, 1896 — Prezzo : L. 3,25. 

Ingrami (G.) — Elementi d'algebra ad uso delle Scuole secondarie superiori. 

Bologna, Tip. Cenerelli, 1895 — Prezzo L. 3. 
Calcolo numerico e letterale ad uso delle Scuole secondarie inferiori. 

Bologna, Tip. CenereUi, 1895 — Prezzo : L. 2. 

Klein (F.) — Conferenze sopra alcune questioni di Geometria elementare re- 
datte da F, Tdgert e tradotte dal tedesco da F. Giudice, con una prefazione 
del prof. G. Loria. Torino, Rosenberg & Sellier, 1896. — Prezzo : Lire 3. 

Legons sur certaines questions de Geometrie élémentaire, Rédaction 

fran9aise par J. Griess. Paris, Librairie Nony, 1896. 

Marotta (G.) — Elementi di aritmetica ad uso delle Scuole tecniche, normali 
e dei gmnasi inferiori. Napoli, Tip. Schipani, 1894 — Prezzo: L. 3,50. 

Appendice agli Elementi di aritmetica (Rapporti e proporzioni). No- 

cera Inferiore, Lib. Angora, 1895 — Prezzo : L. 0,40. 

Elementi di aritmetica generale ed equazioni di P grado ad uso della 

3' classe delle Scuole tecniche. Napoli, Tip. Muca, 1896 — Prezzo: L. 1. 

Marseolia (N.) — SuMa curvatura deUe curve piante, Napoli, B. Pellerano, 1895. 

Ortc Carboni (S.) — Geometria descrittiva elementare ed alcune sue appli- 
cazioni (proiezioni ortogonali). Voi 2". Ditta G. B. Paravia e C, 1896 — 
Prezzo: L. 3. 

Persiani (0.) — Elementi di Geometria secondo Euclide ad uso dei Licèi. 

Libri n e III. Roma, Tip. Cuggiani, 1896 — Prezzo : L. 1,25. 
Elementi di Geometria secondo Euclide ad uso dei Licei. Libri V e VI 

con appendice alla Planimetria. 2" edizione (litogra£eLta). Roma, Piazza 

Biscione, 95 — Prezzo: L. 2,50. 

Pesci (G.) — Trattato elementare di Trigonometria piana e sferica, con 2027 
esercizi. Livorno, R. Giusti, 1895 — Prezzo: L. 4. 

Appendice al Trattato eie. di Trigonometria piana e sferica. — L Ge- 
neralità sui calcoli numerici e sull'uso delle tavole logaritmico-trigono- 
metriche. II. Uso delle tavole logaritmico-trigonometriche del CaiUet. 
Livorno, R. Giusti, 1895 — Prezzo : L. 1 

Testi (M. G.) — Corso di Matematiche ad uso delle Scuole secondarie su- 
periori e più specialmente degli Istituti tecnici, secondo i vigenti pro- 
grammi governativi. — Voi. Ili : Geometria elementare. Livorno. R. Giu- 
sti, 1896 — Prezzo : L. 3,50. 

TouRNOis (A.) — Legons complémentaires d^ Algebre et notions de Geometrie 
analytique, Paris, Société d'Èditions scientifiques, 1895 — Prix : 4 fr. 50. 

Webber (E.) — Applicazioni geometriche e analitiche di Calcolo differenziale 
ed integrale. Milano, Rechiedei, 1895 — Prezzo: L. 3,50. 



PERIODICO DI MATEMATICA 

PER L' INSEGNAKCENTO SECONDARIO 



Questa pubblicazione, unica del genere in Italia, è principalmente destinata 
agli insegnanti ed agli allievi delle Scuole secondarie. Contiene, in particolar modo, 
artiooli di matematica, con speciale riguardo airinsegnamento secondario, temi 
diesarne in scuole italiane e straniere, problemi di matematica elementare colle 
soluzioni, questioni da risolvere dirette ad insegnanti ed allievi, delle quali yen- 
V gono pubblicate le risposte; riviste di libri di matematica e sunti di note ap- 
parse in giornali scientifici. 

Coloro che spediscono lavori da pubblicarsi sono pregati a scriverli in buona 
calligrafia sopra una sola faccia di ciascun foglio, disegnando nitidamente a parte 
ed in piccole dimensioni le figure che fossero annesse ai medesimi. 

Chi manda questioni da proporsi voglia accompagnarle con un cenno di solu- 
zione. Chi invia soluzioni di questioni, riporti Tenunciato, scrivendo ciascuna tolu- 
zione In un foglio distinto. 

Dei libri ed opuscoli ricevuti sarà fatta menzione nel giornale. 



11 Periodico di matematica per l'insegnamento secondario si pubblica in fa- 
scicoli bimestrali di 32 pagine almeno, in 8' grande. Il prezzo d'associazione è, 
pel Regno, di L. 6, che potranno inviarsi mediante vaglia o cartolina vaglia, 
al Prof. Giovanni Frattini, Via Cavour 211, Roma. 

Per gli stati deirUnione postale il prezzo d'associazione è di Franchi 7, da 
trasmettersi col mezzo di vaglia postale al Prof. Giovanni Frattint, Via Cavour 
211, Roma. • - * 



I nuovi associati pel 1896, che ne faranno richiesta, avranno in 
dono copia di alcuni articoli già comparsi nel Periodico, 

Chi manda al Redattore vaglia di IjIpo 11, rimarrà associato 
al Periodico per l'anno 1 896 e riceverà, . franco di porto, il voi. X 
(1895) — chi manda vaglia di Xilre 15, rimarrà associato al 
giornale pel 1896 e riceverà, franchi dì porto, i volumi X (1895) 
e IX (1894) — chi manda vaglia di Lire SO, o S5, o SO, o SS, 
resterà associato al Periodico per il 1 896, e riceverà, franchi di porto, 
i volumi Vili, IX e X, o i voi. VII a X, o i voi. VI a XI, o i voi. V 
a X, rispettivamente. 

Per gli Stati dell' Unione postale questi prezzi, da rimettersi in 
oro, sono da aumentare di S franchi, o 3»BO, o B, o 6, o *?, od 8 
nei singoli casi. 

La Redazione del Periodico cede poi, legate in volumi, le annate 
4% 5% 6% 7^ 8% 9% e 10^ complete, ed anche la 1% 2^ e 3% con 
deficienza di qualche fascicolo, sostituito in parte da estratti, al prezzo 
ridotto di ILilre BO airinterno, di Sgranelli 60, in oro, per gli 
Stati deir Unione postale. 
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